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Pour bien utiliser cet ouvrage

S

La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
thémes abordés dans les exercices,
ainsi qu'un rappel des points essen-
tiels du cours pour la résolution des
exercices.

gl
“f?::\_d ot
"

Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthese
des principales méthodes a connattre,
détaillées étape par étape, et indique
les exercices auxquels elles se rap-
portent.

Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.
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Enoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s’entral-
ner. La difficulté de chaque exercice
est indiquée sur une échelle de 1 a 4.

Corrigés des exercices

Tous les exercices sont corrigés de fa-
con détaillée.

Du mal a démarrer?

Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-
tion des exercices.
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Raisonnement,

vocabulaire ensembliste

“Han m; abovdloc Adavs los oxevcicos

Les méthodes a retenir 2 e Mise en oeuvre, sur des exemples simples, des différents
Les énoncés des exercices 7 types de raisonnement

Du mal a fiemarrer ° 1 o Lgalités et inclusions d’ensembles obtenus par opérations
Les .corrlges des exercices 12 sur des parties d’'un ensemble

Vrai ou faux ? 18

Vrai on faux, les réponses 19 e Injectivité, surjectivité, bijectivité
e Image directe, image réciproque d’une partie par une ap-

plication.

/4700/&4 essovctiols Al couns
powy e vzsolution. Hos exevcicos

e Définition et propriétés des opérations entre ensembles,
na Ua CEa\

o Définition de la fonction indicatrice d’une partie d’un en-
semble

o Définition du produit cartésien d’'un nombre fini d’en-
sembles

o Définition et propriétés de l'injectivité, de la surjectivité,
de la bijectivité pour les applications

o Définition de I'image directe, de I'image réciproque d’une
partie par une application

o Relations d’équivalence, relations d’ordre.
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Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

Méthode

Essayer de passer par les éléments des ensembles, ou de calculer globa-
lement sur les ensembles. La deuxieme voie est en général plus courte
et plus claire (si elle est praticable).

- Exercices 1.1, 1.2, 1.7, 1.8, 1.16 a 1.18

Pour travailler de ma-
niére générale sur des
ensembles

— B ~
On a :

(ANC)\(B\CO)

(ANC)\(BnO)

= AnC)nBNC

= ANnC)n(BUO)

= (AnCNnBUANCNO)
= AnBnC

= AN (BUO)

= A\ (BUQOQO).

Soient E un ensemble, A, B,C € P(E).
Montrer : (A\C)\(B\C) = A\(BUCQC).

7
\

~

Essayer de :
Pour établir une égalité e soit montrer directement 1’égalité
d’ensembles « soit montrer deux inclusions: AC B et BC A

e soit utiliser les fonctions indicatrices des parties d’un ensemble

= Exercices 1.2, 1.7, 1.8, 1.12, 1.18

Dans chacune des deux premieres options, on essaie de passer par les
éléments ou de calculer globalement sur les ensembles.

— B ona )
Soient E un ensemble, A, B € P(E). AR i 1(4A " ? Ué(A i 6)
Montrer : : A 2 (B% )
(A\B) U (A\C) = A\ (B n O). = A\(BNO).
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Les méthodes a retenir

— (el

« Soit y € R tel qu'il existe x € [—1; 2] tel que y = x2.

Montrer :

Siz e [-1;0],alorsy € [0; 1].
Siz € [0; 2], alors y € [0; 4].

{yeR; Jze[-1;2], y=2°} =[0;4. | On déduit y € [0; 4].

Ceci montre que le premier ensemble est inclus dans le second.

o Réciproquement, soit y € [0; 4].
En notant z = /gy, onaz € [0; 2] C [-1; 2] et y = 22.
Ceci montre que le second ensemble est inclus dans le premier.

On conclut a ’égalité demandée.

Pour montrer, par ré-
currence (faible), qu’une
propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng

Montrer que :
e P(ng) est vraie (initialisation)

o pour tout entier n fixé tel que n > ng, si P(n) est vraie, alors
P(n + 1) est vraie (hérédité).

= FExercice 1.5

—Eass

Initialisation :

Vs

N\ Pourn=0,0ona: ¢? —¢ago=12-1-0=1=(-1)°,

On considére la suite de Fibonacci donc la formule est vraie pour n = 0.
(én)nen définie par o =0, g1 =1 et : Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour un n € N fixé.
V€N, ¢éni2 = dni1+ fn. On a alors :
Montrer : Gata — dntsbnt1 = Bhiz— (Bnt2+ nt1)dnt1
vn € N, qﬁi_,_l — Gny2on = (—1)". = (¢i+2 — nt2¢nt1) — ¢%+1

= ¢nt2(Pni2 — dnt1) — b2y

7 = Gnt2dn — 24
= —(¢31+1 - ¢n+2¢n)
= —(-D" = (-t
donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence, que la formule est vraie pour tout n € N.

Pour montrer, par récur-
rence a deux pas, qu'une
propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng

Montrer que :
o P(ng) et P(no + 1) sont vraies (initialisation)
e pour tout entier n fixé tel que n > ng, si P(n) et P(n+ 1) sont
vraies, alors P(n + 2) est vraie (hérédité).

= Fxercice 1.10




Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

— (e

On considére la suite réelle (un)nen dé-

finie par up =0, u1 =1 et :

Vn € N, Un+2 = 5
Montrer :

Vn € N*, wu, > 0.

Up+1 + Un

Initialisation : Pour n = 1, on a u3 = 1 > 0, et, pour n = 2, on a
\ up+u 1 o s .

Uz = T = 5 > 0 donc la propriété est vraie pour n = 1 et pour

n=2.

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour n et n 4+ 1, ou
u U
n € N* est fixé. On a donc up > 0 et Up+1 > 0, d’ou L‘f’n >0,

donc la propriété est vraie pour n + 2.

Ceci montre, par récurrence a deux pas, que la propriété est vraie pour

) tout m € N*.

~

Pour montrer, par ré-
currence forte, qu’une
propriété P(n) est vraie
pour tout entier n tel
que n = ng

Montrer que :
o P(ng) est vraie (initialisation)

 pour tout entier n fixé tel que n = ng, si P(ng), ..., P(n) sont

vraies, alors P(n + 1) est vraie (hérédité).

w FExercice 1.11

—— (=)

Initialisation : Pour n = 1, on a bien 0 < w3 < 1 car u; = 1.

On considére la suite réelle (un )nen+ dé-

finie par u; =1 et :

Vn € N*, Un+1 = e

Montrer : Vn € N*, 0 < up, < 1.

ur +uj - Fup

Hérédité : Supposons, pour un n € N* fixé, que l'on ait :
Vke{1,..,n}, 0<up<l1.

up +ud 44 up S0+ 40

On a alors : up41 = n o =0
2 n
ur tuj+---+u 1+---41 n 1
et upq1 = 2 n < - _ <
nn nn nn nnfl

Ceci montre, par récurrence forte : Vn € N*, 0 < u, < 1.

e

Pour résoudre une ques-
tion portant sur injecti-
vité, surjectivité, bi-
jectivité, d’applications
dans un cadre général

Essayer de :

o utiliser les définitions et les propositions du cours sur la com-

posée de deux applications injectives (resp. surjectives)

o utiliser le résultat de 'exercice classique 1.14 (en le redémon-

trant).
w FExercices 1.3, 1.14, 1.15
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Les méthodes a retenir

% o Injectivité : Soit (x1,z2) € E? tel que f(z1) = f(z2).

On a alors :

z1 = (f o f)(z1) = f(f(z1)) = f(f(22)) = (f o f)(x2) = 2.
Ceci montre que f est injective.
o Surjectivité : Soit y € E.

Ona:y=(fof)(y) = f(f(y)), donc il existe x € E (on peut prendre
x = f(y)) tel que y = f(z). Ceci montre que f est surjective.

On conclut que f est bijective.

* Puisque f est bijective, on peut utiliser f~1 et on a :

fl=ftoldg=fto(fof)=(ftoflof=Tdgof=f

Méthode

Pour manipuler, dans
un cadre général, des
images directes, des
images réciproques
de parties par des
applications

On a, pour tout € E :
ve s (Cr(a)) f(x) € Cp(a)

fl@) ¢ A

Non (f(z) € A)

Non (z € f~1(4")

zelp(f1(A)),

rreee

d’ou I’égalité voulue.

Méthode

Pour montrer qu'une re-
lation R, dans un en-
semble FE, est une rela-

tion d’équivalence



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

(=)

On note R la relation définie dans R par :

Y(z,y) ER?, (zRy < |z]|=[y]).

Montrer que R est une relation d’équi-
valence dans R et déterminer, pour tout

z € R, la classe de z modulo R.

* o Ona,pourtout z € R, |z| = |z|, dolt z Rz, donc R est réflexive.

e On a, pour tous z,y € R :
tRy < |z[=yl <= yl=|z| < yRaz,

donc R est symétrique.

e On a, pour tous z,y,z € R :

R =

vy — ] = Iyl = |z| =|2| <= zRz,
yRz lyl = |=]

donc R est transitive.

On conclut que R est une relation d’équivalence dans R.

* Pour tout x € R, la classe de x modulo R est :

{z, —z} siz#0

i{yeﬁ;wRy}{yER;lwyl}{{o} o0

Revenir a la définition, c¢’est-a-dire montrer que :

Pour montrer qu’une re- e Restréflexive: Ve e E, zRx =
: ¢
lation R, dans un en- e R est antisymétrique : V(x,y) € E?, V' — ¢= y)
semble F, est une rela- yRax
tion d’ordre
» s JTRy
o R est transitive : V(x,y,z2) € E°, S = sz)
yRz

= KExercices 1.9, 1.13

=)

On note E = RR l’ensemble des applica-
tions de R dans R et < la relation définie
dans E par, pour toutes f,g € E :

f<g <= (VzeR, f(z)<g().

Montrer que < est une relation d’ordre
dans E. Cet ordre est-il total ?

% o Ona, pour toute f € E: Vz € R, f(z) < f(x),
d’ou f < f, donc < est réflexive.
e On a, pour toutes f,g € E :
f<yg vz €R, f(z) < g(z)
<~
g< f Ve €R, g(x) < f(z)
= (Z€ER, f(x)=4g()) < f=g
donc < est antisymétrique.
e On a, pour toutes f,g,h € E :
f<yg vz €R, f(z) < g(z)
—
g<h vz €R, g(z) < h(z)
— (reR, f(@)<h@) < [<h

donc < est transitive.

Ceci montre que < est une relation d’ordre dans FE.

* Considérons f:R — R, z+—0etg: R — R, z+— =z.
Ona f(1) =0<1=g(1), donc on n’a pas g < f.

Ona f(1) =0> —1=g(—1), donc on n’a pas f < g.

On conclut que l'ordre < sur E n’est pas total.
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Enoncés des exercices

7

-
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(- Exemple de calcul ensembliste : inclusion

Soient F un ensemble, A, B, C € P(E).
a) Montrer : (AUB)NC Cc AU (BnC).

b) Etablir qu'il y a égalité dans Pinclusion précédente si et seulement si: A C C.

HTT Exemple de calcul ensembliste : équivalence entre deux égalités

Soient E un ensemble, A, B,C € P(E). Montrer :

ANB=ANC < An(gB)=A4nCg0).

HTTd Exemple d’une restriction bijective

3z -1
T -2

a) Montrer qu'il existe un réel et un seul, noté a, n’ayant pas d’image par f.

On consideére la fonction f de R dans R donnée par : f(x)

b) Montrer qu’il existe un réel et un seul, noté b, n’ayant pas d’antécédent par f.

¢) Montrer que la restriction g de f a R\ {a} au départ et & R\ {b} a 'arrivée est bijective,
et préciser I’application réciproque ¢! de g.

BT Exemple de calcul de composée de deux applications
On note f,g: R — R les applications définies, pour tout = € R, par :
fl@)y=1+z, g(z)=2"

Préciser foget go f. A-t-on fog=go f?

HTT Exemple de raisonnement par récurrence (faible)
On consideére la suite de Lucas (L, )pen définie par Lo =2, Ly = 1 et :
VYneN, Lpyo=Lpi1+ Ly.
Montrer, par récurrence, pour tout n € N :

a) L2y — LuLnga = 5(~1)"+!

b) > Li=LnLns1+2
k=0

¢) Lon = L, —2(=1)" et Lopy1 = LnLnp — (=1)™
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HTT] Exemple de relation d’équivalence dans R
On note R la relation définie dans R par :
Y(z,y) € R? (zRy 22— 22 =y% — 2y).

a) Montrer que R est une relation d’équivalence dans R.

b) Déterminer, pour tout x € R, la classe d’équivalence de x modulo R.

ERrT] Réunion ou intersection de produits cartésiens

Soient F, F' deux ensembles, A1, Ay des parties de E, Bj, By des parties de F.
a) Montrer : (A1 X By) N (A2 X By) = (A1 N Az) x (By N Ba).

b) 1) Montrer : (A1 X By) U (A3 x By) = (A1 U Ag) x By.

2) A-t-on nécessairement : (A; x By) U (Ag x Ba) = (A1 U A2) X (By U By) ?

BT i) Etudes de P(E N F) et de P(E U F)

a) Montrer : ECF <= P(E)C P(F)
b) Etablir : P(E N F)=P(E) N P(F).
¢)A-t-on: P(EUF)=P(E)UPF)?

BT Exemple de relation d’ordre sur les entiers

On considere la relation R définie dans N* par: 2 Ry <= (Eln eN* y= :c")

a) Montrer que R est un ordre sur N*.
b) Est-ce que R est total ?

BT Exemple de raisonnement par récurrence a deux pas
On consideére la suite réelle (uy,)nen définie par ug =0, ug =1 et :

Up+1 + Un

1.
B +

VneN, upio=

Montrer que la suite (un)nen est strictement croissante.

BT Exemple de raisonnement par récurrence forte

On consideére la suite réelle (uy)nen définie par ug =1 et :

n u
VTLGN7 un+122m.
k=0

Montrer : Vn €N, wu, € Q}.
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Enoncés des exercices

B Fonction indicatrice d'une partie d’un ensemble

Soit F un ensemble.

On rappelle que, pour toute A € P(E), la fonction indicatrice de A est 'application

0 si z¢A
14: E+—{0,1}, z+—
1 s zeA

On note 1 application de P(E) dans {0,1} constante égale & 1.
a) Montrer, pour toutes A, B € P(E) :

A:B<:>1A=13, ]'Zzl_lA’

lanp =141, laup=1a+1p—141p, 1ap=14—14lp.

b) En déduire, pour toutes A, Be P(E): AN(AUB)=A et AU(ANB)=A.

B Exemple de relation d’ordre sur un ensemble de fonctions

On note F 'ensemble des applications f : [0; +00o] — R dérivables, telles que f(0) =1,
et on note R la relation définie dans E par, pour tout (f,g) € E? :

fRg < f'<4.

a) Montrer que R est une relation d’ordre sur E.

b) Est-ce que l'ordre R est total ?

¢) Montrer : Y(f,g) € E?, (ng = fég).
d) A-t-on : V(f.g) €E? (f<g = fRg)?

Composée injective, composée surjective

Soient E, F,G des ensembles, f: E — F, g : F — G des applications. Montrer :
a)si go f est injective, alors f est injective
b)si go f est surjective, alors g est surjective

¢)si go f est bijective, alors f est injective et g est surjective.

Conséquences de la bijectivité d’une certaine composée

Soient E, F' des ensembles, f: E — F, g: ' — FE des applications.
On suppose que g o f o g est bijective. Montrer que f et g sont bijectives.
On pourra utiliser le résultat de I’exercice 1.14

1) Images directes de parties par une application

Soient E, E’ deux ensembles, f : E — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A, B de E :

a) ACB = f(A) C f(B)
b) AC f7H(f(A)

¢) f(AU B) = f(A) U f(B)
d) f(A N B) C f(A) N f(B).
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EEE] Images réciproques de parties par une application
Soient F, E’ deux ensembles, f : F — E’ une application. Montrer, pour toutes par-
ties A, B’ de E :

a) A C B = fYA)cCf B
b) f(fH(A)) c A
o) f[THA U B) = fHA) U f7H(B)
d) fTHA N B = fHA) n fTH(B).
1111 Différence symétrique, associativité
Soit E un ensemble. On note, pour toutes parties A, B de E :

AANB=(AUB)n(An B),
appelée différence symétrique de A et B.
a) Deuz exemples : Déterminer A A B dans les deux exemples suivants :
1) E={1,2,3,4}, A={1,2}, B={1,3}
2) E=R, A=]—00;2], B=[1; 4o
b) Etablir : (A, B) € (P(E))?, Aa B=(ANB)U (BnA).
¢) Montrer, pour tout (A, B) € (73(E))2 t 1laap=1a4+1—2-141p.

d) En déduire que la loi A est associative dans P(E), c’est-a-dire :

V(A,B,C) e (P(E))’, (AaB)AC=Ana (BnC).
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Du mal a démarrer ?

-?up mal & domavver (P

1158 a) Utiliser la distributivité de N sur U.

b) Séparer l’équivalence logique en deux implica-

tions.

Premiére méthode :
Noter A’,... le complémentaire de A, ... dans E et
raisonner par équivalences logiques en passant aux
complémentaires.

Deuxiéeme méthode :
Supposer AN B=AnN C.

o Partir d’un élément quelconque = de A N Cx(B) et
raisonner par ’absurde.

e [’autre inclusion s’en déduit en échangeant B
et C.

a) a=2. b) b=3.

¢) A partir de y = f(z), calculer z en fonction de y.

Calculer, pour tout € R, (f o g)(z) et (go f)(x),
et trouver un = € R tel que ces deux résultats soient
différents.

Récurrence (faible) sur n, pour chacune des trois
questions.
Pour ¢), utiliser a).

a) Revenir & la définition d’une relation d’équiva-
lence.
Noter f: R — R,  +—— x2 — 2z, pour la commo-
dité.
b) Revenir & la définition de la classe d’équivalence
ZdezmoduloR: VyER, (y€Z < aRy).

1l74) a) Raisonner par équivalences logiques successives,

en partant de (a,b) € (A1 X B1) N (A2 x Ba).
b) 1) Méme méthode qu’en a).
2) Envisager un élément de A; X Ba.

a) Séparer 1’équivalence logique en deux implica-
tions.

1) Supposer E C F. Alors, toute partie de E est une
partie de F.
2) Réciproquement, supposer P(E) C P(F). Pour
montrer que tout élément x de E est élément de F,
penser & considérer le singleton {z}.
b) Raisonner par équivalences logiques.
¢) Montrer, par un contrexemple, qu’il se peut que
P(E U F) et P(E) U P(F) ne soient pas égaux.

a) Revenir & la définition d’une relation d’ordre.

b) Envisager les éléments 1 et 2 de N*, par exemple.

1518 Récurrence a deux pas sur n.

a) o Un sens est évident.

Réciproquement, supposer 14 = 1p et partir d’'un
élément quelconque a de A, pour montrer A C B.

e Pour xz € F, séparerencas: =z € A, z ¢ A.

e Pour x € E, séparer encas : ¢ € AN B, = ¢
AN B.

o Passer aux complémentaires a partir du résultat
précédent.

o Utiliser les résultats précédents.

b) Calculer 1Am(AuB) et 1ayang)-

a) Revenir & la définition d’une relation d’ordre.
b) Envisager f, g de fagon que f — g ne soit ni crois-
sante ni décroissante.
¢) Remarquer que, si f R g, alors f — g est décrois-
sante et se rappeler que f(0) = g(0).
d) Envisager f, g de fagon que f < g mais que f — g
ne soit pas décroissante.

a) Revenir aux définitions.

b) Revenir aux définitions.
¢) Se déduit directement de a) et b).

Appliquer le résultat de I’exercice 1.14, en groupant
en (go f)ogouengo(fog).

a) Supposer A C B.

Partir d’un élément quelconque y de f(A) et utili-
ser la définition de I'image directe d’une partie de E/
par f.

b) Partir de a € A et utiliser les définitions.

¢) o Montrer, en utilisant a) :
f(A) U f(B) C f(AU B).

¢ Réciproquement, partir de y € f(A U B) et utili-
ser la définition de I'image directe d’une partie de E/
par f.

d) Utiliser a).

a) Supposer A’ C B’.

Partir d’un éléments quelconque z de f~1(A’) et uti-
liser la définition de I'image réciproque d’une partie
de F par f.

b) Partir de y € f(f71(A4’)) et utiliser les défini-
tions.

¢) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de x € f~1(A’ U B’) et en appliquant les dé-
finitions.

d) Raisonner par équivalences logiques successives en
partant de x € f~1(A’ N B’) et en appliquant les dé-
finitions.

11
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a) Réponses :

1) Aar B=1{2,3},

2) ArB=]—-o00;1[U]2; +ool.

b) Calculer A A B d’aprés sa définition, en utilisant
les formules sur le calcul sur les ensembles.

¢) Utiliser b) et les formules sur les fonctions carac-
téristiques (cf. Exercice 1.12).

En particulier, pour tous ensembles X,Y :

1vy=1-1x, 1lxny =1x1ly,
Ixuy =1x +1y —1x1ly.

d) Calculer les fonctions caractéristiques des deux
membres.

(| O\f\f'ﬁég GQZQ oxoV CLCZQ ]

a) On a, par distributivité de N sur U :
(AuB)NnC=ANC)Uu(BNC)Cc AUu(BnAOC).
——
cA
b) eSupposons (AU B)NC=AU(BnNCOC).
Soit « € A.
Alors, z€ AU (BN C)=(AUB) N C, donc z € C.
AcCC.

Ceci montre :

¢ Réciproquement, supposons A C C.

On a alors, par distributivité de N sur U :
AUB)NC=(ANnC)u(BNnC)=AU (BnAO).
( ) ( ) U ( ) ( )

=A
On conclut qu’il y a égalité dans l’inclusion obtenue en a) si
et seulement si A C C.

Premiére méthode, par les ensembles globalement :

Notons A’,... le complémentaire de A,... dans E.

1)Ona: AnNB=ANC

(AnB)=AnC0)

A"uUB'=A"ucC’
AN(A'UB)Y=An(A"uC)
(ANnAHYuANBHY=ANAHYUANC)
ANB'=Anc’.

NN

2) On applique le résultat précédent a (B’,C’) a la place
de (B, C) et on obtient 'implication réciproque.

Deuziéeme méthode, par les éléments :
On suppose AN B=AnC.
eSoit z € A N Cp(B). Alors, z € Aet z ¢ B.

Raisonnons par ’absurde : supposons z € C.

Alors, x ¢ AN C = AN B, donc z € B, contradiction.
Ceci montre = ¢ C, donc z € Lg(C), puis € A N L (O).
AN BE(B) CAN EE(C).

e Par roles symétriques de B et C dans AN B = AN C,
on a aussi 'autre inclusion, d’ou ’égalité.

a) 1l est clair que : a = 2.
b) Soit (z,y) € (R\{2}) xR.On a:

On a ainsi montré :

y=f(zr) <= y=3;__21 — zy—2y=3z—1

— ay—3z=2y—1 < (y—3)z=2y—1.
Siy#3,ona: y=f(z) < :c:2yy__31
donc y admet un antécédent et un seul par f, qui est 2y_—31 .

Siy=3,alors: y= f(z) <= 0z =35,
donc y n’a pas d’antécédent par f.
11 existe donc un réel et un seul, b = 3, n’ayant pas d’antécé-
dent par f.
3z —1
—2
est la restriction de f & R\ {2} au départ et & R\ {3} &
Parrivée.
On a, pour tout (z,y) € (R\ {2}) x (R\ {3}) :
3z —1 _2y—1
T—2 N y—3
Ainsi, tout élément y de I'arrivée admet un antécédent et un
seul par g, donc g est bijective, et 'application réciproque de

2y—1
gest: g7 R\ {3} — R\ {2}, y+—s Y 3

¢) L’application ¢: R\ {2} — R\ {3}, z+r—

y=g(z) <= y=




© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

1.4
¢ On a, pour tout x € R :

(fog)(ax) = f(g()) =
(go @) =g(f(x) =gl +a) = (1 +2)2 =1+ 2z + 22

e Par exemple : (fog)(1) =2 et (go f)(1) =4,
donc: fog#gof.

a) e Initialisation :

f@?) =1+22

Pour n =0, 0n a :
L% | —LpLny2 =L} —LoLa=1*—-2-3=-5
et 5(—1)"*1 = —5,
donc la formule est vraie pour n = 0.
o Hérédité :
Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors : L31+2 — Lnt1Lnys

= Lijo—Lns1(Lnt2 + Lns1)

= (Lijo—Ln+1Llns2) — Lh gy
Lnt2(Lny2 — Lny1) — L2 4
Lnt2Ln — Loy

(Ln+1 — LnLn42)
= (=) = 5(-1)"*2,
donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

b) e Initialisation :

Pour n =0:

n
DL =L3=2"=4,
k=0
et : LnLpy1+2=LoL1+2=2-14+2=4,
donc la formule est vraie pour n = 0.
o Hérédité :
Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors :
n+1
Sik o= (L)t
k=0
= (LnLnt1+2)+ L%-H
= (Lnlni1+ Li+1) +2
= Lpy1(Ln+Lny1)+2 = Lpg1Llny2+2,

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

¢) o Initialisation :
Lop = Lo =2
L2 —2(-1)"=22-2=2

Pour n =0:

Lont1=L1=1
et
LnLpt1—(-1)"=2-1-1=1,
donc la formule (systéme de deux formules) est vraie pour
n = 0.
o Hérédité :

Supposons la formule vraie pour un n € N fixé.

On a alors :
Lonyo = Lopt1+ Lon

= (LuLngr — (—1)") + (12 = 2(-1)")
= (LnLn+1+L3) = 3(=1)"
= Ln(Ln+1+ Ln) —3(=1)"
= LpLpyo—3(-1)"
= (L24y —5(=)"H) —3(-1)"
= Ln+1 (*Dn
_ +1

et - -

L2n+3 = Ilzzn+2 + Lon+1

= (L2, 21" + (LnLnt1 — (-1)7)
= Lpg1(Lng1 + Ln) — (-1)" 1!

= Lpy1Lnya — (-1,

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que la formule proposée
est vraie pour tout n € N.

a) Notons f:R — R,
1) Réflexivité :

On a, pour tout z € R, f(z) =
2) Symétrie :

Soit (x,y) € R? tel que xR y.
On a alors f(z) = f(y), donc f(y) =

3) Transitivité :

x — a2 — 2z.

f(z), donc z R x.

f(z), dou yRz.
Soit (x,y,2) € R3 tel que Ry et yR z.

On a alors f(z) = f(y) et f(y) = f(2), donc f(z) = f(2),
d'ou xR z.

On conclut : R est une relation d’équivalence dans R.

b) Soit = € R.
Notons 7 la classe d’équivalence de x modulo R.

On a, pour tout yeR: ycz
TRy
272x:y272y
22 —y? —224+2y=0
(z-—y)(z+y-2)=0
(y==z ou y=2-z).
{1} si
{z,2—z} si

Trrue

r=1

x # 1.
Il en résulte que T est de cardinal 1 si z = 1, de cardinal 2 si

x # 1.

On conclut : 7 =

13



Chapitre 1 — Raisonnement, vocabulaire ensembliste

14

a) On a, pour tout (a,b) € E X F :
(a,b) € (A1 x B1) N (A2 X B3)
((a,b) € A1 x B1 et (a,b) € Az X Bg)
(a€ Ay et beB1) et (a€Ax et b€ By)
(a€A1 et aEAQ) et (b€B1 et bEBg)
(a€ A1 N Ay et b€ By N By)
(a,b) € (A1 N Az) x (B1 N Ba),
donc: (A1 X B1) N (A2 x Ba) = (A1 N A2) X (B1 N Ba).
b) 1) On a, pour tout (a,b) € E X F :

(a,b) € (A1 X B1) U (A2 X By)

frete

<— ((a,b) € A1 x By ou (a,b) € Az ><Bl)
<— ((a6A1 ou a€ Az) et bEBl)
= (a€ A1 U Ay et be By)

= (a,b) € (A1 U A2) x By,

donc : (A1 X Bl) ] (A2 X Bl) = (A1 U AQ) X Bi.

2) L’ensemble (A1 U Az) x (B1 U B2) contient, entre autres,
les couples (a,b) ot a € A; et b € Ba, et ces couples ne sont
pas nécessairement dans A; X By ou Az X Ba.

Donnons un contrexemple.
Notons E = F' = {0,1}, A1 = B; = {0}, A2 = Bo ={0,1}.
(A1 x B1) U (A2 x Bz) = {(0,0)} U {(1,1)}
et (A1 U A2) x (B1 U B2) ={0,1} x {0,1}

={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}.

Ainsi, (0,1) est dans le premier ensemble et non dans le se-
cond.

On a alors :

On conclut qu’en général il n’y a pas égalité entre les deux
ensembles envisagés.

a) 1) Supposons E C F.

Soit X € P(E).Ona: Vzx€ X, € EC F,donc: X C F,
c’est-a-dire : X € P(F).

P(E) C P(F).
ECF = P(E)CP(F).
2) Réciproquement, supposons P(E) C P(F).

Ceci montre :

On a établi :

Soit z € E. Considérons le singleton {z}, c’est-a-dire 'en-
semble a un élément formé par x tout seul.
Ona: {z} € P(E) CP(F), donc: z € F.

ECF.

P(E)CP(F) = ECF.
On conclut a ’équivalence logique :

ECF < P(E)CPF).

Ceci montre :

On a établi :

b) On a, pour tout ensemble X : XCE
XeP(ENF) < XCENF
XCF
X e P(E)
<~ <~ X € P(E) N P(F),
X € P(F)

et on conclut : P(E N F)=P(E) N P(F).
¢) 1) On a, pour tout ensemble X :

XePE)UPF) < (XCE ou XCF)
— X€e€EUF < XeP(EUF),

ce qui montre : P(E) U P(F) C P(E U F).

2) Mais la réciproque est en général fausse. En effet, si un
ensemble X est inclus dans une réunion E U F, cela n’en-
traine pas, en général, que X soit inclus dans E ou que X
soit inclus dans F. En effet, X peut contenir des éléments
de E qui ne sont pas dans F' et des éléments de F' qui ne sont
pas dans E.

Pour montrer la non-inclusion, donnons un contrexemple :
E={1}, F={2}. Onaici:

P(E U F)=P({1,2}) = {2, {1},{2},{1,2}},
P(E) U P(F) = {2 {1}} u {2 {2}} = {2, {1}, {2}}.

Dans cet exemple, on n’a pas égalité entre P(E U F) et

P(E) U P(F).

a) 1) Réflexivité :

On a, pour tout € N*, xRz, car x = x!.

2) Antisymétrie :

Soient x,y € N* tels que xRy et y R x.

Il existe n,p € N* tels que y = 2™ et z = yP.

Onaxz € N*etn e N doncz>1etn>0,doua” >z,
donc y = 2" > x.

De méme, x > y, et on déduit z = y.

3) Transitivité :

Soient x,y,z € N* tels que t Ry et y R z.

Il existe n,p € N* tels que y = z™ et z = yP.

On a alors : z = yP = (z")P = z"P et np € N*, donc z R z.

On conclut : R est un ordre sur N*.
b) On n’a ni 1 R2, car il n’existe pas n € N* tel que 2 = 1",
ni 2R 1, car il n’existe pas n € N* tel que 1 = 2™.

On conclut : R n’est pas total.

Puisque uy,+2 est donné en fonction de uy 41 et de uy,, on va
effectuer une récurrence a deux pas.

o Initialisation :

Pour n =0, on a u; > up, car u; = 1 et ug = 0.
Pour n =1, on a ug > uj,

u1 + uo 3
_ 5

car uy = 1l et ug = 2 +1=

o Hérédité :
Supposons que, pour un n € N fixé, on ait up4+1 > up et
Up+42 > Un41. On a alors :

_ Un+2 + Un+l

Un+1 + u
Un+43 = +1> et i

2 2

+1=unyo.
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Ceci montre, par récurrence & deux pas sur n :
Vn €N, Upt1 > un.
On conclut que la suite (uy ) en+ est strictement croissante.

Puisque upn41 est donné (entre autres) en fonction de
uQ, ..., Un, on va effectuer un raisonnement par récurrence
forte.

o Initialisation :

Pour n =0, onauozleQi.
o Hérédité :

Supposons, pour un n € N fixé : ug,...,un € Q}.

n

_ Uk *
Comme Up41 = kz:% R — R que u, ..., Un sont dans Q7
et que 0!,1!,...,n! sont dans N*, par opérations, on déduit :

Up+1 € Qi

On conclut, par récurrence forte sur n :

a) 1l est clair que, si A= B, alors 14 = 1p.

vn €N, un € QY.

Réciproquement, supposons 14 = 15.

Pour tout a € A, on a 1g(a) = 14(a) =1, donc a € B, ce
qui montre A C B, puis, de méme, B C A, donc A = B.
Onconclut: A=B < 14 =1p.

Autrement dit, la connaissance de 1,4 détermine entiere-
ment A.

¢ On a, pour tout zEE:

siz € A, alors z ¢ A, donc 1a(x) = 1 et 15(x) = 0, d’ont
(@) =1-1a(@)

siz ¢ A, alors z € A, donc 14(z) = 0 et 15(x) = 1, d’on
14(z) =1—14(x).

Ceci montre : Vx € E, 1x(z) =1—14(x).

On conclut : 17=1-14.

¢«On a, pour tout x € E :

siz € AN Byalorsz € Aet x € B, donc 141 p(z) =1,
lA(:I:) = 1, IB(J,‘) =1, d’ou lAﬁB(Z') = lA(ac)lB(x)
sie ¢ AN B,alorsz ¢ Aouz ¢ B,donc 1a4np(x) =0et
(1a(z) =0 ou 1p(z) =0), dot 1an p(z) = 1a(z)1p(2).
Ceci montre : Vz € E, 1anp(z) =1a(z)lp(x).
Onconclut : 14 =141p.

¢« On a, en passant par des complémentaires et en utilisant
des résultats précédents :

launs 1_1AUB
= 1-13.3
= 1-1515

= 1-(1-14)1-1p)
= 1*(1*1A*1B+1A1B)
= 1a4+1p—141p.

«Ona:
lap=14ng=1alg=1a(1—15)=14—1alp.
b) On a, pour tout A, B € P(E).
lanaup) =1alaup =14(1a+1p —1415)
=14 +141p — 141 =14,
donc, d’aprés a): AN (AU B) = A.
De méme :

laumanp =1la+lanp—1lalans
=14+141p—14(1alp) =14 +141lp—14lp =14,
donc, d’aprés a) : AU (AN B) = A.

On peut aussi remarquer que, puisque A C A
AN (AU B) = A, et que, puisque A N B
AU (AN B)=A.

a) 1) Réflexivité :
Soit f€ E.Ona f’ < f’,donc fR f.

B, on a
A

U
C A, on a

2) Antisymétrie :

Soit, (f,g) € E? tel que fRg et gR f.

Onaalors f' < g’ et g’ < f’, donc f’ = g’. Ainsi, f —g est
dérivable sur l'intervalle [0; +oo[ et (f —g)’ =0, donc f—g
est constante.

Comme (f — g)(0) = f(0) —g(0) = 1—1 = 0, on déduit
f—g=0,donc f =g.

3) Transitivité :

Soit (f,g,h) € E3 tel que fRget gRA.

Onaalors f' <g’et g’ <h’,donc f’ <h’,dou fRh.
On conclut : R est une relation d’ordre dans E.

b) Pour montrer que l'ordre R n’est pas total, il suffit de
trouver f,g € E telles que l'on n’ait ni f/ < ¢’ ni g’ < f/,
c’est-a-dire telles que f — g ne soit ni croissante ni décrois-
sante.

11 est clair que les applications f, g : [0; 400 — R définies,
pour tout z € [0; +oo[, par f(z) = 1+ z et g(z) = 1 + 22
conviennent.

On conclut que l'ordre R n’est pas total.

c) Soit (f,g) € E? tel que fRg.

On a alors f’ < g/, donc (f —g)’ <0, donc f — g est décrois-
sante.

Comme (f — g)(0) = f(0) —g(0) = 1 —1 = 0, on déduit
f—9g<0,donc f <g.

d) Donnons un contrexemple, dans lequel f < g et non fRg.
11 suffit de trouver deux applications f, g, dérivables, telles
que : f(0) =g(0) =1, f < g et f— g non décroissante.

Considérons les applications f,g : [0; +oo[ — R définies,
pour tout = € [0; +oof, par :

flx)=1 et g(z)=1+sin’z.

15
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Il est clair que f et g sont dérivables sur [0; +oo[, que
f(0)=g(0) =1, que f <g.
De plus: Vz € [0; +oof, f'(z) =0 et ¢’'(z) =2sinzcosz.

En particulier :

P -0 () -k )
donc on n’a pas f’ < g’, donc non fRg.

1.14
a) Supposons g o f injective.

Soit (z1,x2) € E2 tel que f(z1) = f(z2). On a alors :

go f(x1) = g(f(z1)) = g(f(22)) = go f(x2).
Puisque g o f est injective, il s’ensuit : ©1 = z3.
On conclut que f est injective.
b) Supposons g o f surjective.

Soit z € G. Puisque g o f est surjective, il existe z € FE tel
que: z=go f(z).

z:g(f(a:)) et f(z) € F.
Vze G, JyeF, z=g(y).

On a alors :
Ceci montre :
On conclut que g est surjective.

¢) Si go f est bijective, alors go f est injective et surjective,
donc, d’apres a) et b), f est injective et g est surjective.

Schématiquement, en utilisant le résultat de ’exercice 1.14,
ona:

go fog injective
go fog bijective <=
go fog surjective

g injective
=

g surjective

(go f)og injective
go(fog) surjective
=—> g bijective .

Ceci montre que g est bijective.

On peut donc considérer I’application réciproque g—! de g.
On a alors : f=g lo(gofog)og™t,
qui est la composée de trois applications bijectives, donc f est
bijective.

Finalement, f et g sont bijectives.

a) Supposons A C B.
Soit y € f(A). Il existe a € A tel que y = f(a).
Comme a € A C B,on aa € B, puis y = f(a) € f(B).

On obtient : f(A) C f(B).

b) Soit a € A. On a : f(a) € f(A), donc par définition d’une
image réciproque, a € f~1 ( f(A )
On conclut : A C f=1(f(A)).

¢) «En utilisant a) :

ACAUB f(A) C f(A) U f(B)
—
BCAUB f(B) C f(A) U f(B)

= f(A) U f(B) C f(AU B).

«Soit y € f(A U B).
1l existe « € A U B tel que y = f(x).
Ona: z€ A ou z€B.
Siz € A, alors f(x) € f(A) C f(A) U f(B)
Siz € B, alors f(x) € f(B) C f(A) U f(B).
f(z) € f(A) U f(B).

V(A U B) C f(A) U f(B).
(AU B) = f(A) U f(B).
d) En utilisant a) :

On a donc :
Ceci montre :

On conclut :

ANBCA f(AnN B)C f(A)
=
ANBCB f(AnN B)C f(B)
= f(AnN B)C f(A) N f(B).

1.17

a) Supposons A’ C B’.

Soit z € f~1(4).

On a f(zx) € A’, donc f(x) € B, puis z € f~1(B’).
On conclut : YA cr~YB).

b) Soit y € f(f~1(A")).

Il existe x € f~1(A’) tel que y = f(z).

Puis, comme z € f~1(A’), on a f(x) € A’, donc y € A’.

On conclut : f(F1A)) c AL
¢) On a, pour tout z € E :
zef (A uUB)

fxye A U B

(f(x)ye A ou f(z)€ B')
(zefHA) ou =ze f1(B))
re AU B,

) U fmHB.

11

l(A/ U B/) :ffl(A/
d) On a, pour tout z € E :

On conclut : f~

zef~1(A nB)
— f(zx)eA nB
<~ (fl®)e A et f(z)€eB)
= (zefHA4) et zefI(B))
— zcf A n fmYB.
f7HA N B = YA n B,

On conclut :
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Corrigés des exercices

a) 1) Pour E ={1,2,3,4}, A={1,2}, B={1,3},ona:
AU B=1{1,2,3}, An B=({1},
AN B={23,4}, AaB=1{23}.
2) Pour E=R, A=]—00;2], B=][1l; +oo[,ona:
AUB=R, AnB=[;2,

AN B=]-o00; 1[U]2; +o0[, AAB=]-00; 1{U]2; +o0[.

b) On a, pour tout (4, B) € (P(E))2 :

AAB=(AUuB)Nn(ANnB)=(AuB)n (AU B)
=(ANA)UANBUMBNAU(MBNB)

=(ANB)uU (BnA).

c¢) On a, pour tout (4, B) € (P(E))2 :

lass =1 unByu(sna) =lalg+1slg — lalglply
———
=0

:1A(1*13)+1B(1*1A):1A+1B*2'1A13~

d) Soit (A,B,C) € (P(E))®. On a:

laaByac =lanB+1lc —2-1lasplc
=(1a+1—2-1415)+1c—2-(1a+15—2-1415)1¢
=1a+1p+1c—2(1a1lp+1alc+1ple)+4-141p1c.

De méme :

laaBac) =1a+1psc —2-1alpac
=1la+Ap+1lc—2-1plc) —2-14(1p+1c —2-151c)
= 1A+]-B+]-C*2(1A]-B+1A]-C+]-B]-C)+4’1A1B1C~

Ceci montre : l(AAB)AC = lAA(BAC)'
On déduit : (AAB)AC=Anr(B2rC),

et on conclut que la loi A est associative dans P(E).

17
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Vi o Fav ?

Pour toutes parties A4, B d'un ensemble £, ona: AN B=2 <= B C(g(A).

Pour toutes parties A, B d’un ensemble £, ona: AN B=AnN B.

‘v’a:E]R, JyeR, z<y.
EIyER, VreR, z<uy.

I8 Si les applications f: E — F et g: I — G sont injectives,
alors 'application g o f est injective.

Si 'application composée g o f est injective, alors f et g sont injectives.

Si une application f : E — E vérifie f o f = Idg, alors f est bijective et f~! = f.

Si une application f: F — E vérifie fo f = f, alors f = Idg.

Soient E, F' des ensembles, f: E — F une application, A, B des parties de E.
On a alors :

(AU B) = f(A) U f(B).

Soient E, F' des ensembles, f : E —> F une application, A, B des parties de E.
On a alors :

f(AN B) = f(A) N f(B).

<] (<] <] (<]
(| [T | R

<]
(Tl

<]
(T

<]
[T

(<] (<]
[T R
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Vrai ou Faux, les réponses

-\@ ol E PIVE'N les \féb[)oméaé

BCCE(A) < (VzeB, ¢ A) < (Non 3z € B, z€A))

< (Non(ANB+#g)) < ANB=0o.

Contrexemple : E = {1,2}, A={1}, B={2}.
La formule correcte est : AN B=A4 U B.

Par exemple, y =z + 1.

Il n’existe pas de réel y fixé plus grand que tout réel x.
1B Clest un résultat du cours.

Contrexemple: E=F=G=R, f:z+— €% g:y+—> |yl
On aalors go f: 2 — |e®| = e®, go f est injective, mais g ne lest pas.

L’application f est injective, car, pour tout (z1,72) € E?, si f(x1) = f(x2), alors

f(f(@1)) = f(f(x2)), donc &1 = 5.
L’application f est surjective car, pour tout y € E, ona y = f(f(y)).

Il en résulte que f est bijective, puis, en composant & gauche par f~', on obtient f = f~1.

Contrexemple : F=R, f:R— R, z+— 0.

<
u

<
|

=
ul

F

VE

H =
g I

[ JF

Soit y € f(A U B). Il existe x € A U B tel que y = f(x). On a alors € A d’on

f(x) € A, oux € B dou f(x) € f(B), et donc : f(z) € f(A) U f(B). On obtient

f(AUB) C f(A) U f(B).

Réciproquement, soit y € f(A) U f(B). Onay € f(A)ouy €
il existe © € A tel que y = f(z), dotx € AU Bety= f(z
méme, si y € f(B), on déduit y € f(A U B). On obtient f(A

Par double inclusion, on conclut : f(AU B) = f(A) U f(B).
Contrexemple: E=F =R, f:R—R, z+—2? A=R_, B=R,.

Onaalors: ANB={0}, f(ANB) ={0}, f(A) =Ry, f(B) =Ry, f(A)Nf(B)=R;.

f(B). Siy € f(A), alors
), donc y € f(A U B). De
) U f(B) C f(AU B).

_HF)

19



Calculs algébriques

%_VL QMAZG abovdlos Aavs los ovevcices

Les méthodes a retenir 21 e Calculs de sommations simples ou doubles, de produits
Les énoncés des exercices 25 simples ou doubles

Du mal .é“ Eiémarrer ? ) 28 o Manipulation des coefficients binomiaux, obtention d’égali-
Les (COITIZES des exercices 29 tés et calculs de sommes les faisant intervenir

Vrai ou faux 7 35

. . o Résolution de systémes linéaires.
Vrai ou faux, les réponses 36

“Yoke cccontiole A couve
pouy e vesoluchion. dos eoxevcices

o Définition et propriétés du symbole Z pour une somma-
tion d’un nombre fini de termes, et du symbole H pour
un produit d’un nombre fini de facteurs

¢ Regles de calcul élémentaire sur les nombres entiers, sur les

nombres réels
n

¢ Sommations usuelles : En: k, Zkz, Zn:qk

k=1 k=1 k=0
e Factorisation de a™ — b"™ pour n € N*

n
o Définition et propriétés des coefficients binomiaux ( ) , en
p

particulier :
) . N . . n n'
o I'expression a l'aide de factorielles =S
p) pin—p)

1
o la formule fondamentale (n) + ( " ) = <n + ),
P p+1 p+1

o la formule du bindme de Newton

e Opérations élémentaires, méthode du pivot.

20
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Les méthodes a retenir

- J_es lME:HAoaQLé 20 Vet o NV ———

Méthode

Pour calculer certaines
sommations indexées
par un entier

Récurrence sur n.
¢ Pour n = 0, la formule proposée est évidente.
e Supposons, pour un n € N fixé :

n

S DFEk 1) = (~) (n + D).

k=1

On a alors :
n—+1

D> o (=DF@2k+1)
k=0

i(—l)’“(zk +1)+ (-1t (@2n +3)
0

k=
(=)™ + 1)+ (=1)"T1(2n + 3)
= ()" (=(n+1)+(2n+3))
(=)™ (n +2),

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence, que la formule est vraie pour tout n € N.
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— &0

On a, pour tout n € N* :

n
Sn =D k(k+1)
k=1

n n
STE4Y kK
k=1 k=1

_ nn+1)2n+1)  n(n+1)
6 2
n(n+1)((2n+ 1) +

3) _ n(n+ 1)(n—|—2).

6

6

1
On remarque, pour tout k € N* :

d’ot1, pour tout n € N* :

S_"(l_ 1)_”1_" 1
"_k; k k+1 _;E kz::lk—i-l
n 1 n+11

1

1

kk+1) k k+1

Méthode

Pour calculer des som-
mations doubles, ou des
produits doubles

On a, pour tout n € N* :

Sn =

> o2+ > 3j:2iii+3iij

1<i,5<n
n

221(

i=1

1<4,5<n

i1)+3

j=1 i=1

n

i=1j=1

n

Jj=1

n

i1

(Z]) =2§;m+3n;j

i=1j=1

n

1

n n
2> i+3nYy j=5nY i= w
i=1 Jj=1 i
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour calculer une som-
mation faisant interve-
nir des coefficients bino-

miaux

k(k — 1)(2) = k(k— 1)—k!(n"i k)!
_ k(k-1) n!
- E (n—Fk)!
1 n!
T k—2) (n—k)
_ (n—2)!
= =D
_ (n—2)!
- "("_1)(k—2)!((n—2)—(k-z))!
n—2
- "("_1)(k—2)'

On applique la formule du binéme de Newton a 1 et 21/2 ;

o (n k/2 _ (MY 1k 1/2\k _ N
;zjo(k)z g::o(k)l 22y = (1 +V2)

Méthode

Pour résoudre un sys-

téme linéaire
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—{Eam

Résoudre le systéeme d’équations, d’in-
connue (z,y,2) € R :
dx+y+z=5
(S) Sz +4y+2z=-1

x+y+4z=8.

(S)

S) — —
6(x+y+z)=12
3r =3 L1+ L1 — Ly
3y =-3 Lo < Lo — Ly

<

3z=6 L3 <+ L3 — Ly
r+y+z=2

dr+y+2=>5
r4+4y+z=-1

r+y+4z=38
r+y+z=2
r=1
= y=-—1
z=2.

3xr+y=1 L3 3xr4+y=1 L1
<~
Résoudre le systéeme d’équations, d’in- 2c —3y =8 Lo 11z =11 Lo «— Lo+ 3L
3 =1
connue (z,y) € R? : Tty r=1
2z — 3y = 8. —
y=-2
&
/_m On a, en additionnant les trois égalités :
e “
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Enoncés des exercices

e

_—

BT v21 Calcul d’une somme, par récurrence

Montrer : Vn € N*, Z(—l)kk =
k=1

(—1)"(2n+1)—1
- .

1T m Exemple de calcul d’'une somme, raisonnement par récurrence

n

1 n?+n—2

Mont tout N\ {0,1} : = .
ontrer, pour tout n € N\ {0,1} kZ:Qk(k‘?—l) I+ 1)
BT v2¢1] Somme de coefficients binomiaux de 2 en 2
. - n - n
Calculer, pour tout n € N* : A, = Z (2k> et B, = Z <2k " 1) .
k, 0<2k<n k, 0<2k+1<n

HTT m Exemples simples de résolution de systémes d’équations linéaires

a) Résoudre les systémes d’équations suivants, d’inconnue (z,y) € R? :
dr—2y=1 r—3y=-—1
(1) (2)
6 —3y =2 20 +y = 5.

b) Résoudre les systémes d’équations suivants, d’inconnue (z,y,2) € R? :

2x4+y—2=4 r—2y+z=1 2r4+y+2=2
D soz—y+z=-1 (2) (22 —3y—2=3 B) Rx+2y+2=0
r—2y—z2=0 3z —4y —3z=4 3z +z=4.

(- m Exemples de résolution de systémes d’équations linéaires avec paramétres

Résoudre et discuter les systémes d’équations suivants, d’inconnue (z,y,z) € R? et de

r+y—2z2=2 ax+y+z=1
parameétre a € R : a) e —y+2z=0 b)) xtay+z=1
dr —2y+az=a r+y+az=1.

HTT Exemple de résolution d’un systéeme d’équations linéaires avec paramétres

Résoudre et discuter le systéme d’équations suivant, d’inconnue (z,y,z,t) € R* et de
parametre (a,b) € R? :
r—y+2z4+t=0, —2z+3y+z—4t=1, —3x+by+4z—Tt=a, —x+2y+32—3t=">.

25
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BT v274) Calcul d’une somme

n

Calculer, pour tout n € N* : S, = Z(—l)kk2.
k=1

mr @(FX) Calcul de kaS
=1
On note, pour tout (n,p) € N* x N: S,(n) = ka.
k=1

a) Rappeler les valeurs de S,(n) pour p € {0,1,2}.

b) En développant (k+ 1)* puis en sommant, déduire la valeur de S4(n) pour tout n € N*.

BT m Calcul d’une somme par télescopage

n
1 1
Calculer, pour tout n € N* : 5, = ; 1+ 72 + m

BT Sommes de nombres harmoniques

k
1
On note, pour tout k € N*, Hy = g —, appelé k-eme nombre harmonique.
p
p=1

Calculer, pour tout n € N* : Z Hy et Z kH,; en fonction de n et de H,,.

k=1 k=1

BT v2ihl Calcul d’une somme contenant des factorielles

a) Décomposer linéairement le polynome P = X? — 2X + 1 de R[X] sur les polynomes
Po=1, P =X, Py=X(X+1).

b) En déduire, pour tout n € N, la valeur de S,, = Z(k — 1)k
k=1

BT v218 Somme de minimums

Calculer, pour tout n € N* : 5, = Z Min (4, j).
1<i<n, 1<j<n

BT Exemple de calcul d’une somme double

n q
Calculer, pour tout n € N: S, = Z Z 2P,
q=0 p=0
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Enoncés des exercices

v23'8 Une formule sur les coefficients binomiaux et un calcul de somme

-1
a) Montrer, pour tout (n, k) € (N*)? tel que k < n : k(Z) = n(Z B 1).

b) En déduire, pour tout n € N, la valeur de S,, = Z k(:)
k=0

Simplification d’un produit

n—1
Calculer, pour tout (n,p) e N* xN: P, = H (n(n+p) — k(k+p)).
k=0
Exemple d’utilisation d’une récurrence forte

n n
2
Soit (un)nen+ une suite a termes dans R* telle que : Vn € N*, Z uj = ( ui) .
k=1 k=1
Montrer : Vn € N*, w, =n.

Exemple de calcul d’une somme double

Calculer, pour tout n € N* : §,, = Z ij.
1<i<j<n

Exemple de calcul d’une somme double
Calculer, pour tout n € N\ {0,1} : S, = Z

i
1<i<j<n d

Exemple de calcul d’'une somme de coefficients binomiaux

n
k 1
Montrer, pour tout (n,p) € N2 tel que n > p : E ( ) = (ni 1).
p p

m Calcul d’une somme double de produits de coefficients binomiaux

a) Montrer, pour tout (n, k,i) € N°, tel que k <i<n: (n) (;) = <Z> <n - k)

) n—1

" n 1
b) En dédui tout N, L 1 de S, = .
) En déduire, pour tout n € N, la valeur de ’;);(z)(k)

k=p

Exemple de calcul d’un produit double

Calculer, pour tout n € N*: P, = H ij.
1<i<jgsn

27
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-Pw mal & domavver ?

v2i0) Récurrence sur n.

m Récurrence sur n.

v2e)) Former A, + B, et A, — B, et appliquer la for-
mule du binéme de Newton pour (1 + 1) et pour

(1+(-1)"

Utiliser, par exemple, les opérations licites sur les
lignes.

Utiliser, par exemple, les opérations licites sur les
lignes.

a) Séparer lescas: a=1, a# 1.
b) Séparer les trois cas :
a=-2,a=1, (a7é72eta7$1).

Utiliser, par exemple, les opérations licites sur les
lignes. Séparer les cas : (a,b) = (2,1), (a,b) # (2,1).

n
vayi) Noter Ty, = Z k2, Considérer S, + Ty, et séparer
k=1
en cas selon la parité de n. Obtenir :

p(2p+1) si
—(p+1@2p+1) si

n =2p, p € N*
n=2p+1, peN.
Regrouper les deux résultat s en une méme formule.

n(n + 1).

Réponse : S, = (—1)" 3

m a) Formules du cours.

b) Obtenir :
(n+1)* —1 = 4S3(n) + 6S2(n) + 451 (n) + So(n).

ECalcuIer 14+ — k + o 1)2, puis sa racine carrée,

i se simplifie, et enfin décomposer ——— e
qui impli nfin mposer Wk 1) n
1 1
E o k+1°

n? 4+ 2n

Réponse : S, =

n+1

Exprimer la somme proposée sous forme d’une
somme double triangulaire et permuter convenable-
ment les symboles de sommation.

(n+1)Hn —n

1 -1
2) Réponse : n(n2+ )Hn — n(n4 )

1) Réponse :

a) Réponse : P =P, — 5P| +4P,.
b) Utiliser a) puis des télescopages.

Réponse : S, = (n—2)(n+ 1) 4 2.

n
Pour i fixé, décomposer Z Min (z,5) a laide de la
j=1
relation de Chasles sur les sommations.
nn+1)(2n+1)

Réponse :
P 6

q
Calculer Z 2P par sommation géométrique, puis
p=0
Sy, en utilisant la formule du bindéme de Newton.

a) Remplacer les coefficients binomiaux par leurs ex-
pressions a ’aide de factorielles.

b) Utiliser a) et la formule du bindme de Newton.
Factoriser n(n+p)—k(k+p), décomposer Py, en pro-
duit de deux produits, puis amener des factorielles.
2 - 1!
Réponse : P, = n!w.
(n+p+1)!
Récurrence forte sur n.

Pour 'hérédité, on suppose, pour un n € N* fixé :

Vk e {1,...,n}, ur=k.
n+1 n Y
Partir de Zuz = (Zuk) , isoler les termes
=1 k=1

d’indice n + 1, déduire une équation portant sur
Un41, d’ou la Valeur de up41.-

vJilyA) Calculer la somme double par emboitement de deux
n J

> =3 ()

1<i<G<n j=1 =1

sommes simples :

vJit:) Calculer la somme double par emboitement de deux

1<ig]:'<nZ - : (Z )

sommes simples : -
J = J

Récurrence sur n, pour p fixé. Utiliser la formule fon-
damentale des coefficients binomiaux.

ma) Calculer chacun des deux membres de ’égalité
voulue, en exprimant les coefficients binomiaux a
l’aide de factorielles.

b) Utiliser a), un changement d’indice, et la formule
du binéme de Newton deux fois.

v4v4 ) Remarquer, par roles symétriques :

p-( T o) 11 o)

1<i,5<n 1<i=jsn
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Corrigés des exercices

- omfiﬁa’,é Hdos  okevcices
2.1
Récurrence sur n.
- (-)"@n+1) -1
ePourn=1: Z -1k 1et 1 =-1,

donc la formule est vraie pour n = 1.

e Supposons la formule vraie pour un n € N* fixé.

On a alors :

n+1 n

DR = YD R+ () (1)

k=1 k=1
- ()(2++1) + (=) (n+1)
= ¢ 4) (en+1)—4(n+1)) — -
_ yn 1
= 1 (—2n —3) — 1
_ )" (2n+1)+1) -1

4 K

donc la formule est vraie pour n + 1.

On conclut, par récurrence sur n, que la formule est vraie
pour tout n € N*.

Récurrence sur n.

ePourn=2:

— t — —
) "6 & An(n+1l) 4-2.3 6

2": 11 n?4+n—2 4 1

donc la formule est vraie pour n = 2.

« Supposons la formule vraie pour un n € N\ {0, 1} fixé.

On a alors :

[as u 1 1
kzﬂk(k?— :kX::Zk(k?—l)+(n+1)((n+1)2—1)
_n?4+n-2 1 _(nP+n—-2)(n+2)+4
T dn(n4+1)  (n+Dnn+2) dn(n+1)(n+2)
_ n3 + 3n? _ n(n + 3)

an(n+1)(n+2)  4n+1)(n+2)
_ n+1)2+(n+1)—2

)

4(n+1)(n+2)
donc la formule est vraie pour n + 1.
Ceci montre, par récurrence sur n, la formule demandée.

2.3
Par définition de ’énoncé :

n n n
a3 ()= () ()
k, 0<2k<n

n n n
= 3 ()= () (6)
k, 0<2k+1<n

D’ou, en additionnant et en utlisant la formule du binéme de
n
n
Newton : A, + B, = Z (p) =1+1H"=2"
p=0
et, en soustrayant et en utilisant la formule du binéme de

n
Newton : A, — B, = Z(—l)p <n> = (1 + (—1))n =0.
p=0 P
On conclut : A, = B, =2""1.
—2y=1 Iy 4r -2y =1
a) (1) <= 1 3
z—3y=2 Lo 0=35; Lo« La—5L1.

On conclut : S = 2.

z—3y=-—1 r=3y—1 T =2
(2) — =
2c+y=>5 23y—1)+y=5 y=1.
S={@,D}
2e+y—z=4 Lg

On conclut :

b) Dz —y+z=-1 Lo

r—2y—z=0 L3

20 4+y—2z=4 r=1
= {3zx=3 Ly« Lo+ L1 = (y=

2c —3y=—-1 L3 <+ L3+ Lo = —1.
On conclut : § ={(1,1,-1)}.

r—2y+z=1 L1
(2)42x—3y—2=3 Lo
3x—4y—3z=4 L3

r—2y+z=1
<~ y—3z=1 Lo < Lo — 214
2y —6z=1 L3 + L3 —3L;
et les deux derniéres équations sont incompatibles.
On conclut : § =2.
2c4+y+2=2 L, z4+2y+2z=0

(B)qxz+2y+2=0 Lo<= (2z+y+z2z=2 L; < Lo
3r+z=4 Ls 3r+z=4
z+2y+2=0
<~ —3By—z2=2 Lo ¢— Lo — 2L
—6y—2z2=4 L3 <+— L3—3L

z+2y+2=0 r=-2y—(—2-3y)=y+2
<~ <~
Jy+2=-2 z=—-2-3y.

On conclut : S ={(y+2,y, —2—3y); y € R},

29
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T+y—2z2=2 L1
a) S)dxz—y+2=0 Lo

dr —2y+az=a L3

8
Il

2 —2=2 Ly Li+Ly PR
= 2y—32=2 Lo+ L1 — Ly < y=-z+1

dr —2y+az=a (1) 1)

ou :
(1) 4(%;;4—1)—Q(gz—i—l)z—i—az:m::{a—l)z:a—l

Si a =1, alors (1) n’a pas de solution, donc (S) non plus.

Si a # 1, alors (S) admet une solution unique, donnée par :

_a—2

Ta-1’
1 i1 a—2 i1 3a —4
= —z = = s
2 2(a—1) 2(a—1)
3 3(a—2) 5a — 8
= — 1= 1= .
V=t =) T T e

Finalement, ’ensemble S des solutions est :

%) si a=1
S = _ _ _
{(2?2—?)’2?2—%’2—?)} sioazl

b) En additionnant les trois équations du systéme pro-
posé (S), on obtient : (a+ 2)(x +y+ 2z) = 3.

«Si a = -2, alors (S) n’a pas de solution.
e Sia# —2, alors :
a—1
(a— 1)z =
ar+y+z=1 a-+ 2
i ( 1) a—1
= a— =
r+ay+z Yy et 2
S) — —
r+y=az=1 a—1
(a=1)z=
Yyt 3 a+2
x z=—
Y a+2 4 +z*i
Y a+2
*Sia=1,alors: (S) < z+y+z=1
1 1

xSia # 1,alors: (S)<= z= Y

a+2’

On conclut que 'ensemble S des solutions de (S) est :
(%] si a=-2

S = {(m7y’17x7y)!(x7y)€R2} si a=1

{((heata )}y o o2 s

30

= —, z= .
a+2 a+2

Combinons linéairement les équations pour, par exemple,
faire disparaitre x des équations 2 et 4 :

r—y+2z24+t=0 L1
—2x+4+3y+z—4t=1 Lo
—3x+5y+4z—Tt=a L3
—r+2y+32—3t=>b Ls

(S) —=

r—y+2z24+t=0 L1
y+5z—2t=1 Lo +— Lo+ 21,
2y+ 10z —4t=a L3 +— L3+ 3L
y+5z—2t=> Lg<+— L4+ Ly
z—y+224+t=0
y+5z2—-2t=1
y+5z—2t=a/2
y+ 5z — 2t =b.
Sia #2oub#1, alors (S) n’a pas de solution.

Sia=2et b=1, alors :
r—y+2z2=t=0
(S) «— {

y+5z—-2t=1

y=—-5z+2t+1
—
x=(-bz+2t+1)+2z+t=-32+3t+ 1.

On conclut :
o S (a,b) £ (2,1)

S=0{(-32+3t+1, bz +2t+1, 2 t); (z1) € R?}

si (a,b) = (2,1).

n
Notons, pour tout n € N* : T}, = Z k2.
k=1

On a, pour tout n € N* :

n n n
SnATn=> (D2 + > k=" (=)™ +1)k>
k=1 k=1 k=1
Dans cette derniere somme, les termes d’indices impairs sont
nuls, donc il ne reste que les termes d’indices pairs.

Séparons en deux cas, selon la parité de n.

ler cas : n pair, n = 2p, p € N*

P P
Ona: Spt+Tw=S 20202 =83 2 =gl +D
n(n+1)2n+1) _ 2p)(2p+1)(4p+1)

Comme T, = )
6 6

on déduit :

Sn = 3p(p+ 1P+ 1) — 1p(2p+1)Ap+ 1)

1
=3P+ (AP +1) - (4p+ 1)) =p(2p+1).
2é cas : m impair,n =2p+1, peN
P
1)(2 1
Ona: Sp+Tw=3 2202 = 22TV
=1 6
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nn+1)(2n+1) _ 2p+1)(2p+2)(4p+3)
6 6

Comme Ty, = ,

on déduit :

Sn = gp(er D2p+1) - é(Qlf’Jr D +1)p+3)

1
=3P+ D2+ 1)(p—(p+3)) = —(p+ D2+ 1).
On obtient :
p(2p+1) si n=2p, peN*
S =

—(p+1)@2p+1) si n=2p+1, peN.

On remarque que, dans le premier cas :

n 1
p(2p+1) = 5(n+ 1) = 5n(n+ 1)
et que, dans le deuxieme cas :
n+1 1
—(p+1)2p+1)= o n= fin(nJr 1).

On peut donc grouper la réponse en une seule formule et
n

k=1

conclure : Vn € N*,

a) D’apres le cours, on a, pour tout n € N* :

n(n+1)

Y =
O(n) n, 2 )

Si(n) = Sa(n) =

6

b) On a, pour tout k € N*, d’apres la formule du binéme de
Newton : (k+ 1)* = k* + 4k3 + 6k2 + 4k + 1.

En sommant, pour k£ allant de 1 & n, on déduit, pour tout
n € N* :

En:(k+1)4 Zk4+42k3+62k2+42k+21
k=1 k=1

Par télescopage, on a :

n n n+1
Dtk => K =D k- Zk;“ (n+1)* -
k=1 k=1 k=2

Dot : (n+1)* — 1 = 4S3(n) 4 6S2(n) 4 451(n) + So(n),
et donc :
453(n)
_ (n+1)47176n(n+1)(2n+1) 74n(n+ -

6 2
m+1D*—m+1)—nn+1)2n+1) —2n(n+1)
= (n+1)((n+1)*—1-n(@n+1)-2n)

= (n+1)@*+n?) = nP(n+1)?
n?(n +1)2 n(n+1)\2
et on conclut :  S3(n) = I = ( 5 ) .

2.9

Essayons d’abord de simplifier le terme général de cette
somme.

n(n+1)(2n + 1).

On a, pour tout k € N* :

1+i+ 1 :k2(k+1)2+(k+1)2+k2
k2 (k+1)2 k2(k+1)2
R 4+ 2k3 43k +2k+1 (K24 k+1)?
k2(k +1)2 k2(k+1)2
donc :
1+i+ 1 :k2+k+1:k2+k+1
k2 (k+1)2 k(k+1) k2 +k
PR SENUS S U
k(k+1) k k+1

D’ou, pour tout n € N*, par télescopage :

Snzi(”rm) +Z(“m)

k=1
1 n? +2n

e () e

2.10
1) On a, pour tout n € N*| par somme triangulaire :

n n

£ B E-EE
il (n+ 1)H, — n.

2) De méme :

n
> kHy,
k=1

Il
t
-

-3 %(n(n; n (p—21)p>

31
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a) Faisons apparaitre d’abord P, dans P :

P X2 —2X 4+ 1
= (X+1)(X+2)—-3X-2)—-2X+1
= P-5X-1=P—5(X+1)—1)-1

= P> —5P +4PF,.

b) On a, pour tout n € N*| en utilisant le résultat de a) :

n n

> (k—1)? Z (k)k!

=

-

[
NE

(P2(k) — 5Py (k) + 4Py (k)) k!

>
Il
-

Py(k)k! — 5 Xn: Py(k)k! +4 2”: Po(k)k!

[
NE

k=1 k=1 k=1
= Z(k+2'—5z (k+1) '+4Zk'

k=1

n+2 n+1

= Zk'—SZk'+4Zk'

= (Xn:k'-l—(n—i—l '+(n+2)')

—5(2!+Zn:k!+(n+1)!) +4(1!+2!+Zn:k!)

k=3 k=3
= (n+D)+n+2)!=5-21=5(n+1)+4-11+4-2!
= (m+2)! =+ +2=(n+D!((n+2)—4) +2
= (n-2)(n+1)!+2

On a, pour tout n € N* :

Sn = Z(ZMmzy))zi(jﬁ;jﬁ- Z z)

- ()5 = () -y
2n+1n(n+1) 1nn+1)2n+1)
2 2 2 6
n(n+1)(2n+1)
—

On a, en utilisant la somme d’une progression géométrique

et la formule du binéme de Newton, pour tout n € N :

2;)2)21’—2722 _222‘1 iol
q p= q=
antl

=2"  ~ _(n+1)=2""?_2_(n41)=2"12_

2—-1

a) On a, pour tout (n,k) € (N*)2 :

n n! n!
k(k) = =R = =Dl R

_ (n—1)! _ m—1
_n(k—l)!((n— 1) — (k—1)! _"(k—1)'

b) On a, pour tout n € N* :

=30 =5k s 500

L m—1 n—1
:nkzl(k ) ? TLZ( 7 ) Newton "
On a:
n—1
P, = (n(n+p) — k(k +p))
k=0
n—1
= T+t =i
k=0

= H (n —k2 +pn—k))

n—1

= [He-®mn+k+p)

k=0

_ (’ijlm_k))(r:[ 0+ 9)).

n— 3.

on—1,

En utilisant les changements d’indice u = n — k dans le pre-
mier produit et v = n + k + p dans le second, on obtient :

2n+p—1

ro= (I ( T1 o) =Gy

Montrons, par récurrence forte sur n :

Vn € N*, up =n.

1

1
2
e Pour n = 1, par hypothese, on a Z uz = (Z uk) s

k=1 k=1
3

c’est-a-dire uj = u%, et puisque uy1 > 0, on déduit u; = 1.

e Supposons, pour un n € N* fixé: Vk € {1,....,n}, up =k.
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On a :

n+1 n 2

3
ui = ()

k=1 k=1

n n 2
< Zu%+un+l = (Zuk +un+1)

k=1 k=1

n n 2
— Zuz-i—unﬂ = (Zuk> +2(Zuk)un+1 +u%+1

k=1 k=1 k=1

D’autre part, de I’hypothese de récurrence forte, on déduit :

St =3k = (05

nn+1
et Zuk:Zk:%.

D’ou, apres simplification de ces deux termes :

3 n(n+1)

2
Up41 = 2 Un+1 + Up 41>

.3
et donc : Up g1

Comme upt1 > 0 (donc # 0), on obtient :

— “31+1 —n(n+ 1)up41 =0.

“31-%1 —Up+1 —n(n+1)=0.
Le discriminant de cette équation du second degré est

A=1+4n(n+1)=4n? +4n+1= (2n+ 1)

1L-@n+1) +1:1+(2n+1):

U =
n+1 2 2

Comme up4+1 > 0 et —m < 0, on a nécessairement
Up+4+1 # —n, d’oll up4+1 = n + 1, donc la propriété est vraie
pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence forte, le résultat annoncé.

1re méthode : emboitement de sommations :

On a:
o= 2 (Xa)=24(X0)
1<i<jsn Jj=1 =1 Jj=1 i=1

B Zj”2 5(_ ]3+232>
Jj=1 j=1 j=1

_ 1/n?(n+1)2  n(n+1)(2n+1)

B 5( 4 6 )
n

= % (3n(n+1)+2(2n+1))

_ n(n+1) o .
= 5, B+ 42
n(n+1)(n+2)(3n+1)'

24

n+1.

2¢ méthode :
On a :

2 Y ij

1<i<i<n

utilisation d’autres sommes doubles :

STodii D i

1<i,j<n 1<i=j<n

(S50 5

n(n+1)2n+1)
6 2

J
_ (n(n +1) )2
B 2
et on termine comme dans la 1re méthode.

On a:

Sn =

Soit p € N fixé. Récurrence sur n.
n
k 1
-Pourn:p,ona:Z():(p>:1 et (p+>:l,
i=p P P p+1

donc la formule est vraie pour n = p.

e Supposons la formule vraie pour un n € N fixé tel que
n > p. On a alors :

n+1 n
IOEIPWIETO

=G+ )=C =0
ce qui montre que la formule est vraie pour n + 1.

On conclut, par récurrence sur n, que, pour tout (n,p) € N?

"k n+1
tel que n > p,on a : ];)(p):(erl).

e p=20=5: () + ()4 ()+ () = ()

= = =~

=1 =3 =6 =10 =20
a) Soit (n,k,i) € N3 tel que k <i<n.Ona:

ny\ /1 n! 7! n!
(z)<k> Tl K-k (n— k(i — k)
n—k n! (n —k)! n!
(k) (nﬂ) TR k) (n—)li—k)!  K(n—)lG— k)’

d’ou ’égalité voulue : <7Z) (;) = (Z) (Z : ’Z)

33
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b) On a, pour tout n € N :

S YOO EE000

0i= @) i=0ichk
i i k k on R
,;Omz(n_g SO
= i=k k=0 §j=0
On conclut : vneN, S,=3"

Smt n € N*. Exploitons les réles symétriques de i et j dans

Po= ] = [ i

1<i<j<n 1<j<i<n

le produit 7j. On a :

donc
p=( I 9)/( T o)
1<i,j<n 1<i=j<n
I(IT4) I1(115)  Iema
_ =1 j=1 _ =1 Jj=1 _ =1
- n - n n!)2
(n)™ ﬁ ()™ ( ﬁ z)n
i=1 i=1 n—
S L i

On conclut :
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Vrai ou Faux ?

-a= %c; ol E 73ve'a ?

PourtoutnEN*: ilzl.
i=1

Pour tout n € N* . Zn:ZZm
i=1

@D rov o py e e 1<k ns k(1) =a(101)

n

Pour tout n € N* et tout (z,y) e R?: (z+y)" = Zxky"_k.

k=0

Pour tout (z,y) € R? : |z +y| < |z| + |y].
Pour tout (z,y) € (R4)?: Vo +y<Vo+/y.
La fonction |.| est croissante sur R.

Tout nombre réel admet un inverse.

Aprés calculs, le systéme d’équations, d’inconnue (z,y, 2) € R3 :

2e+y—z=-1
r—y+z=4
r—2y—z=2

admet une solution et une seule, qui est (1, —1, 2).

218 Pour une suite réelle (uy,)nen, si on note, pour tout n € N, S, = Z U,

n
alors, pour tout n € N, Sy, = Zugk.
k=0

n

k=1

<
[T

<| <!
(| (T

<| <l <] <l
) I U U

<
R

VI F|

35



Chapitre 2 — Calculs algébriques

36

-\[4‘; ol £ ZIVE'N les \fé_boovLéaé

Sin>2,ona ilzn#l.

i=1

La formule proposée n’a pas de sens car la lettre ¢ du second membre n’est pas définie.

" n(n+1)
La f I : E = ——.
a formule correcte est - 7 5
! n! (n—1)! n—1
2. ") = i = = = . V
3 k(k) L oy Tl e o Ty Rl g pray Y ”(k—l) My

n

Il y a oubli du coefficient binomial < 3

> dans le second membre.

C’est un résultat du cours, I'inégalité triangulaire.

< [<
HpE

On a, en élevant au carré, pour des nombres tous > 0 :

Vity<vVe+y < z+y<a+2V/zy+y <= 0<2Va/fy
et cette derniere inégalité est vraie.

Contrexemple : On a —2 < 1 et on n’a pas | — 2| < [1].

Le réel 0 n’a pas d’inverse.

Le triplet proposé (1, —1, 2) ne satisfait pas la troisiéme équation.

On a Ss, =ug+uy + -+ ugy, qui est la somme de tous les uy (sans condition de

n
parité sur k) pour k allant de 0 a 2n, alors que Zqu =up+ us + -+ uo, est la
k=0
somme des termes d’indices pairs seulement.
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o Inégalités portant sur des modules, souvent en liaison avec
une interprétation géométrique

« Utilisation des nombres complexes pour la trigonométrie,
formule d’Euler, formule de Moivre

« Utilisation des nombres complexes pour la géométrie plane,
utilisation des rotations et des similitudes directes

e Manipulation des racines n-émes de 1 dans C.

/'Potvd'é essontiols A cous
pouy e vzsolution. Heos exevcicos

e Calcul dans C, en particulier les propriétés algébriques de
la conjugaison et du module

e Résolution des équations du premier et du second degré
dans C

e Propriétés de la forme trigonométrique d’un nombre com-
plexe non nul

e Définition et propriétés des racines n-emes de 1 dans C
e Formule d’Euler et formule de Moivre

Traduction sur les affixes d’une translation, d’une rotation,
d’une similitude directe.
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{ 3
Pour calculer la partie
réelle et la partie imagi-
naire d’'un nombre com-
plexe présenté comme
puissance d’un nombre
complexe .

Utiliser la forme trigonométrique des nombres complexes.

w FExercice 3.1

De maniere générale :

Iécriture algébrique = + iy, (x,y) € R?, est conseillée pour des
calculs additifs,

I’écriture trigonométrique p e 1%, (p,0) € Ry x R, est conseillée
pour des calculs multiplicatifs.

—{Eam

Calculer la partie réelle du nombre com-
3—1i

lexe A= > 1
P 1+ i)(1+21)

On a :
_ 3—1i 0 3—-1  (3—1i)(~1-3i)  —6-8i
T (A+i)(142i)  —-143i (-1+3i)(-1-3i) 10 ’
donc : Ré(A):—Ez—z
10 5

Pour résoudre une équa-
tion & une inconnue dans .
les complexes

On sait résoudre les équations du premier degré ou du second
degré (voir cours).

Toujours tenir compte des particularités de I’équation proposée :
a ce niveau, s’il y a une question, c’est qu’il y a une réponse
exprimable.

Effectuer un changement d’inconnue (ou un changement de
variable) pour ramener 1’équation & une autre équation plus
simple. On prendra souvent comme nouvelle inconnue un grou-
pement intervenant plusieurs fois dans 1’équation.

w Exercices 3.2, 3.3, 3.5, 3.7

=)

Il s’agit d’une équation du second degré dans C.

Résoudre ’équation, d’inconnue z € C :

22—324+43—1i=0.

Le discriminant A est A = (=3)2 —4(3 — i) = —3 +4i.
Cherchons les racines carrées de A dans C.
On a, pour tout § =z + iy, (x,y) € R?:

x2_y2:_3

38

B2 =A = ({2ay=4

22 +y?=|Al=/(-3)2+42=5
z2 =1
=1
= (y2=4 =
y=2.
Ty =2
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Ainsi, une racine carrée de A est § = 1+ 21i.
On peut d’ailleurs contréler : (1+21)2 = —3 +4i.

Les solutions de ’équation proposée sont donc :

3— (14 2i 3 14 2i
Z1=$=1—i, z2=w

—24i.
2 2 +i

Méthode

Pour traduire qu’un
nombre complexe est
réel, qu'un nombre
complexe est imaginaire
pur

f_m On a, pour tout z € C\ {—1} : )

1—=z 1—=2 1—2z 1-2 1—=z
E]R <~ ( ): P — =

142 1+ =2 142 1472 142
< l14+2—2—2z2z=14+2z2—2—22

= 20z—2)=0 <= z=2z <= z€R.

Méthode

Pour établir une inéga-
lité portant sur des mo-
dules de nombres com-
plexes
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— &0

On a, par 'inégalité triangulaire :

20ul = |(u+v) + (u = )| < |u+v| + Ju— |
200 = [(u+v) = (u—v)| < u+v|+|u—2v],

d’ot, en additionnant : 2(|u| + |v]) < 2(Ju+ v| + |u —v]).

En simplifiant par 2, on obtient le résultat demandé.

Méthode

Pour faire des calculs sur
des nombres complexes

de module 1

On a, pour tout (a,b,c) € U3 :

at+b+c=0 <= atbtc=0 < a+b+c=0
1 1 1 ab + ac + be
= -+ _—

a abc

+-=0 —
b ¢
<= ab+ ac+ bc = 0.

=0

Méthode

Pour résoudre une ques-
tion portant sur des co-
sinus et des sinus

On a : 1+eit=e%( 2 _“) G

t

Sit e [0; 7, alors 2cos§ € R4, donc :
it t it t

1+ e |:2cos§ et Arg(l+ e ):5 [27].
. t
Sit € [7; 27, alors 200s5 < 0, donc :
Eei%:—Qcosﬁei(%"'”),
2 2

. t i t
donc : |1+e”|=—2cos§ et Arg(1+e1t)=§+7r [27].




© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Les méthodes a retenir

Méthode

Pour calculer une ex-
pression faisant interve-

nir des coefficients bino-
miaux

2n
2
Considérons S, = Z ( n) ik\/§k.
k=0 k
D’une part, d’aprés la formule du binéme de Newton :

= (14 iV2)%",

D’autre part, en séparant les termes d’indices pairs, d’indices impairs :

n n—1
Z 2n) . 2p Z 2n X 2g+1
b0 \2P T =0 2a+1 ' v

n n—1
= pzz:o (ZZ)(_DPQP +id (2q2j- 1>(_1)q2q\/§’

q=0
ce qui montre que A, est la partie réelle de Sy,.

On a donc :
An = RE(Sn) = (S +5m) = 2 (14 12" + (1 + 1 V27

et on conclut : A, = %((1 +iv2)?" 4+ (1 - iv2)2).

Méthode

Pour calculer une
somme faisant interve-
nir une ou des racines
n-emes de 1 dans C

41
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——Zas)

On a, pour tout k € {0,...,n — 1} :

k=17 = [ 555 1" = [ (01T - o7 7
ik k|2 k 2k
:’e%2isin—ﬂ- =4sin2—7T:2(1—cos—7T).
n n n
D’ou :
- 2%ker n—1 n—1 2G%er
Z (1—cos—)_221—220057—2n—20n.
k=0 k=0 k=0
| ——
Puisque n > 2, on a w # 1, donc : notée Cn
n—1 1—wn
Cn=Ré( Y w*) =Reé( ) =Reé(0) = 0.
o 1-w

On conclut : S, = 2n.

Méthode

Pour traduire une confi-
guration de géométrie
plane par les nombres
complexes

Notons a, b, ¢ les affixes respectives de A, B, C.

Puisque le triangle ABD est rectangle isocéle en D (et indirect), le
point A se déduit de Bﬁar la rotation affine de centre D et d’angle
/2, donc le vecteur DA se déduit du vecteur ﬁ par la rotation

—ib
vectorielle d’angle 7/2, d’'ot: a—d=i(b—d), puis: d= al 1_ .
—i
De méme, e = b= 1.0, f= - 1.a.
1—i 1—i

Notons G le centre de gravité de ABC, g l'affixe de G, G le centre de
gravité de DEF, g1 l'affixe de G.
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Les méthodes a retenir

On a:

glzé(d-&-e-i-f):ﬁ((a— ib)+ (b—ic)+ (c— ia))
1

= m((l— i)(a+b+c)) = %(a-i-b-‘rc):g,

E
On conclut G; = G, c’est-a-dire que les triangles ABC et DEF ont le

méme centre de gravité.
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T Calcul de la partie réelle et de la partie imaginaire d’'une puissance
S o 1+ iv/3\125
Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe A = (—1 T ) .
i
1T Exemple de résolution d’une équation particuliére du 3é degré dans C
a) Résoudre ’équation d’inconnue z € C :
(1) 23— (16 — )22 + (89 — 161)z +89i = 0.
b) Quelle particularité présente le triangle formé par les trois points dont les affixes sont
les solutions de (1)?

1T Exemple de résolution d’une équation particuliére du 4¢e degré dans C

Résoudre 1’équation d’inconnue z € C : (E)  (22+4z+1)*+(32+5)2=0.
T m Etude de conjugaison et de module
1
Soit z € C — {1}. Montrer : e €iR < |z]=1.
—z

H

E Résolution d’une équation dans C faisant intervenir un conjugué

Résoudre 1’équation d’inconnue z € C : (1) z=23

H

m Etude d’inégalités sur des modules de nombres complexes
a) Montrer, pour tout z € C: [z — (1+1i)[|<1 = VI0-1<|z—4[<VI0+1.

b) Traduire géométriquement le résultat de a).

T Exemple de résolution d’une équation particuliere du 4e degré dans C

Résoudre 1'équation d’inconnue z € C: (1) 2z(2z+1)(z —2)(22 — 3) = 63.

BT m Etude de conjugaison et de modules de nombres complexes
1 uU—z
Montrer :  Yu € U, Vz € C*, ‘u—:‘z' B |
z z

BT m Inégalités sur des modules de nombres complexes

a—
1—ab

Soit (a,b) € C2 tel que |a| < 1 et |b] < 1. Montrer : ’ ’ <1.

BT Un exemple d’involution d’un disque

—Z est une involution de D = {zeC; |z| <1}

1
Montrer que f:z —> — 27

BT Exemple d’intervention de la géométrie dans les nombres complexes

Résoudre I'équation (1) e'®+ e ¥ + ¢# =0, d’inconnue (z,y,z) € R3.
44
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Enoncés des exercices

BT Somme des cosinus et somme des sinus de réels en progression arithmétique

Pour n € N et (a,b) € R?, calculer C = Zcos(a +kb) et S= Zsin(a + kb).

k=0

k=0

BT Utilisation de la conjugaison pour des nombres complexes de module 1

b(c — a)?
a(c—b)

Soient a,b,c € U tels que b # ¢. On note A =

5- Montrer : A € Ry.

| Calcul de sommes de coefficients binomiaux de trois en trois

Calculer, pour n € N tel que n > 3, les sommes :

A= (o)) e = () (0) e

o= () ()

B Exemple d’inégalité portant sur des modules de nombres complexes

Montrer, pour tout z € C : |z| < |z> + |z — 1].

B Calcul d’une borne supérieure faisant intervenir des nombres complexes

Déterminer Sup |2% + 21 z2|.
|2]<1

[ Etude d’inégalité sur des sommes de modules de nombres complexes

n
z
Soient n € N*| z1, ..., z, € C*. On suppose E |—k =0.
2k
k=1

n n a
Montrer : VzeC = —2)—.
a) Montrer z , kZ:l |2k kz::l(zk Z)|zk|
b) En déduire : vz € C, Z|zk| <Z|zk—z|.
k=1 k=1

| Obtention d’inégalités portant sur des modules de nombres complexes

a) Montrer, pour tout (u,v) € C?:  |u| + |v| < |u+v| + |u — v].

b) En déduire, pour tout (21, 22, 23, z4) € C* :

|z1] + [22] + |23] + |z4] < |21 + 22| + |21 + 23] + 21 + 24| + 22 + 23] + |22 + 24| + |23 + 24].

[T Exemple de calcul d’une somme faisant intervenir des racines n-émes de 1

2im

Soient n € N—{0,1}, 2 € C. Onnotew = e "= et S, =

n—1

Z(z + k)™, Calculer S,,.

h=0 45
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] Triangle équilatéral dans le plan

Soient A, B, C trois points du plan affine euclidien, d’affixes respectives a, b, c.

a) Montrer que le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si : a+ jb+ j%c = 0.

b) En déduire que le triangle ABC' est équilatéral si et seulement si :

a? + b+ % — (ab+ ac + be) = 0.

] Exemple de traduction d’une configuration géométrique par une condition sur des

nombres complexes

Soit z € C*. On note u, v les racines carrées complexes de z. Déterminer ’ensemble des
z € C* tels que les points d’affixes z, u, v forment un triangle rectangle de sommet le point

d’affixe z.

-?w mal & domavver Q

Utiliser la forme trigonométrique des nombres com-
plexes.

a) Grouper les deux termes contenant 16 et les deux
termes contenant 89.

35)) Remarquer que, pour tout (a,b) € C2 :
a?+b% = (a+ ib)(a— ib).

<D Utiliser : VA€ C, A€ iR «<— A= —A.

E Passer par la forme trigonométrique de z.

a) Faire apparaitre z — (1 + i) dans z — 4, et utili-
ser 'inégalité triangulaire et l'inégalité triangulaire
renversée.

<374 En groupant les facteurs z et 2z — 3 d’une part, les
facteurs 2z 4+ 1 et z — 2 d’autre part, faire apparaitre
la méme expression 222 — 3z et utiliser alors un chan-
gement d’inconnue.

¢3:) Remarquer que, puisque u € U ensemble des nombres

1
complexes de module 1, on peut remplacer u par —.
u

Apres avoir vérifié 'existence de ’expression propo-

sée, mettre des modules au carré.

Se rappeler qu’une involution d’un ensemble D est,
par définition, une application f : D — D telle que
f o f =1d D-

<3 Traduire (1) par une configuration géométrique.

Passer par les nombres complexes, en formant
C + iS5, puis faire apparaitre une progression géo-

.
meétrique.

1
« Utiliser ’égalité uw = —, pour tout u € U, ensemble
u
des nombres complexes de module 1.

e Pour établir A € R4, on peut essayer de faire appa-
raitre A comme carré du module d’'un nombre com-
plexe.

Puisque les coefficients vont de trois en trois, on peut
penser aux racines cubiques de 1 dans C, d’ou l'idée
de former A+B+C, A+jB+j2C, A+j?B+jC.

Appliquer judicieusement I’inégalité triangulaire et
séparer en cas selon la position de |z| par rapport
4 1, & cause de la présence de |z| et de |z|2.

<3110 Obtenir une majoration convenable, par ’inégalité
triangulaire, puis choisir z pour réaliser 1’égalité dans
I'inégalité obtenue.
a) Partir du membre le plus compliqué, le second.

b) Utiliser I'inégalité triangulaire.

a) Utiliser convenablement ’inégalité triangulaire.
b) Appliquer le résultat de a) & (z1, 22), (23, z4), puis
a (21 — 22,23 — 24).

Utiliser le binéme de Newton, une propriété de per-

mutation de deux symboles X et enfin la sommation
d’une progression géométrique.

a) Traduire la configuration & 1’aide d’une rotation,
par exemple de centre B.
b) Un triangle est équilatéral si et seulement s’il est

équilatéral direct ou équilatéral indirect.

¢iv4 ) Se rappeler que le produit scalaire de deux vecteurs
d’affixes complexes a,b est donné par Ré (ab).
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Corrigés des exercices

Mettons 14 iv/3 et 1+ i sous formes trigonométriques :

N+ ivE =V12+V3 =Vi=2
donc : 1+i\/§:21+Ti\/§:2ei%’
il = V2, done: 14i=vartl=vielT.
D’ou : 1;&-—:\{5:5;:%% = 2ei(%_%):\/§ei1l2.
e
Puis : A:(\/iei%)l%z\/ﬁlzseil%g”.

On calcule cette derniére exponentielle complexe :

eimlgﬂ = e 57 = ei(%ff‘"?)
= ieiilz = ie (%7%) = 1ei%c71§
L 1+11-1iv3
= \/5 5
= 2\[ i((1+V3)+(1—V3)i)
= 2\f((xf D+ (V34+1)i).
On obtient : A = 25Y(v/3 - 1) + 250 (V3 + 1)i

et on conclut que la partie réelle de A est 261(\/57 1) et que
la partie imaginaire de A est 261 (/3 + 1).

a) On a :
1) 224022 —16(22+i2)+89(z4+i)=0
22(z4+ 1) —162(z+ 1) +89(z + i) =0
(22 —162489)(2+ 1) =0
2_162489=0 (2) ou

11l

z=—1i.

Le discriminant A de I’équation du second degré (2) est :
A=16%—4-89 =256 — 356 = —100 = (101)2.
Les solutions de (2) dans C sont donc :

16 — 101 16 + 101
-0 g i o 2100 gy
2 2
On conclut que ’ensemble des solutions de (1) est
{-1, 8—5i, 845i}.

b) On peut éventuellement commencer par faire un schéma
situant les trois points en question, pour deviner quelle ré-
ponse apporter a cette question.

O\f\f(;ﬁég d&; w\fadé ]

Yy

8 + 5i
5

&+

O

8

-1 —i
8 — 5i
Puisque

[(845i)— (—i)| =184 6i] =82 +6% =100 = 10

[(845i)— (8—51i)|=]10i| = 10,

le triangle formé par les trois points dont les affixes sont les
solutions de (1) est isocele, de sommet d’affixe 8 + 51i.

On a:
(22 +42+1)+i(32+5) =0
(E) — ou
(22 +42+1)—i(32+5) =0

22+ (4+3i)z+(1+5i)=0 (1)
— ou
22+ (4-3i)z+(1-5i)=0 (2).
L’équation (1) est du second degré. Son discriminant A est :
= (4+3i)2—4(1+51) =16 —9+24i —4—201 = 3+4i.

On remarque que 3+41 = (2+ 1)2, ou bien on calcule les ra-
cines carrées complexes de 3+ 41i par la méthode habituelle.
On en déduit les solutions de (1) :

1

( (4+3i)—(2+1))==(-6—-4i)=-3-2i

— N

( (A+3i)+(2+1)) =

D’autre part, un nombre complexe z est solution de (2) si
et seulement si son conjugué Z est solution de (1), donc les
solutions de (2) sont les conjuguées des solutions de (1).

—(—2—-2i)=-1-1.
S(-2-20)

Finalement, ’ensemble des solutions de (1) est :
{-3-2i, -1—-1, =3+2i, -1+4+1i}.
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NotonsA=1+Z On a
1—2z
_ 1 1
ACiR <+ A=-A ( +z):— tz
11—z 1—2z
1+7z 1+2
= ==
1—-%2 1—=z
= 1+2)1—-2)=—1-2)(1+2)
<~ 2—-22z2=0 <= 2z2z=1
=  |Z?=1 = |/=1

Remarquer que le nombre 0 est solution.
Soit z € C*. Notons z = pe 19, pERL, #€R. Ona:

2
. . pr=1
(1) <= pe 10 =p3e31? —
—0=30 [2n]
p=1 p=1
™
40=0 [2r] 0=0 [5]

On conclut que I'ensemble des solutions de (1) est

{0, 1, i, -1, —i}.
ﬁzé@telque |z—(14+1i)]<1.Ona:
lz—4| = |z— (1+ 1)+ (=3 + i)

<lz—@+i)|+]-3+i|<1+V10,
lz—4|=|z—(1+1i)—(3—1)]

> —|z— (14 1) +[3-i] > -1+ V10.

On conclut : V10 — 1 < |z — 4] < V10 + 1.

b) Le résultat de a) se traduit géométriquement par : le
disque fermé de centre 1 + i et de rayon 1 est inclus dans
la couronne fermée de centre 4 et de rayons v/10 — 1 et
V10 +1 (qui est d’ailleurs tangente au disque précédent en
deux points).

Y

(2(22 = 3)) ((22 4+ 1)(z — 2)) =63

= (222 —32)(222 —32—2) = 63.

En notant Z = 222 — 3z, on a donc :
(1) <= Z(Z-2)=63 <— 2Z2-2Z-63=0.

Il s’agit d’une équation du second degré. Le discriminant A
est : A = 22 +1%~ 63 = 256 = 162. Les solutions en Z sont

donc : =-T7 e =09.
2 2
Dot :
(1) <= 222-32=-7 ou 222-32=9
—= 222 -3247=0(2) ou 222 -32-9=0 (3).

Il s’agit maintenant de deux équations du second degré.
Le discriminant As de (2) est Ay =9 — 56 = —47, donc les

3 —iv47 3+ iv47
solutions de (2) sont ; * ; .
Le discriminant A3 de (3) est Az = 9+ 72 = 81 = 92, donc
— 3 349
les solutions de (3) sont —— = —— e 5H9_ 3.
4 2 4
Finalement, I’ensemble des solutions de (1) est
{3 3 3—1iv4AT 34 iv4r
T2’ 4 7 4 '
. 1 1 .
Puisque u € U,ona w= —, donc u= =, d’ou
u u
‘ 1‘ 1 1‘ ‘z u‘ Z—ul |u-— 2z
U——|=|-——-|=
z oz uz [u| [z 2|

¢ Montrons d’abord que ’expression proposée existe.
On a, pour tout (a,b) € C? tel que |a| < let [b] < 1:
1-ab=0 < ab=1 = |a]|b] = |ab] =1,

exclu, car |a| |b] < 1, ce qui montre que 1 — ab # 0, donc
a—b
1—ab

existe.

« On a, pour tout (a,b) € C? tel que |a] < 1let [b] <1 :
a—b
1—ab

la —b] < |1 —ab|

la —b*> < |1 —abl

(@—b)(a—b) < (1 —ab)(1 — ab)

@a — ab — ba + bb < 1 — @b — ab + abab

1+ Jaf2[bf2 = Jaf? = b2 > 0

(1 Ja?)(1 = bf2) > 0,

‘<1

111117
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Corrigés des exercices

et cette derniére inégalité est vraie, car |a| < 1 et |b] < 1.
a—1b

On conclut : 77‘ < 1.
1—ab

Remarque : Le méme calcul permet, plus généralement, d’ob-

a—>b
tenir la position stricte de )ﬁ‘ par rapport a 1 en fonc-
—a

tion des positions strictes de |a| et de |b| par rapport a 1.

1)Soit z € D.Onaalors z # 1,donc f(z) = —z —z existe,
et :
1-z [1—7%Z| [1—z|
2)=|—-z =z = |z =zl <1,
@) =] - 21— el = =

donc f(z) € D.

Ceci montre que f est une application de D dans D.

2) Pour montrer f o f = Idp, on va calculer f o f(z) pour
tout z € D.

On a, pour tout z € D :

(fofz) = [f(f(2)
1—2z
ey - 14z
_ 1-f() _ 1-% 1-%
- _f(z)lff(z) B T RIS R

1-z21—-2z2z+z—-2z1—2
z
l—z21—2z2z4+2z—2z21—2

= Zz.

On obtient fof =1Idp et on conclut que f est une involution
de D.

C

Notons A,B,C les points d’affixes  respectives
e'® el!¥Y e!? Ainsi, A, B,C sont sur le cercle de centre O
et de rayon 1.

L’affixe du centre de gravité G du triangle ABC est

g(e P4+ e'¥ 4 e'®). Ainsi, (z,y,2) est solution de (1) si
et seulement si G = O.

Si G = O, c’est-a-dire si le centre de gravité G de ABC est
confondu avec le centre O du cercle circonscrit & ABC, alors
les médiatrices et les médianes du triangle ABC sont confon-
dues, donc ABC est équilatéral. La réciproque est évidente.

On conclut que (z,y, z) est solution de (1) si et seulement si
le triangle dont les sommets ont pour affixes e ', e 'Y, e'#
est équilatéral.

Autrement dit, ’ensemble des solutions de (1) est :

{(m,z+2§+2kw,m+4§+22w>; (x,k,Z)eRXZXZ}

U{(a: z+4§+2k7r, m+2§+2f7r); (z, k, £) ERXZXZ}.

3.12
Ona: C+iS=3 el@thd) = gia 3 (o ityk,
k=0 k=0
Sib¢ 277, alors e ' # 1, donc :
ei(n+)b _q

. _ ia
C+iS = e T
i (nt1)b i(nt1)b _ i(nf1)b
e 2 (e 2 — e 2 )
— ela
ibdb ibdb _ib
e 2 (e 3 — e 2)
1)b
21 sin D)
i) )
b

21 sin —
2
On en déduit C et S en prenant la partie réelle et la partie
imaginaire.

Si b € 2nZ, alors I’étude est immédiate.

Finalement :
. (n+1)
nby S5
C— cos(aJrE)# si b¢ 27
sin o
(n+1)cosa si be2nZ
sin (n+1)b
nb 9
g sm(a—i——) — si b¢ 277
sin o
(n+1)sina si be2nZ

Remarquer d’abord que ’expression proposée existe, puisque

a#0etc#b.
Notons z = - :. On a, puisque a,b,c € U :
c—
1 1
E:cfgzc a _0—c be :éz.
c—b 11 ca b—c a
c b
D’ou :
b(c — a)? b(c—a)2 b 5 (b _ 5
[ = — = (- = = e Ry.
alc—b)2 alc—b a” az)z = =[] *
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€D

En utilisant la formule du binéme de Newton :

- OO
- i(:)=(1+1)”:2"

k=0
A+ jiB+j%C

= (GG

() =+ =i = o

[
NE

k=0
A+i?B+jC

= (@) ()
= () =asir =

On résout ce systéme de trois équations & trois inconnues, a
laide des coefficients 1, j, j2 et en utilisant 1+ j 4+ j2 =0,
d’ou les valeurs de A, B, C':

= (=nmin,

1
1/ . n 2nm
= 5(2 +(-1) QCOST)
B = é(zﬂ+(71)nj2n+2+(71)njn+1)
= %(2" + (—=1)"2cos M)
C — é(gn+(_1)nj2n+1+(_1)njn+2)

= §(2" + (=1)"2cos @)

D
Soit z € C. On a, par I'inégalité triangulaire :

2] = |z — 2% + 22| < |2 = 22| + %] = 2] |2 — 1] + |2

«Si |z| < 1, on déduit le résultat voulu :

2| <z = 1] + 2.
e Si|z| >

1, alors |z| < |2|2, donc a fortiori :

2] < |22 4+ ]2 = 1.
0]

1) On a, pour tout z € C tel que |z| <
lité triangulaire :

1, en utilisant 'inéga-

|22 + 21z < |23 + |2i2] = |2)® + 2|2 < 3.
2) Voyons si on peut choisir z de fagon qu’il y ait égalité dans
chacune des deux inégalités précédentes. On sait qu’il y a éga-

lité dans I’inégalité triangulaire ici si et seulement si 23 et 2iz

sont positivement liés, c’est-a-dire : 23 = 2i Az, A € R4.. Pour

1
|z] =1, on déduit, en passant aux modules, 1 =2\, A = 5
Puis : 2% = 2idz <= 2% = iz <= 22 = i,w car
z # 0. Une racine carrée complexe de i = e'?2 est
i 1
eld = —(1+1i).
S+ 1)

L+
— i), ona:
V2

2| =1, 22 =1, z

En prenant z =

=iz, |22 +2iz| =3iz] = 3|z| = 3.
Sup |22 +2iz] = 3.
[z]<1

On conclut :

o)

a) Ona pour tout z € C :

" 27k
2

|2 ]

N
Py
n

Z || — Zﬁ = > |l

k=1 k=1

n —_
b) D’aprés a), Z(zk - z)z—k = Z |zk| € Ry, et, par I'in-
k=1

B

k=1
égalité triangulaire :
Slal = Y- = [ Y- 2)
k=1 k=1 |2l k=1 ||
lz | S
< Zm o= > -
k=1
@
a) En utilisant I'inégalité triangulaire :
[2u] = |(u+v)+(ufv)| < |utv|+ Ju—v]
120] = [(u+v) = (u = )| < Ju+v| +|u—v],
d’oti, en additionnant puis en simplifiant par 2 :
[ul + |v] < |u+v|+[u— 2]

b) o D’aprés a) appliqué & (z1,22) et & (23,24) & la place
de (u,v), on a :
{|zl|+ |22] < |21 + 22| + |21 — 22
|z3| + |2a] < |23 + 24| + [23 — 24,
puis en additionnant :
|z1] + [22] + |23 + |24]
<z + 22| + |23 + 24| + |21 — 22| + |23 — 24].

o D’apreés a) appliqué & (z1 — 22, 23 — z4) & la place de (u,v),
ona:

|21 — 22| + |23 — 24| < |21 — 22 4+ 23 — 24| + |21 — 22 — 23 + 24]
= |(21 + 23) — (22 + 24)| + | (21 + 24) — (22 + 23)|
<21 + 23| + |22 + 24| + |21 + 24| + |22 + 23],
d’ou le résultat voulu :
lz1] + |22] + |23] + [24]
<zt + 22| + |21 + 23| + |21 + 24| + |22 + 23]
+ |22 + 24| + |23 + 24].
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Corrigés des exercices

On a, en utilisant le binéme de Newton, puis une permutation
de deux symboles de sommation :

Sn = TS(HM’“)" = Si(?)(wk)‘—’zn*’—’
k=0 k=0 £=0
n n-—1 n n—1
_ ZZ (Z)wkéznfé _ Z(Z)anz Z("Jl)k'
£=0 k=0 £=0 k=0

On calcule cette derniére somme (portant sur I'indice k), en
séparant en cas selon que w’ est égal & 1 on non :

n—1
esi £ =0 ou £ = n, alors w’ = 1, donc Z(we)k =n
k=0

esi £ # 0 et £ # n, alors, comme 0 < ¢ < n, on a w’ # 1,

n—1 ¢ ¢
1— ()" 1—(w")
d’ou : wt = = =
kZ::o 1—wt 1—wt

Ainsi, dans la somme Sy, il ne reste que les termes d’indices
£=0,£L=n,dou: S, = (:)L)z"n-i— (n)zon =n(z" +1).
n

a) Le triangle ABC est équilatéral direct en A si et seulement

si A se déduit de C par la rotation de centre B et d’angle g,
Cest-a-dire : (1) a—b=e!3(c—b).

A

2L

Mais ei%:fj{donc:
(1) = a—b+j2(c—b):0 < a+jb+ j2c=0.

b)
ABC est équilatéral

ABC équilatéral direct ou équilatéral indirect
a+ jb+j%2c=0 ou a+jc+ j%b=0
(a+jb+j2e)a+ %+ je) =0

11e7

a? 4+ b + ¢ — (ab+ ac+ be) = 0.

1re méthode (algébrique) :

Puisque u,v sont les racines carrées complexes de z, on a :

v=—uetz=u>

On a:

(2, u,v) rectangle en z

= Ré((u=2)(v—2)) =0

= Ré ((mw — w2)(—u — u2)) =0

= (- (—u—-u)+@w-—u)(—u-u%>) =0

=  —au+atu —au? 4 w2u? — ua — a4 ula
+u?a? =0

— —2ul? 4+ 2lu|* =0

= [u|2 =0 (exclu) ou |u|> =1

— u2 =1 <= |z|=1.

On conclut que l’ensemble cherché est U, ensemble des
nombres complexes de module 1.

2¢ méthode (géométrique) :
Yy

P

Notons M, P,Q les points d’affixes respectives z,u,v. Pour
que le triangle M PQ soit rectangle en M, il faut et il suffit
que M soit sur le cercle de diametre PQ, ce qui équivaut a
OM = OP. Et :

OM =OP = 2| = [u| <= [|u]® = |u
= (lul =0 (exclu) ou [u] =1)
= |z| = 1.
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Vi o Fav ?

Pour tout ¢ € R, le conjugué du nombre complexe 1 + e 't est 1 — e %,

¥4 Pour tout (u,v) € C*: uv=7uwv.

Pour tout z € C: |z] =2Z.

1
Pourtoutze(C*: 2| =1 <= z=—.
z

(<] <] (<]
[T | R

<]

Pour tout n € N tel que n > 2, la somme des racines n-émes de 1 dans C est égale a 0.

Pour tout (u,v) € C?: |u—v| < |u| — |v].

Pour tous points M, Ms d’affixes z1, 2z dans le plan d’origine O, on a :

Pour tout b € C, lapplication f : z € C — 2z 4+ b se traduit géométriquement par la
translation de vecteur d’affixe b.

L’argument du produit de deux nombres complexes non nuls est le produit des arguments
de ces deux nombres complexes.

Si(a, b, ¢c) € C* x Cx C et si 21, 29 sont les deux solutions de 1’équation az?+bz+c =0
d’inconnue z € C, alors :

&
21+ 2o =——, 2129 = —.
a a
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les féPomé&é

Pour tout ¢t € R, le conjugué de 1+ e ‘¥ est 14+ e %, et non 1 — e if.

C’est une formule du cours. [ |

Il y a oubli du carré sur |z|. La formule correcte est : |z|? = 2Z. [ |
1

Ona: 2l=1 <= |z =1 <= 22=1 < z=-. VE
z

2iknw

Les racines n-émes de 1 dans C sont les e "= | k € {0,...,n — 1}, et leur somme est : |

n—1 o ikn n—1 _ ]_—(QZITW)TL

2ikm 2in\k 2imw
Een: (en):ﬁcaren#l
k=0 k=0 l1—e™
1-1
1—e5"

Contrexemple : u =0, v =1.

La formule correcte est : |u —v| < |u| + |v|, qui est I'inégalité triangulaire appliquée
aux deux nombres complexes u et —v.

sS4 C’est un résultat du cours, traduction de 'orthogonalité de deux vecteurs sur leurs affixes. |
S C’est un résultat du cours. [ |

<IN Le résultat correct est : 'argument du produit de deux nombres complexes non nuls est || |
la somme de leurs arguments.

PN C’est un résultat du cours. [ |
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Les méthodes a retenir

-] os mathodos &

WZ+QM_LW ]

Pour résoudre une équa-
tion & wune inconnue
réelle

e On sait résoudre les équations et les inéquations du premier
degré et du second degré (voir cours).

e Toujours tenir compte des particularités de I’équation ou de
I'inéquation proposée : a ce niveau, s’il y a une question, c’est
qu’il y a une réponse exprimable.

o Montrer éventuellement que I’équation se rameéne & f(z) = 0,
ou f est strictement monotone, ce qui établira que I’équation
admet au plus une solution.

e S’il y a des valeurs absolues, essayer de les chasser en séparant
en cas, s’il y a des racines carrées, essayer de les chasser par
élévation(s) au carré ou faire intervenir la notion de quantité
conjuguée.

o Essayer d’étudier les variations d’une fonction associée a 1’équa-
tion, par exemple celle obtenue en faisant tout passer dans le
premier membre.

= Exercices 4.1 a 4.3, 4.5, 4.10, 4.14

—{Ea

On a, pour tout =z € [-97; 19] :

Résoudre ’équation, d’inconnue = € R :

V19 — 2+ V97 + = 14.

VI —2+VI7T+z =14
(V19 —z + 07 +2)° = 196

V19 — 297+ z = %(196 — (19 —2) — (97 + 2))

V19 — zvV97 +x = 40
(19 — x)(97 + z) = 1600
z2 + 78z — 243 = 0.

1111

Il s’agit d’une équation du second degré. Le discriminant A est :
A =787 +4-243 = 7056 = 84%.
Les solutions sont :

—78 — 84 —78 484
[ —— —817 xro = 7—"_ =
2 2

1 3.

Enfin, ces deux réels sont bien dans l'intervalle [—97; 19].

On conclut : § = {-381, 3}.
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On remarque que 1 est solution.
L’application & — 3z1/2 + 221/3 est strictement croissante sur I’in-
tervalle ]0; +oo[, donc I’équation admet au plus une solution.

On conclut : & = {1}.

e M éthode

Pour montrer qu’une

fonction est paire , est
impaire , est périodique

1) Si f est paire et g quelconque, alors g o f est paire, car, pour tout
zeR: (90 f)(—2z)=g(f(~2) = 9(f(2)) = (g0 f)(2).

2) «Si f est impaire et g paire, alors g o f est paire, car, pour tout
zeR:

(go f)(—z) = g(f(~2)) = 9(~ f(2)) = 9(f(2)) = (g0 f)(=).
¢ Si f est impaire et g impaire, alors g o f est impaire, car, pour tout
rz€eR:
(90 (=) = g(f(~2)) = 9(~ f(x)) = —g(f(x)) = —(g0 f)(x).

Méthode

Pour montrer qu’une
fonction f : X — Rest
majorée, est minorée, est

bornée

N
Soit & € [0; +ool.
2
Si0o<z<1,alors 0< f(z) = il <2x <2
1+ a4
. 2x 2x 2

Siz >1,alors 0< f(z) = T <z—425<2.

Ceci montre : Vz € [0; +oo[, 0< f(z) <2, donc f est bornée.
4 J
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Les méthodes a retenir

Pour résoudre une équa-
tion fonctionnelle

Raisonner clairement par implication puis réciproque, ou exception-
nellement par équivalences logiques.

Essayer d’appliquer I’équation a des valeurs ou des formes particulieres
de la (des) variable(s), ou passer & une limite.

Par exemple, si I’équation fait apparaitre x et —x, essayer de 'appli-

quer a x et a —x. = Exercice 4.13

N\

— (e

Trouver  toutes les applications
f : R — R telles que :

vz €R, 2f(zx)+ f(—2z) =32+ + 3.

1) Soit f convenant. Soit x € R.
En appliquant ’hypotheése a = et & —z, on a :
2f(x) + f(—x) =322 +2+3 L
2f(—x) + f(x) =322 —2x+3  Ls
d’on, en effectuant 201 — Lo pour faire disparaitre f(—z) :
3f(z) =232 +x+3) — (322 —x+3) =322+ 3z + 3,
donc: f(z) =22 +z+1.

2) Réciproquement, en notant f : R — R, z+— 2242z +1, on a,
pour tout x € R :

2f(x) + f(—2) =2(z® + 24+ 1)+ (@® — 2z + 1) =322 + ¢ + 3,
donc f convient.

On conclut qu’il y a une application et une seule convenant, I’applica-
tion f : R — R,z — 22+ 2+ 1.

Pour manipuler la fonc-
tion partie entiere

Se rapporter a la définition de la partie entiere d’un réel :

ou encore :  Vz € R, (x—l<[xj<x et [xJEZ).

Vo e R, (ijéx<[xj+1 et LxJEZ)

= Fxercice 4.7

—(Eaml

Montrer : |z] + {H %J = |22].

Soit x € R. Notons n = |z].Ona: n€Z etn<zx<n+1.

Si n<x<n+%, alors n<m+%<n+1 et 2n < 2z < 2n + 1,
donc {x—l—%J =n et |2z] =2n, dou |x|+ {x—&-%J =2n = |2z].
Si n+%<x<n+1, alors on a n+1<x+%<n+2 et aussi
2n+1 < 2z < 2n+2, donc {er%J =n+1 et [2z] =2n+1, d’on

lz] + {H%J =2 +1=2z].

On conclut, dans les deux cas, a 1’égalité demandée.
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Méthode

Pour montrer qu’une
fonction f : I — J est
bijective, ou I et J sont

des intervalles de R

On a, pour tout (z,y) € R? :

3 3

y=f(z) = y=a’+1 = y—-1=a° <= z=Yy—1.

Ceci montre que f est bijective et que, pour tout y € R, on a :

FHy) =y -1

L’application f : x — e?® + x est continue sur R (par opérations) et
strictement croissante sur R car x — e et x — x le sont, et on a,
par opérations :

f(x) L S T f(z) . ——>)+<x> +00.

D’apres le théoréme de la bijection monotone, on conclut que f est
bijective.




© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

18880

Enoncés des exercices

//_

mTT Exemple de résolution d’une équation polynomiale a une inconnue dans R

Résoudre I'équation d’inconnue x € R : P42’ o= —3

1T m Exemple de résolution d’'une équation avec racines carrées dans R

Résoudre 'équation d’inconnue = € R :

V6—z+V3—z=+vVxr+5+ V4 -3z

T Exemple de résolution d’une équation avec racines n-émes dans R

Résoudre I’équation d’inconnue x € R : 4z +5¥z = 9.
m Obtention d’une périodicité a partir d’une équation fonctionnelle

:

Soit f : R — R une application telle que :
Ve eR, f(z)#3 et flz+1)=""2—

Montrer que f est 4-périodique.

:

m Exemple de résolution d’une équation avec racines carrées dans R

Résoudre I'équation d’inconnue = € R : 322 — 3z —4\/22 —x +3 =6.
m Des inégalités sur des réels

a) Montrer : ¥(a,b) € (R)?,

:

a? 3a—0b
> .
a+b 4

a? b2 c? a+b+c
+ + = .
a+b b+c cH+a 2

b) En déduire : Y(a,b,c) € (Rj_)B,
Une partie entiére calculable

Montrer : vneN, [(Vn+Vn+1)?|=4n+1.

m Exemple de résolution d’une inéquation a une inconnue dans R

Résoudre I’équation d’inconnue x € R :  2¥/z + 3z > V.
m Une inégalité du second degré sur des réels

Montrer : Y(a,b,c) € R, (a+b+c)? < 4a® + 4b* + 262
Résolution d’une équation, utilisation de la stricte monotonie

Résoudre 1’équation 2% + 2% = 810, d’inconnue x € R,.
Existence d’une solution par théoreme des valeurs intermédiaires

15

Montrer que I’équation ' = 2! +2 d’inconnue x € R, , admet au moins une solution.
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BT m Fonctions paires, fonctions impaires

a) Soit I un intervalle non vide de R tel que : Vo € I, —x € I.

On note & = R! I'espace vectoriel des applications de I dans R, et on note P (resp. Z)
l’ensemble des applications paires (resp. impaires) de I dans R, c’est-a-dire :

P={f:1 —R; Veel, f(-z)=f(x)},

I={f:1—R; Voel, f(-z)=—f(z)}.

Montrer que P et Z sont deux sous-espaces vectoriels de £ supplémentaires dans &, et
exprimer, pour toute f € £, la décomposition linéaire de f sur P et Z.

1
b)Onprend ici I =] —1;1[et f: ] — R, z+— 1—’—733 Calculer, pour tout z € I,
Vi—z
p(x) et i(x), olt p et i sont les projetés de f sur P et Z respectivement.
BT Exemple d’équation fonctionnelle résolue par simple remplacement

1
Trouver toutes les applications f : R* — R telles que: Vz € R*, f(z)+ 3f<7> =22
x

] Exemple de résolution d’une équation polynomiale a une inconnue dans R
Résoudre I’équation d’inconnue x € R:  (z — 7)(z — 5)(x + 4)(z + 6) = 608.

m Un entier caché sous des radicaux
/5443 + 415 N {/544/3 — 415

est un entier et le calculer.

Montrer que le réel A =

V3 V3
| m Expliciter une fonction réciproque N
Montrer que lapplication f:]—1;1] — R, z+— 11— est bijective et exprimer

f~Y(y) pour tout y € R.
BT ] Condition de composition sur une fonction

Ve eR, f(f(z))=a+1
Existe-t-il une application f: R — R telle que : ?
Ve eR, f(f(z)-1)=1-z

] m Exemple d’inéquation fonctionnelle avec utilisation d’une limite
Trouver toutes les applications f :]0; +o00[ — R telles que :

1
x+y.

V(@,y) €]0; +oof’, [f(z) = fy)] <

| Fonction réciproque, équation
Onnote f:R— R, z+— 2°+2—8.

a) Montrer que f est strictement croissante et bijective. On note f~! la réciproque de f.

b) Résoudre équation 2f(x)+ 3f ! (x) = 10, d’inconnue z € R.
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Du mal a démarrer ?

-?UL mal & domavver (P

Faire apparaitre le développement d’un cube.

Essayer de faire disparaitre les /-, par élévation(s)
au carré.

(el Utiliser un argument de stricte monotonie d’une
fonction.

m Calculer f(x + 2), puis f(z +4).
n Remarquer la présence, deux fois, de 22 — z.

a) Faire tout passer dans le premier membre, et étu-
dier le signe de cette différence.

b) Utiliser a) trois fois.

L8 Revenir a la définition de la partie entiére d’un réel.

Effectuer un changement de variable, en exploitant
la présence de x1/4, 21/3, g1/2

m Faire tout passer dans le deuxiéme membre, et étu-
dier le signe de cette différence.

'S Considérer f: Ry — R, z+— 25 4+ 2.

'SED) Considérer f: Ry — R, x+— 215 — 211 — 2.

a) Revenir & la définition d’un sev, montrer
P N Z={0} et montrer que tout élément f de &
se décompose sous la forme f = p+ i, ou p € P et
i € Z, par analyse-synthese.

b) Appliquer les formules obtenues en a).

1
“WkH Appliquer ’hypotheése & = et & —.
T

Essayer de grouper les quatre facteurs du premier
membre deux par deux, de maniére & faire apparaitre
une méme expression.

En notant u et v les deux fractions de ’énoncé, étu-
dier u + v, u® 4+ v3, 4303, pour obtenir une équation
satisfaite par A.

Pour y € R fixé, résoudre 1’équation y = f(x), d’in-

connue z € ]—1; 1[. Utiliser une expression conjuguée
pour transformer ’écriture.
Supposer qu’il existe f convenant. Pour tout x € R,
calculer f ( f(f(z) - 1)) de deux fagons, et déduire
1

= —.

2
Pour z fixé, faire tendre y vers +oo.

a) Utiliser le théoréme de la bijection monotone.

b) Considérer g : R — R, = — 2f(z) + 3f ().
Montrer que g est strictement croissante, et remar-
quer g(2) = 10.
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On a successivement, par des calculs dans R, en faisant appa-
raitre le développement de (z+ l)3 par la formule du binéme
de Newton :

3 2 1
”+rtt+r=——

3

323 + 322 +324+1=0
223 + (2 4+1)2=0
(V22)* = (= (z +1)°
V2o =—(x+1)
(14 V2)x = -1

B 1

1+ 2

I

On conclut que ’ensemble des solutions de ’équation propo-

sée est { — ﬁ}

D’abord, les racines carrées qui interviennent dans I’équation
de I’énoncé, notée (1), existent si et seulement si 6 —z, 3 — =z,
x4+ 5, 4 — 3z sont tous > 0, ce qui revient a :

4

—5<m<3

On a alors, en élevant au carré, les deux membres étant > 0 :

(1)

— (Vo—z+v3—a)’=(Vz+5+VE—32)’
<= 9-2z+2V6-2V3—1

=9—2z+2vVz +5vV4— 3z
— (6 —z)(3—xz)=(x+5)(4 — 3x)
= 2?2 — 9z 418 = —3z? — 11z + 20
= 422 420-2=0 — 2l +z-1=0
= (r+1)(2r—1)=0 <= z=-1 ou x:%.

Enfin, les deux réels trouvés sont dans l'intervalle de défini-
tion dégagé plus haut.

On conclut que ’ensemble des solutions de I’équation propo-

, 1
sée est { -1, 7}.
2

On peut d’ailleurs controler ces deux résultats en reportant
chacune de ces valeurs dans (1).

4.3
D’abord, les deux membres de ’équation proposée sont défi-
nis si et seulement si : x > 0.
L’application [0; +oo[ — R, = —— 4/z+5/x—9 est stric-
tement croissante, donc ’équation proposée admet au plus
une solution.

O\f\f'ﬁé,g 6Q2§ okov CLC&g ]

D’autre part, le réel 1 est solution évidente.

On conclut que ’équation proposée admet une solution et
une seule, z = 1.

Soit € R. Notons y = f(z). On a :

_ _fle+1) -5
f(x+2)—f((1'+1)+1)—f(x+1)_3
y-5_«
_y-—3 _ —dy+10 2y-5
S Yy=h g —2y+4 y—2)
y—3
puis :
B _2f(x+2)—5
f(vf:+4)—f((ac+2>+2)—7f(m+2)_2
22y—25_ y
y— _
=5 —F—=—=y= f().
23,/—5_2 -1 4 z
y—2

On conclut que f est 4-périodique.

On remarque que z n’intervient que par le groupement 2 —z,
donc on effectue le changement d’inconnue y = z? — z. En
notant (1) I’équation proposée, on a alors, pour y +3 >0 :

(1)

= 3y—4/y+3=6

= 3y—6=4/y+3
3y—6>0

<
(3y —6)> = 16(y + 3)
y>2

<
9y? — 52y —12 =0
y>2

= 6 2

= ou = ——

Yy y 9

<~ y =6,

et la valeur 6 trouvée pour y vérifie y + 3 > 0.
Ensuite :

2_35=6 < 22—-2-6=0

y=6 < =z
— (z—-3)(z+2)=0.
On conclut que ’ensemble des solutions de I’équation propo-
sée est {—2, 3}.
On peut d’ailleurs controler ces deux résultats en reportant
chacune de ces valeurs dans (1).
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Corrigés des exercices

a) On a, pour tout (a,b) € (R%)?
a? _3a—b _ 4a® — (a +b)(3a — b)
a+b 4 4(a +b)
2 _ 2 Ay
_a®—2ab+b :(a b) >0,
4(a +b) 4(a + b)

d’ou I'inégalité voulue.

b) On applique le résultat de a) & (a,b), (b,¢), (c,
additionne :
_a+b+c

a? n b2 c? >3a—b+3b—c+3c—a
a+b b+c c+a 4 4 4 2

Par définition de la partie entiere, puisque 4n+1 € Z, on a :
E((Vn+Vn+1)%) =4n+1

(Vr+vn+1)? <dn+2

<2+142v/n(n+1) < 4n+2

2 < 2/m D)

2y/n(n+1)<2n+1

n2<n2+n

a), puis on

<= 4n+1 <
= an + 1

47124-471<4712—|—4n—|—17

et ces deux derniéres inégalités sont vraies, ce qui prouve, par
équivalences logiques successives, le résultat voulu.

D’abord, les termes de I'inéquation existent si et seulement
sixz>0.

1

Puisque /z et ¢/ interviennent, notons ¢ = x12, de sorte

que :

Yz = (tlQ)% =13, Y= (t12)§ =t Vo= (tlQ)% — 46

On a alors, en notant (1) I'inéquation de I’énoncé :

freee

t
*(t-2)<o0.

|~

Puisque t =212 > 0,onat+ 1 >0, donc :

(1) < 3t -2)<0 < 0<t<2

«— 0<z <2 =14096.

L’ensemble des solutions de l’inéquation proposée est donc
Pintervalle [0; 4096].

On a, pour tout (a, b, c) € R3, en considérant qu’il s’agit d’un
trinéme en ¢, que 'on met sous forme canonique :
4% +4b% +2¢% — (a+ b+ ¢)?

= 3a% +3b% + ¢? — 2ab — 2ac — 2bc

= ¢ —2(a+b)c+3a®+3b% — 2ab
(cf(aer) — (a+b)2% +3a2 + 3b% — 2ab
= (c—a—0b)?+2a%+2b% — 4ab

(c—a—b%+2(a-0b)*>0,

d’out I’'inégalité voulue.

e L’application f:Ry — R, z+— 26 4 2

est strictement croissante, donc injective.

Il en résulte que 1’équation f(z) = 810, d’inconnue =z € Ry,
admet au plus une solution.

« D’autre part, on remarque : f(3) = 810.

On conclut que ’équation proposée admet une solution et
une seule : x = 3.
L’application f: x — 215 — gl —2
+o00. D’aprés le théoréme des valeurs in-

[0; +oo[ — R,
est continue sur lintervalle [0; +oo],

lim  f(x) =

*r — 400

termédiaires, il en résulte qu’il existe ¢ € [0; +o0o[ tel que
f(e) =0, d’ott la conclusion voulue.

a) 1) «OnaP C € et 0 € P, ou 0 désigne application nulle.
eSoient « € R, f,g € P.On a:

veel, (af+g)(-z)=af(-z)+g(-2)

= af(z) + g(z) = (af + g)(z),

donc : af +g € P.
Ceci montre que P est un sev de £.
2) eOnaZ C&et0ecl.
Soient « € R, f,g€Z. On a:
Ve el, (af+g)(-z)=af(-z)+g(-2)

= —af(z) — g(z) = —(af + g) (=),
donc: af+g€Z.
Ceci montre que Z est un sev de £.
3) eSoit f € P NZ. On a alors :

VeI, (f(—a:) = f(z) et f(—x)= —f(w)),

d’on, en soustrayant : Vz € I, 2f(x) =0, puis: f =0.

Ceci montre : P N Z = {0}.
e Soit f € £. Cherchons p € P, ¢ € T telles que : f =p+1.
* Analyse :
Si (p,i) convient, alors : Vx € I, f(x)=p(x)+ i(z),
d’ou, en appliquant ceci & —x :

Vael, f(~x)=p(~2) +i(~2) = plx) — i(z),
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puis, en additionnant, en soustrayant :

Ve el p(e) = 3 (f@)+ 1), i) = 5 (f@)— f(-a).

* Synthése : Réciproquement, considérons les applications
p,i: I —> R définies par les formules obtenues ci-dessus.

On a, pour tout = € [ :

p(=2) = 5 (f(=2) + f(2)) = p(@)
i(—x) = 3 (f(~2) — f(2)) = —i(2)
p(z) +i(z) = f(=),

donc (p,4) convient.

VfeéE Api)€E, f=p+i,

P+I=¢E.

Comme PNZ = {0} et P+Z = &, on conclut que P et Z sont
supplémentaires dans £, et nous avons obtenu, pour toute
f € € la décomposition linéaire de f sur P et Z, f = p +1,
ou p, i sont définies plus haut en fonction de f.

Ceci montre :

donc :

b) D’apres la solution de a), la décomposition linéaire de f
sur P et Z est donnée, pour tout x € I, par :

p(z) =

1+x 1-2) .
~2 Vi—zy/1+z \/171'2’
. 1 1 1+
i@) = 5 (F(@) - F(= fiwh_j M
1+2z)— l—a: .
~2 Vi—zy/1+z \/171'2'

1) Soit f convenant.

1

Soit x € R*. En appliquant ’hypothése & x et & — a la place
x

de z, on a :

f@)+3f(2) =2 1

1 1\ 2 1
)+ =(2) =5 |3
X x
d’ol, en combinant avec les coefficients indiqués, pour faire
1 3
disparaitre f(,) D 8f(x) = 5 — 2.
z x

3 33—zt
On obtient : Vz € R*, f(z)= (— — zQ) — il
8z2
2) Réciproquement, considérons I’application :
_ 4
FiR* — R, o flz)= ">
8x2
On a, pour tout z € R* : 1
1\ 8-zt 377 3-at 3201
3 (’) = +3—5 = =z?
f(x)+3f . 52 5 5z —— z
22

donc f convient.

On conclut qu’il y a une application et une seule convenant,
33—zt

R — R, 2+
I 812

On remarque que :
(z=T)(x+6)=a?—2—42 et (z—5)(z+4) =2 —z—20.

Ainsi, z n’intervient que par le groupement z2 — x.
On effectue donc le changement d’inconnue y = z2 — x.
En notant (1) ’équation proposée, on a alors :

(1) <= (y—42)(y —20) =608 < y? — 62y + 232 =0.

Le discriminant A de cette équation du second degré est :
A =622 —4.232 =2916 = 542,

d’ou les solutions en y :

) 62454
T2

< y=4 ou y=>58.

On revient a x, en résolvant deux équations du second degré :

) 1417

—rx—4=0 <= ==
2

) 14233

—x—588=0 <= =z 2

On conclut que ’ensemble des solutions de ’équation propo-
sée est :

oy:4<:>(E

oy:58 <~ T

{ 1-v/17 1417 1-+233 1+ \/233}
2 2 2 ’ 2 ’
4.15

¥V/54v/3 + 41/5 ¥/54y/3 — 411/5

Notons 4= ——m—+, v=—-—"-—"—.

V3 V3
On aalors A=u+wvet:
3, 3 54V3+41V5  54v3—41V5
o u” + 7 = + = 36
3v3 33
3 3 54V3+41V5 54v3 — 415
e U UV = .
33 3v3
_ 542.3—412.5 343 73 (7>3
- 33 . Too7 T 337 \3/"
donc, comme uv € R: wv = %

Dot : A% = (u +v)3 = u® + 3u%v 4 3uv? + 0°
= (u 4 v3) + 3uv(u + v) = 36 + TA.
Ainsi, A vérifie: A3 —-7A—-36=0 (1).
Une solution évidente est 4, donc :
(1) <= (A-4)(A24+44+9)=0.

Le discriminant A =42 — 4.9 = —20 est < 0, donc, comme
A est réel, A2 +4A+9 n’est pas nul, et on conclut : A = 4.

On a, pour tout (z,y) €] —1; 1[xR:

z
y=flz) < V=12 —= y2l4z—y=0 (1)
Siy=0,alors: (1) < z=0.
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Corrigés des exercices

Siy # 0, 'équation (1), d’inconnue z €] — 1; 1], est du se-
cond degré. Son discriminant est A = 1+ 4y? > 0, donc (1)
admet deux solutions distinctes, qui sont :

—1— /144y —1+ /144y

rH=-——-" i —————
1 2y ) 2 2y

L4+ /T4+4y2 _ /1+4y2

2yl 2yl

Mais :

le‘ = > 17

donc 1 ¢]—1; 1[.

D’autre part, par produit des racines d’une équation du se-

cond degré : xixo = v —1, donc |z122| =1,
)
. 1
d’ott 1 # 0 et |x2| = iz <1, donc z2 €] —1; 1.
1
—1+/1+4y2

Ainsi, pour z #0: (1) < z = 5
Y
Remarquons, par utilisation d’une expression conjuguée :
—14++/1+4y% 4y? 2y

2y 2y(1 4+ /1 + 4y?) T il

Cette derniere formulation est valable aussi lorsque y = 0.

Ainsi, pour tout (z,y) €] —1; 1[xR:

y=f@) = o= — 2

1++/1+4y2

Ceci montre que f est bijective et que :
2y
vy eR, fl(y)= :
N 14+ /14 4y?

Soit f convenant.
On a, pour tout z € R :
@) =1)] = (f(@) 1) +1 = f(x)
fFlf(f) =1)] =0 —2),
Qo5 f(z) = F(1—a), puis: f(f@)) = F(f(1 - o).
Mais : f(f(z)) =z+1 et f(f(l—2)=01-x)+1,
dot: +1=(1—=z)+1, donc: x:%,

contradiction avec x = 0 par exemple.

On conclut qu’il n’existe pas d’application f convenant.

1) Soit f convenant.

0< |f(z) - fw)| < ——

Soit z €]0; +oo[ fixé. On a :
r+y

1
— 0, donc, par théoréme d’encadrement :
r+y y — +oo
If(@) = f(y)| — 0, etdonc f(y) f(z).
y — +oo

Ceci montre que f admet une limite en +oc0 et que cette li-
mite est f(z). Par unicité de la limite de f en +o0, il s’ensuit
que f(z) ne dépend pas de z, et donc f est constante.

et

—
y — +oo

2) Réciproque évidente.

On conclut : les applications convenant sont les applications
constantes.

a) 1) Ire méthode :

Les applications = —
croissantes sur R, donc, par addition, f :
est strictement croissante sur R.

2¢ méthode :

3 et £ —> = — 8 sont strictement

r— a3+ -8

L’application f est dérivable et :
Ve eR, f'(x)=3x2+1>0,
donc f est strictement croissante sur R.

2) L’application f est continue sur l'intervalle R, strictement
croissante, de limite —oco en —oco et de limite +o0co en +o0,
donc, d’aprés le théoreme de la bijection monotone, f est
bijective.

b) Considérons ’application
g:R— R, z+ 2f(z) +3f ().

Puisque f et f~! sont strictement croissantes, par addition
avec coefficients > 0, g est strictement croissante sur R, donc
I’équation g(z) = 10, d’inconnue z € R, admet au plus une
solution.

On remarque : f(2) =23 +2 —8 =2, donc f~1(2) = 2,
puis : g(2) =2f(2) +3f71(2)=2-2+3-2=10,
ce qui montre que 2 est solution.

Finalement, 1’équation proposée admet une solution et une
seule : = = 2.

65



Chapitre 4 — Fonctions d’une variable réelle

66

Vi o Fav ?

Si le produit de deux fonctions f,g: R — R est la fonction nulle, alors I'une au moins
de ces deux fonctions est la fonction nulle.

m Pour deux fonctions f,g: R — R, si on n’a pas f < g, alorson a g < f.
Si une fonction f: R — R n’est pas paire, alors elle est impaire.

m Si f,g : R — R sont décroissantes et a valeurs > 0, alors la fonction produit fg est
décroissante.

n Si f: R — R admet +o0o pour limite en +o00, alors f est minorée au voisinage de +oo.

mSOientaER,f:R—>R,€€R,c€]R.

Si f admet £ pour limite en a et si £ < ¢, alors, pour tout  au voisinage de a, f(z) < c.

SoientaER,f:R%R,EeR,ceR
Si f admet ¢ pour limite en a et si pour tout  au voisinage de a on a f(x) < ¢, alors
{<c.

m Si I est un intervalle de R et si une application f : I — R est continue sur I, alors f(I)
est un intervalle de R.

m Si f: R — R est continue et bornée, alors f atteint au moins I'une de ses bornes.

Si une application f :]0;1[ — R est continue sur ]0; 1], alors f est bornée sur |0;1].



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les fébooméaé

0 si <0 1 si <0
Contrexemple : f: 2 —> g:x+—
1 st >0 0 si z>0

Contrexemple : f:x — sinz, ¢g:x +—> cosz.

Contrexemple : 'application f : x — x + 1 n’est ni paire ni impaire.

m Pour tout (z1,72) € R? tel que 71 < 22, on a 0 < f(z1) < f(z2) et 0 < g(z1) < g(
d’ott par produit, 0 < f(x1)f(x2) < g(z1)g(z2).

m Puisque f(x) — 4oo, ilexiste a € R tel que: Vz € [a;+oo], f(z) >0,
T oo

— +
donc f est minorée au voisinage de +oc.

m Contrexemple : ¢ =0, f:x+— z, £=0, c=0.

Le résultat devient vrai si I'on remplace I’hypothese d’inégalité au sens large ¢ < ¢ par
I’hypothese d’inégalité au sens strict £ < c.

8
™
o

Contrexemple : a =0, f:x+——z, £=0, c=0.
Le résultat devient vrai si I’on remplace la conclusion au sens strict £ < ¢ par la conclusion
au sens large £ < c.

m C’est un résultat du cours, conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires.

X

m Contrexemples : f:x —— Arctanz, ou f:x +— TH
x

1
Contrexemple : f:]0;1[ — R, z+— .

HpgEpH
B AmE i

[ WF

- < |
Tl ul
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m; abovdlos Aavs los ovevcices

Calcul éventuel d’une dérivée premiere, d’une dérivée n-éme
Existence de zéros d’'une équation

Etude des variations d’une fonction, représentation gra-
phique

Séparation des zéros d’une fonction, résolution d’équations
et d’inéquations

Résolution de certaines équations fonctionnelles

Obtention d’inégalité a une ou plusieurs variables.

/’Po'wd'é essontiols AL couwvs
pouwy e vasolution. Heos oxeovcicos

Définition et propriétés algébriques de la dérivabilité, de la
dérivée, de la dérivée n-eme

Formule de Leibniz pour la dérivée n-éme d’un produit

Lien entre dérivée et sens de variation.
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Les méthodes a retenir

-] os mathodos &

f&'l'QM_L\f ]

~
o Calculer f' (si f est dérivable) et étudier le signe de f’(z) pour
Pour décider si une fonc- z el
tion f est monotone e On pourra étre amené & étudier le signe de f”(x) ou celui
sur un intervalle I, ou d’autres fonctions liées & f.
our étudier les varia- X
P = Exercices 5.1, 5.4, 5.12
tions de f
\ J
—CEID ~
Par opérations, f est dérivable sur R et :
Ve eR, f'(z)=e®+3z%>0,
Mont r licati
DI G BRI donc f est strictement croissante sur Uintervalle R.
o 3
fi{R—R, zr— etz Remarque : On peut aussi dire que f est somme de deux fonctions
est strictement croissante sur R. strictement croissantes.
. S
(_m Par opérations, f est deux fois dérivable sur |0; 00| et on a, pour tout
x €]0; +oof :
Montrer que ’application 1 1
fl(z) = hed+(z+1)=-=hz+1+—,
f:]0; 400 — R, z+— (z+1)Inz z z
" 1 1 -1
est strictement croissante sur ]0; +ool. f'(x) = —-— - = 5 -
T x T
On en déduit le signe de f’/(z), puis le sens de variation de f'.
T 0 1 +oo
1" () - 0 +
>0
/(@) - —
On déduit : Vz €]0; +oof, f'(z) >0,
donc f est strictement croissante sur l'intervalle |0; +ool.
\. J
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Etudier les variations de f, en étudiant le signe de f'(x), pour z € I,
si f est dérivable sur I.

Pour  déterminer le
nombre et la situation
des zéros d’une fonction
f:I — R, oul estun
intervalle de R

w FExercices 5.2, 5.3

—CEID ~
L’application f est dérivable sur R et :

Vz €R, f'(z)=322-3=3(z—1)(z+1).
Déterminer le nombre de zéros réels de On en déduit le signe de f’(z), puis le sens de variation de f.

fiR—R, z+— 2°—3z+1.

x —00 1 -1 x2 1 T3 +oo
f'(z) + 0 - 0 +
'/ \v v/ +oo
f(@) 0 0 0
—00 —1
On a :
flzy — —oc0<0, f(-1)=3>0,
xr —> —O00

f)y=-1<o, f(:r)x j+oo +o00 > 0.

On en déduit, d’apres le théoréme de la bijection monotone par inter-
valles, que f admet exactement trois zéros réels, notés x1, x2, 3, et

quelona: z1 < —-1<22<1<xs.

~

, , Dériver une ou plusieurs fois par rapport a une des variables du
Pour résoudre une équa-
. R contexte
tion fonctionnelle dans .
. . = FExercices 5.5, 5.7

laquelle la fonction in-

connue est supposée dé-

rivable

& J

N
/_m 1) Soit f convenant.

En dérivant par rapport a x, pour y € R fixé, on obtient :
2 2 2
Trouver  toutes les  applications V(z,y) € R, 2:cf’(x +y%) =f'(z “/‘ Y)-
f R — R dérivables sur R, telles que : En remplagant x par 0, on déduit : Vy € R, 0= f'(y),
donc f est constante.
Y(z,y) € R, f(=?+9°) = f(z +y). 2) Réciproquement, si f est constante sur R, il est clair que f convient.

Finalement, les fonctions cherchées sont les fonctions constantes

sur R.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour déterminer la
borne inférieure ou la

borne supérieure  (si
elles existent) d’une
fonction f: I — R

T )

L’application f:[0; +oo] — R, z+——
4 +1

est dérivable sur [0; 4+oo[ et, pour tout = € [0; o0 :
2% + 1) — z(423 1— 3z?
f /(.’E) — ( 4) g ) — " 5
(z*+1) (z4+1)
On en déduit le tableau de variations de f :

N R
f'(@) + 0 -

f(=) / \

Ceci montre que la borne supérieure demandée existe et qu’elle est

égale & f((§)1/4).

one: 1((2)) -1 -

3

(%)1/4 = # ~0,57...

R

s Méthode

Pour établir une inéga-

lité & une variable réelle

L’application f:]0; 400 — R, z +— z? — 2In(zv/e)

est dérivable sur ]0; +oo] et :

1 22%-1
Vr €]0; +oof, f'(z) =2z —2- = M
x T
On en déduit le tableau de variations de f :
z 0 1 +oo

/() - 0+

f(z) T~ /
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\

1
On a: f(l):1—2ln(\/€):1—2§:0.
On obtient : Vz €]0; +oof, f(z) >0,

ce qui montre 'inégalité voulue.

Pour établir une inéga-
lité & plusieurs variables

Fixer toutes les variables sauf une, et étudier les variations d’une fonc-
tion de cette variable

= FExercices 5.11, 5.14, 5.15, 5.17

V(z,y) € [0; 1] X [0; 400,

V1+y2 > zy+ 1 — 22,

réelles
\
L’application
Montrer :

fi[0; 400 — R, y— V1492 -2y —1— 22
est dérivable sur [0; +oo] et :

Yy € [0; +ool, f'(y) = ——t

— -
V1+y?
On a, pour tout y € [0; o0 :
') 20 <= y>av1i+y?

—= 222144 = (1-22)% 222
On peut supposer x # 1 car, pour z = 1, I'inégalité voulue est immé-
diate.

On en déduit le tableau de variations de f :

Y 0 1—22 +00

x 1 x? —
Ona:f(\/lfwz):\/lf.’ﬂ_\/lfgﬂ_ 1-a?=0

Il en résulte : Vy € [0; +oo, f(y) =0,

ce qui montre 'inégalité voulue.

Remarque : On peut aussi démontrer cette inégalité grace a I'inégalité
de Cauchy et Schwarz, appliquée dans R? usuel, aux deux vecteurs

(z, VI —22) et (y,1).
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Enoncés des exercices

//_
HTT 2121 Etude des variations d’une fonction
Soit (a,b) €]0; +o00o[? tel que a < b. Montrer que I'application

In(1 + ax)

est strictement croissante.

:

m Nombre et situation des zéros d’une fonction polynomiale

Combien le polynéme P = X° — 5X +2 a-t-il de zéros réels ?

ETT] 515} Nombre et situation des zéros d’une fonction
Combien la fonction f:R — R, o+ (x—1)e® —ex+1 a-t-elle de zéros?
BT m Etude et représentation graphique d’une fonction explicitée

Etude et représentation graphique de la fonction f d’une variable réelle donnée par :

f(x)=4\1-22v1—22.
On pourra remarquer : (z — /1 — x2)2 =1-2zv1— 22
BT m Exemple de résolution d’une équation fonctionnelle par dérivation

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que :

V(z,y) eR?, f(z+y) = f(z)+ f(y).

BT m Calcul d’une borne inférieure par étude des variations d’une fonction

Calculer Igﬂg (\/(a: —1)24+94++/(z—8)2+ 16).

BT Exemple d’équation fonctionnelle dans laquelle la fonction inconnue est supposée

dérivable
Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que :

V(z,y) €R? f(a'+y)=2"f(2)+ f(f(v)).

BT m Exemple de résolution d’une équation a une inconnue réelle, par étude des variations

d’une fonction
Résoudre dans Ry : 17427 = (2 +2)2

BT E Exemple d’inégalité a une variable réelle

Montrer : Ve eR, a2+ (x—1)2+/(z+1)2+22>2
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BT m Exemples d’inégalités a une variable réelle

a) Montrer :  Vz € [0; +oo[, 3sinz < z(2 + cosz).

1\= 1 x+1
b) Montrer :  Vz €]0; +oo, (1 + —) <e< ( ) .
x

14 -
x

BT Exemple d’inégalité a plusieurs variables réelles
Soient a, b, a, 8 €]0; +o0[. Montrer : aas + ﬂb% > (a+ B)(ab)#ﬁ,

et étudier le cas d’égalité.
Par exemple : V(a,b) €]0; +oo[?, 2Va + 3Vb > 5v/ab.

] Un encadrement de sinz et de cosz entre des polynémes
On note, pour tout n € N, C,,, S,, : Ry — R les applications définies, pour tout x € R,

par :
B n ( 1)k$2k B $2 N 1'2”
Cn(x)_k; o8] L=+ (D) @)
_ n (_1)kx2k+1 B m3 N $2n+1
S”(w)_kzzo O A I S A s 1L
Montrer :

Yn €N, Ve € Ry, (—1)"+1(cosa: —Cy(x)) 20 et (—1)"+1(sinw — Sy(x)) > 0.

Par exemple, pour tout z € R, :

1 .’E2< <1 $2+$4 t X
— — < cosx - — 4+ — e
2 = 2 24 3

] Exemple d'inégalité a une variable réelle
1 3
Montrer : Vx € ]O; g[, (smx) > Ccos x.

B Exemple d’inégalité a trois variables réelles
. x Yy z
Soient €10; tel < . Montrer : < .
oient x,y,z €]0; +oo[ tels que = < y + z. Montrer T 1—|—y+1+z

EEET ] Exemples d’'inégalités a deux ou trois variables réelles

a) Montrer : V(z,y) e RT xR, 2y <zlhnz+ eVl
b) En déduire trois applications f,g: R} — R, h: R — R telles que :

V(z,y,2) € RL x RY xR, wzyz < f(x) + g(y) + h(2).

T sinx T

B Exemple d’inégalité a deux variables réelles
s

Montrer, pour tout (z,y) € R tel que 0 <z <y < = : — - -

2 y siny 2y
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Du mal a démarrer ?

T Inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique

n

Y
n—1

a) Montrer : ~ Vn € N*, Vz €]0; +oo[, Vy €]0; +o0[, (n—1)z+ > ny.

x
b) En déduire la comparaison entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique
de n réels > 0 :

X1 + ce + x
Vi € N, V(o) € (RY)", a1 a, <
~N 7 ?
- \>l/L mal o omavver ¢
. i Lo sin® z 3
) Calculer f/(x) et étudier le signe de f/(z). Etudier les variations de 2 — cosT .
nEtudier les variations de P et, a cet effet, calcu- GBLY Considérer 'application :
ler P’. t
. f:00; 400 — R, t — ——,
Etudier les variations de f et, & cet effet, calculer f’ 1+1¢
et f'. et montrer qu’il suffit de prouver :
@R} o de Pindication fournie v Ungpcé, obtein Yy 2) €10; +ool?, Sy +2) < J@) + ).
=[-1; = |z — — 2|
Etudier le signe de z — vI — 22. Pour z €]0; +oo] fixé, étudier les variations de :

Pour y fixé, dériver par rapport & x. g:[0; +oo — R, t+— f(t) + f(2) = f(t+ 2).

3 1) Etudier les variations de la fonction intervenant dans

I’énoncé. a) Pour y € R fixé, étudier les variations de
SOit f convenant. Déduire : Vy € R, f(f(y)) = f(¥), f:RY — R, z+——zhz+ eVl — zy.

puis une équation fonctionnelle plus simple que celle

de I’énoncé et dériver par rapport a y, pour x fixé. b) Appliquer a) a (zy, z), & (y, zInz), & (z, ylny).
Etudier les variations de f : @ — 1742% — (x+2)2. Etudier les variations de f : t — sint sur ]0; T [

t 2
Etudier les variations de la fonction donnée par le ik a) Pour n € N* et 2 €]0; 400 fixés, étudier les va-
premier membre de I'inégalité de I’énoncé. riations de :
Etudier 1 iations d n

a) udier les variations de f:0; 400 — R, y+r— (n—Lz+—— —ny.

xn

fi[05 +oo[ — R, z+— x(2+cosz) — 3sinz. b) Récurrence sur n.

b) Montrer que I’encadrement proposé se rameéne & : Pour le passage de n — 1 & m, pour un n-uplet
(#1,...;zn) € (R} )™ donné, noter :

1n(1+1)<l et In(1- ! ) <- !
r r z+1 z+1 x:4x1+”._+1xn_1v y = (zna" " HYm,
Montrer : Vte]—1; +oof, In(l+1¢)<t. "
Simplifier un peu ’étude en notant u = Ina, v = Inb. "

Pour u € R fixé, étudier les variations d’une fonction
de la variable v.

de sorte que z = zn, et utiliser a).
T

-1

118 Récurrence sur n, avec étude de variations de fonc-
tions.
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L’application f est dérivable sur ]0; +oo[ et, pour tout
x €]0; +oof :

fay - g In(1 + bx) — . In(1 + ax)
(In(1 + b:c))2
_ N (@)
(1 + az)(1 + bz) (In(1 + bzx))*’
en notant

N :]0; 400 — R,

z — N(z) = a(l+bz)In(1l + bz) — b(1 + azx) In(1 + ax),
et étude du signe de f’(z) se rameéne & I’étude du signe
de N(z).

L’application N est dérivable sur ]0; +oo[ et, pour tout
x €]0; +oof :
N'(z) = (abln(l+ bz) + ab) — (baln(l + az) + ba)
= ab(In(l +bz) — In(1 + azx)) >0,

donc N est strictement croissante sur ]0; +ool.

N(z) — 0.

De plus :
— 0t

Il en résulte : Va €]0; o0, N(z) > 0.

On a donc :
vz €]0; +oof, f'(z) >0,

et on conclut que f est strictement croissante.

L’application polynomiale P : & — x® — 5z + 2
est dérivable sur R et : Vo € R, P’(z) = 5(z* — 1),

d’ou le tableau de variations de P :

x —00 —1 1 +oo
P'(z) + 0 - 0 +
Py | —

Puisque P est continue et strictement monotone par inter-
valles, on conclut que P admet exactement trois zéros réels,
notés a,b,c,et que: a< —-1<b<1l<e

L’application f:z+— (z—1)e® —ex+1
dérivable sur R et :

est deux fois

V"EER’ f’(m):ajex—e, f”(m):(m—&-l)ew,

d’ot1 les tableaux de variations de f’, puis de f :

O\f\f'ﬁé,g 6Q2§ okov CLC&g ]

x —0o0 -1 1 —+o0
" (x) - 0 + +
ra | T~ 0 T
I (x) - - 0 +

) | T m—

Ona: f(1)=—-e+1<0.

Puisque f est continue et strictement monotone par inter-
valles, on conclut que f admet exactement deux zéros réels,
notés a, b, et que : a <1 <b.

1) Existence et expression de f

«On a, pour tout z € [—1; 1] :
(z—v1— :132)2 =2?—22y/1 — 224+ (1—-22) = 1-22v/1 — 22,
fl@)=|z—V1 —z2|.

D’autre part, si z € R — [—1; 1], alors v/1 — 22 n’existe pas,
donc f(x) n’existe pas.

Déf(f) = [-15 1]

et: Voe[-1;1], f(z)=|z—V1I—22|

¢ Pour supprimer 'intervention de la valeur absolue, étudions
le signe de = — v/1 — 2.

Soit = € [-1; 1].

donc :

Ainsi :

x Si x € [-1;0], alors z — vV1—22 < 0, donc
fl@)=v1—22 -z

*Size0;1],ona:

T—V1—-2220 <= z>1—22

2

= cc2>1—x <= 2x2>1 < >

Sl-

On conclut a l'expression de f, par séparation en cas :

V1—z2 -2  si

1
z—1—2x2 si — <z<1.
V2

flz) =

N

2) Continuité

D’apres la formule donnant f dans I’énoncé, et par théorémes
généraux, f est continue sur [—1; 1].

3) Dérivabilité, dérivée

D’aprés les formules obtenues ci-dessus, f est de classe C!
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Corrigés des exercices

sur]—l;i[etsur]i;l[et:
V2 V2
1 T
vee | =15 —[, fl@)=——2— 1
-1 5l re=-m—
1 T
Ve € |—=; 1|, fl(z) = —— +1>0.
5l 1=
1
, . . ’ I P
On détermine le signe de f’(x) pour xe] 1; \/5[
@) >0 = ——m —1>0
f@) i
— T+ V1I-22<0<= V1-22< -2
<0 z<0
<~ <~ 1
1— 22 < 22 x2>7
2
=5 ze]—l,—i[.
V2
D’autre part, pour xe]%;l[:
f(a:)ff(l)_zfx/lmefl
z—1 z—1
V1—x2 V1
:1+7x =1+ e — +o0,
1—x Vi—-z &2 — 1-

donc f n’est pas dérivable en 1, mais la représentation gra-
phique C de f admet en (1,1) une demi-tangente paralléle
ay'y.

De méme, f n’est pas dérivable en —1 et C admet en (—1,1)
une demi-tangente paralléle & y'y.

On a:
1
fl@ = —Ll -1=-2,
P %) /i1
2
1
f'(@) — +7‘/§1+1=2,
e — (%) 1 3
donc, d’apres le théoréeme limite de la dérivée, f admet en

% une dérivée a gauche égale & —2 et une dérivée a droite

1
égale a 2, donc f n’est pas dérivable en ——. La repré-
sentation graphique C' de f admet en ce point deux demi-
tangentes.

On dresse le tableau des variations de f :

z | -1 -% 7 1
G R R
\/i 1
| T T~
1 0

-1 __L o L 1z
V2 V2

Remarque : C est formée de morceaux d’ellipses.
En effet :
= |x — V1 —2x2
z—+v1—22 ou y:—:c+\/1—:02)
y=+v1—-22 ou z+y= \/1—3:2>

(z—y)?2=1-22 ou (z+y)2:17x2>

Yy =

2:1:2729:y+y2:1 ou 2x2+2xy+y2:1>.

8. ..

1) Soit f convenant.

Pour y € R fixé, en dérivant par rapport a z, on déduit :
V(z,y) €R?, f'(z+y) = f'(2).
En particulier, en remplacant « par 0, on obtient :
Yy €R, f'(y)=f'(0),

donc f’ est constante.

Vz €R, f'(z)=a,
Ve €R, f(z)=ax+0b.

Il existe donc a € R tel que :
puis il existe b € R tel que :

2) Réciproquement, pour tout (a,b) € R2, 'application
fR— R x+——ax+b
est dérivable sur R et satisfait :
V(z,y) €R?, f(z+y) = f(z) + f(y)

si et seulement si b = 0.

Finalement, ’ensemble des solutions est

{fR—R, o+ azx; acR}.

Notons f : R — R D'application définie, pour tout z € R,
par :

V@ -12+9+/(z—8)2+16
Va2 =22+ 10 + V22 — 16z + 80.

f(@)
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L’application f est de classe C° sur R et on a, pour tout
rzeR:

F(@) 2 — 2 2z — 16
x =
2vVx2 —2:+10  2vVx2 — 162 + 80
_ rx—1 x—8
T VaZ—2z+10 22— 16z +80
1
"
x = —
F@) Vz2 —2x+10
1
+@=1)(-5)@ - 20+10)73 (20 - 2)
2
1
_i'_i
V2 — 16z + 80

e —8)(— %)(12 — 162 + 80)" 3 (2z — 16)

22 —2x 410 — (z — 1)?
(22 — 2z + 10)3/2
22 — 16z + 80 — (z — 8)2
(22 — 16z + 80)3/2

9 16

+ > 0.
(22 — 22 +10)3/2 (22 — 162 + 80)3/2

Il en résulte que f’ est strictement croissante sur R.

De plus, f’ est continue sur I'intervalle R et :

I'(x) s 2>0.

2 /
g <Oetf(ac)ac*>+OO

D’aprés le théoréme de la bijection monotone, f’ s’annule en
un réel et un seul.

On a, pour tout z € R :

fl(x)=0
— z—1 _ 8—=x
Va2 —2z+10 Va2 — 16z + 80
=  (z—1)2%(2% - 162 +80) = (8 — 2)?(2? — 2z + 10)
= (z-1)2*((z—-8)2+16)=(z—8)2*((x—1)*+9)
— 16(z—1)2 = 9(z —8)?
<~ 4(x—-1)=3(x—-8) ou 4(z—1)=-3(z—28)
<~ x=-20 ou z=4.
Pour z = —20, les deux membres de I’équation du départ de
ce calcul sont de s?i)gnes stricts_ (;iontrauires17 donc1 f’(—20) #0.
. ofl4) = — —
B S st e v e

On en déduit le tableau des variations de f :

x —00 4 +o0
" (z) + +
re | o
f(=z) - 0 +
(@) ~.

On conclut :

Inf f(z) = f(4) = V32494142416 = TV2.

1) Soit f convenant.
¢ En remplacant x par 0, on obtient :

Yy eR, f(y)=r(fv),

puis, en reportant dans 1’énoncé :
V(z,y) € R?, f(z* +y) =2 f(2) + f(y).

e Puisque f est dérivable, on a alors, en dérivant par rapport
a y, pour x fixé :

V(z,y) €R?, f'(@t +y) = f'().
Déduisons-en que f’ est constante.

En remplagant y par 0,ona: Yz € R, f’(z*) = f'(0), donc:
Vvt € Ry, f’(t) = f'(0), et, en remplacant y par —z*, on
obtient : Vz € R, f’(0) = f’(—z*), donc :

vteR_, f'(0)=f'(t).
1l en résulte que f’ est constante.
« Il existe donc (a,b) € R? tel que : Vz € R, f(z) = az+b.
2) Réciproquement, soient (a,b) € R? et :
fR— R, z+— f(x)=ax+0b.
On a:
V(z,y) €R?, f(at +y) =2 f(2) + F(f(v)

<= V(z,y) € R?,
a(z* +y) +b=a3(ax +b) +alay+b) +b
= VY(z,9) €R?, (a—a®)y—bz® —ab=0

a—a?=0
a=0 a=1
< (b=0 = ( ou )
b=0 b=0
ab=20

On conclut que I’ensemble S des solutions de ’équation pro-
posée est {0, Idr}, c’est-a-dire qu’il y a deux solutions et
deux seulement, qui sont ’application nulle et I'identité.

L’application f : [0; +oo[ — R, définie par :
z— fl2)=1742° — (@ +2)2 =2 — 2% — 4z + 13
est de classe C sur [0; +oo] et, pour tout z € [0; +oo] :
f'(xz) =(In2)2° =2z —4,  f"(z) = (In2)%2% — 2.

On a :
f'(z)=0 < 2 = 2
(In2)2
2 In2—-2Inln2
< zln2=In(—= =
i n((1n2)2> In2
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Corrigés des exercices

In2—2Inln2
In2
f'(0)=In2-4<0 et f'(x) —

r — +oo

Notons a = ~ 2,057....

On a : +o00.

Dressons le tableau des variations de f :

T 0 ot B 400
[ () - + +
<0 +o00
J'(z) \ /0

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires et la stricte
monotonie sur [« ; 400l il existe 8 € Ja; +o00[ unique tel que
(B =0

On en déduit que f admet au plus deux zéros réels.
f3)=23-32-4.3+13=0
f(5)=25-52—-4.5+13=0,

et on conclut que ’ensemble des solutions de ’équation pro-
posée est {3, 5}.

On remarque : {

Notons f:R — R,

m’—>f(93)=\/x2+(a:fl)2+\/(m+1)2+m2.

L’application f est de classe C' sur R et, pour tout z € R :

(@) 2z +2(x — 1) 2(x+1) + 2z
222+ (z - 12 2¢/(z+1)2 + 22
2z — 1 2z + 1

Va2 + (z - 1)2 * N{CEIVET 2

1
Si x>5, alors 2r —1>0et 2z + 1 > 0, donc f'(z) > 0.

1
Supposons z < 3" Alors :

fiz)=0
— 2x+1 1-—2x
Ve+1)2+e2 7 a2+ (2 - 1)
2(,2 12
1—<2:>x>0 2z +1)*(z* + (= — 1)?)
> (1-22)%((x +1)% +2?)
— (422 4 4z + 1)(22% — 20+ 1)
> (4e? —4x+1)(222 + 22+ 1)
= ((4:1:2 +1) + 4z) ((2:):2 +1) — 2z)
> ((42® +1) — 4z) ((22% + 1) + 22)
= —2.2z(4x® + 1) +2-4x(222 +1) > 0
= 22222 +1) - (42?>+1) 20 <= z>0.

On en déduit le tableau des variations de f :

x —o0 0 2 “+o00
f'(2) - 0 + +
2

Comme f(0) =2, on conclut :
Ve € R, f(z) > 2, ce qui est I'inégalité voulue.

a) L’application
f:00; +oo] —m R, & +— x(2+ cosz) — 3sinx
est de classe C°° et, pour tout z € [0; +o00] :
f'(z) =2 —xsinx — 2cosz,

f"(z) = —xcosz +sinx, f""(x) = zsinz.

«On a, pour tout = € [m; o0 :
3sinz <3 et x(24cosz)=27w(2-1)=7 >3,
donc : 3sinz < x(2 4 cosx).

o Il nous suffit donc d’établir I’inégalité demandée lorsque
z€[0; 7.

On dresse les tableaux de variations :

x 0 e
f”’(z) 0 + 0
f”(:l?) 0 /
F@ | =
f(2) 0 /
Ceci montre : Ve € [0; 7], f(x) >0,

d’ot I'inégalité demandée, pour x € [0; 7).
b) On a, pour tout z €]0; 4o :

(1+%>z< e < (1+§)z+1
— xln(l+i)<1<(w+l)ln(1+%)

1
z+1°

1 1 1
< ln<l+7><f et ln(l+7>>
T T T
De plus :

ln(1+§>>%+1 <= In -

x+1 1
>
r+1

< In

1
— <~ ln(lf )<f .
x+1 r+1 x4+ 1 x+1

Ainsi, pour prouver les deux inégalités demandées, il suffit
d’établir I'inégalité :
Vte]—1; +oo[—{0}, In(1+¢) <t.
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Cette inégalité est connue. Redémontrons-la. L’application
f it In(l+1t)—t est dérivable sur | — 1; +oof et :
1
Vte]—1; oo, ’15:7_1:_77
} O
d’ou le tableau de variations de f :

t —1 0 +oo
I'(@®) + 0 -
0
O o T o

On a donc : Vte]—1; +oo[—{0}, f(t) <O,

c'est-a-dire : Vt €] —1; 4oo[—{0}, In(l+1¢) <t.
1

En remplagant ¢ par — pour = €]0; +o00[, on obtient :
T

b )<t

1
et, en remplagant ¢t par P pour z €]0; +oo[, on ob-
T

tient :

In (1 ! )< !

n - - _7?
r+1 r+1

d’ou les inégalités demandées.

1) Inégalité

En notant u = Ina, v = Inb, 'inégalité, notée (1) de I’énoncé
se re-écrit :
u+v

(1) < aea +,8e% > (a+B)eatB.

Soit u € R fixé. Considérons I’application
u v u+v

fTR— R, vi— f(v)=aea +pfeB —(a+p)eth.
L’application f est dérivable sur R et, pour tout v € R :

v utw
fllv)y=eB — eath.

+v
) >0 = 2>

i 57 a+h

On en déduit le tableau des variations de f :

On a donc : <~ av > Bu.

v —00 %‘ —+00
f'(v) - 0 +
f(v) ~.

De plus :

F(2) =act +5ed — (at e ard

=aea +Bea —(a+B)ea =0.

On conclut : Vv € R, f(v) >0, d’ou l'inégalité demandée.

2) Etude du cas d’égalité

D’apres le tableau précédent, il y a égalité dans I'inégalité (1)

si et seulement si v = —u. Et :
«a
v:'B—u <= lnb:élna <= alnb=Llna
«a a
= b =d’.

Ainsi, il y a égalité dans (1) si et seulement si b* = a?.
3) Ezemple

En prenant o = 2, 8 = 3, on obtient :

V(a,b) €]0; +oo[?, 2a% +3b3 > 5(ab)’.

Notons, pour tout n € N, ¢p, 9, : Ry — R les applications
définies, pour tout x € Ry, par :

on(z) = (1) (cosz — Cn(x))
Yn(z) = (—1)"* ! (sinz — Sn(z)).
Montrons, par récurrencesurn: Vn € N, ¢n, >0 et ¥, > 0.
¢ Pour n = 0, on tombe sur des inégalités connues :
wo(x) = —(cosz —1)=1—cosz >

0
Vo € Ry,
Yo(z) = —(sinz —z) =z —sinz > 0.

e Supposons, pour un n € N : ¢, > 0 et ¢, > 0.

On remarque : G}, | = —Sp et S}, ;| = Cpy1. En effet, pour
tout x € Ry :
, n+1 (71)’“2]{%2’“_1 n+1 (71)kz2k—1
n1(@) = k; @Rl A @k
n (_1)p+1w2p+1
= RS
DY (2p+1)! n(@)

ntl k 2k ntl k .2k
(=" (2k + 1)z** (—1)*x
> 2k + 1) =2 (2k)!

On a donc, pour tout = € Ry :
Phpr(@) = ()" (= sinz — O} 44 (2))
= (=1)"(=sinz+Sn(2)) = (—1)" T (sinz—Sn(z)) = tn(z)
Pra1(@) = (=1)""2 (cosz — 57,1 (2))
= (—=1)"*?(cosz — Cpt1(2)) = pn+1(2).

Comme go% 1 =%n =0, ppt1 est croissante.
De plus, ¢n41(0) = 0, donc i1 > 0.

Sppa(x) = =Cpii(z).

k=0 k=0

Alors, w;H—l = @n+1 = 0, donc Yy 41 est croissante.
De plus, ¢n+1(0) = 0, donc ¢p41 > 0.
Ceci montre que la propriété est vraie pour n + 1.

Finalement, la propriété est vraie pour tout n € N, par ré-
currence sur n.
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Corrigés des exercices

Considérons l’application f : [O; g[ — R définie, pour
tout = € [0; g[, par :

flay =S g

CosxT

sinz(1 — cos? z) 3
ST Y »
cosx

. 1.
= tanz — sinzcosx — > = tanz — 551n2z—z3.

L’application f est de classe C*° sur [0; g[ et, pour tout
T
T € [O; - [ :
2
f'(z) = (1+tan?z) — cos 2z — 322,
f"(x) = 2tanz(1+ tan’z)+ 2sin2z — 6z
= 2tanx+2tan3x+251n2x—6w,
F"(x) (2 4 6tan?xz)(1 + tan?x) + 4cos 2z — 6
= 8tan?z + 6tan’z + 4cos 2z — 4
= 8tan?z + 6tan’z — 8sin’x
= 8(tan’z — sin? z) + 6tantz.
On sait : VCEE]O;g[, 0<sinz <z < tanz,
d'on : v:ce]o; g[ F(2) > 0.

On remonte alors les tableaux de variations :

z 0 5
f//l (x) 0 +
f/l (.7,‘) 0 /
F@ | =
f(z) 0 /

On obtient : Vz € ]0; g f(z) >0,

T sinx\ 3
et on conclut : Vzx € ]O; 5[, (—) > cos .

X

Considérons ’application
1

t
: [0; — R, t— —=1—-—.
F 105 +oof 1+t

1+t
L’inégalité proposée est équivalente a : f(x) < f(y) + f(2).
L’application f est dérivable sur [0; +oo] et :
Vte[0; +oof, f'(t)= —= >0,
05 +o0l, 1) = g
donc f est (strictement) croissante.

Puisque z < y + z, on a donc : f(z) < f(y + 2).

11 suffit donc de prouver : fly+2) < fly) + f(2).
Pour z €]0; +o0] fixé, I'application
g:[0; toof — R, t— f(t)+ f(2) — f(t+2)

est dérivable sur [0; +oo[ et, pour tout t € [0; +oo :

1 1
/t — /t _ /t — _ >07
SO =10~ = T TR
donc g est strictement croissante.
De plus : ¢(0) = f(z) — f(z) =0.
On a donc: Vt €]0; +oof, g(t) >0, dou: g(y) > 0.

Ceci montre :

fly+2) <f)+f(2)

On a donc : f(x) < fy) + f(2),
T y z
et on conclut : < .
142 14y 14z

a) Soit y € R fixé.
L’application f:R} — R, z+— zlnz 4 eVl — gy
est dérivable sur R% et : Ve € R}, f'(z)=1+Inz—y,

d’ou le tableau des variations de f :

x 0 ey—1 +o0o

f'(@) - 0 4+

f(@) T~

Et: f(e¥™ H=eV Hy—1)+e¥t—-evly=o.
vz e Ry, f(z) >0,
d’ou 'inégalité voulue.

V(z,y) €ERY xR, zy<xzlnz4 e¥v™lL

I1 en résulte :

On conclut :
b) Soit (z,y,2) € R} x R} x R. On a, en appliquant a) a
(zy, z) alaplace de (z,y) : zyz = (zy)z < zyIn(zy) + e~ L.
Et: zyln(zy) =zylnz+zylny =y(zlnz) + z(ylny).

En appliquant a) & (y,zlnz) et & (z,ylny) & la place de

y(zlnz) <ylny+e®™* 1 ot z(ylny) <zlnz+e¥PvL,

On conclut :

zyz < (zlnz + exlnx_l) + (ylny + eylny_l)—l— e 1
noté h(z)

noté f(z) noté g(y)

Considérons ’application
sint

f:]O;g[—HR, t— f(t) =

T
On a, pour tout (z,y) € RZ tel que 0 <z <y < 3

siny sinz
—_ < _

x sin T Yy z
y siny 2y siny  2sinz
Yy T

= 2@ <fw) < f@).
T 81
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Etudions les variations de f.
T
L’application f est dérivable sur ]0; 3 [ et :

tcost —sint

vee o D[ ="

™
L’application A: [0; —| — R, ¢+ tcost —sint est dé-
2

rivable sur [0; g[ et, pour tout ¢ € [0; g[ :

A'(t) = —tsint <0 (et <O0sit#0),
donc A est strictement décroissante. Comme A(0) =
0, i en résulte Vi€ ]O; g[, A(t) <0, puis
vt € ]0; g[ 7'(t) <0,

et donc f est strictement décroissante.

int 2
De plus, f(t):%tj(wl et f(g) = —.

s

s

t 0 E
@) -

®) t— 2

s

Puisque f est strictement décroissante, on a, pour tout
T
(z,y) € R? tel que 0<w<y<5 :

1> (@) > f) > =

D’une part, on obtient : f(y) < f(x).
% > f(y) car 0 < f(z) < 1,
fly) 2

D’autre part :

donc :

f@) 7

D’ou les inégalités demandées.

a) Soient n € N*, z €]0; 4o0] fixés. Considérons l'applica-
n

tion f:]0; 400 — R, yr— (n—Dz+ —— —ny.
o
Il est clair que f est dérivable et :
nyn—l n _ _
¥y €10; oo, fI(y) = = —n=— " —a" ).

De plus : flz)=(n—-1z+z—nz=0.

D’ou le tableau des variations de f :

Y 0 T +oo
f'(y) - 0 +
() \ 0 /
Il en résulte : Yy €]0; +oof, f(y) =0,

d’ou I'inégalité demandée.

b) Remarquons d’abord que I'inégalité envisagée est évidente
lorsque 'un des nombres z7, ..., 2, est nul, puisqu’alors la
moyenne géométrique est nulle et la moyenne arithmétique
est > 0. On peut donc se restreindre, comme le fait 1’énoncé,
au cas ou les nombres x1, ..., zn sont tous > 0.

Récurrence sur n.

e Pour n = 1, I'inégalité voulue est triviale, c’est une égalité.

ST T+
e Pour n = 2, 'inégalité /xixa < narez est connue.
En effet :
r1 + X2 2
2/T1T2 < — < 4dziz2 < (21 + 2)

= x%72x1x2+z%>0 = (331712)220.

e Supposons l'inégalité vraie & l'ordre n — 1, pour tous
nombres > 0.

Soit (21, ...,2n) € (R} )™. Notons :
T1+ -+ Tp—1

=

n—1

()

)

de sorte que : = Zn.

D’aprés a), on a alors :

14+ F =@+ FTp-1)F =N+,

n 1+ FxTp_1\n—171/n
= (=Dt S >y = nfan (F =)
2o n[n(@r - 2a1)]™ = n(@r - za)/",
IS T+ -+ Tn n
d’ou : —— > Yy
n
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

Si I est un intervalle de R et si f : I — R est une application dérivable sur I telle que

Veel, f'(x)>0,

alors f est strictement croissante sur 1.

Si I est un intervalle de R et si f : I — R est une application dérivable sur I et
strictement croissante sur I, alors :

Veel, f'(x)>0.

Si une application f : R* — R est dérivable en tout point de R* et si f' = 0, alors f
est constante sur R*.

Si une application f : R — R est croissante sur | — 0o ;0] et décroissante sur [0;+o0],
alors f admet un maximum global en 0.

E Si une application f : R — R est dérivable sur R et bijective, alors f~! est dérivable
sur R.

Si des applications u,v : I — R sont dérivables sur un intervalle I de R, alors uv est
dérivable sur I et (uv) = u'v’.

Si des applications u,v,w : I — R sont dérivables sur un intervalle I de R, alors uvw
est dérivable sur I et :
(wow) = v'vw + w'w + uvw'.

m Si: f: I — R est dérivable sur un intervalle I de R, g : J — R dérivable sur un
intervalle .J de R et f(I) C J, alors la composée g o f est dérivable sur I et on a :

(gof) =(doNHf"

m Si une application f : I — R est dérivable en un point a de lintervalle I, alors la
tangente en le point de coordonnées (a, f (a)) a la courbe représentative de f admet
pour équation cartésienne : y — f(a) = f'(a)(z — a).

L’application f: R — R, z —— +/|z|3 n’est pas dérivable en 0.
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- \[c; ol £ ak, les \fé_boovLéaé
C’est un résultat du cours.

Contrexemple : I =R, f:x +— 23

Cette application f est strictement croissante sur R et f/(0) = 0.
-1 si z<0

Contrexemple : f:R* — R, z +——
1 si z>0.

Le résultat devient exact si on remplace, dans I’hypotheése, R* par un intervalle de R.
m Ona: VzxeR, f(z)< f(0), donc f admet un maximum global en 0.

E Contrexemple : f:R — R, z+— z3.

Cette application f est dérivable sur R et bijective, mais f~! : R — R, 3 +—> Yy
n’est pas dérivable en 0.

m Contrexemple : u:z+—— 1z, v:z —> .
La formule correcte est : (uv) = v'v + uv'.

(uwow)’ = ((uv)w) = (u'v +w')w + (uo)w’ = v'vw + ww'w + uow'.

m C’est un résultat du cours, dérivée de la composée de deux fonctions dérivables.

E C’est un résultat du cours.

— Te3
Ona: f(@) = 1(0) = il = m\/|l’| — 0, car J=l est borné et /|z|] — 0.
x z — 0 x z — 0

x—0 x

<
|

<
|

<
|

<l <
HpR



Fonctions usuelles

% Q“A/_éwé abovdlis Aavs los oxovcices

Les méthodes a retenir 86 « Résolution d’équations ou d’inéquations & une ou plusieurs
Les énoncés des exercices 92 inconnues réelles
Du mal & démarrer ? 94 . . .

. . « Calculs de certaines sommes g et de certains produits H
Les corrigés des exercices 95
Vrai ou faux ? 100 e Obtention d’égalités ou d’inégalités a une ou plusieurs va-
Vrai ou faux, les réponses 101 riables réelles

o Etude et représentation graphique de fonctions faisant in-
tervenir les fonctions usuelles.

/’Potvd'é essonctiols A couns
powy e viosoluchion. dos oxevcicos

e Définition et propriétés des fonctions usuelles
In, exp, In,, exp,, puissances, fonction hyperboliques
directes, fonctions circulaires directes, fonctions circulaires
réciproques

o Etude et représentation de chaque fonction usuelle

e Comparaison locale des fonctions logarithmes, puissances,
exponentielles

o Formulaire de trigonométrie circulaire, a savoir par coeur

e Déduction du formulaire de trigonométrie hyperbolique &
partir du formulaire de trigonométrie circulaire, en rempla-
cant cos par ch et sin par i sh.

© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

85



Chapitre 6 — Fonctions usuelles

86

-l os mothodos

Méthode

Pour manipuler des lo-

garithmes de base quel-
conque

C\L \f&+Q,VLl'Jf ]

1
On a, pour tout z €]1; 4+o0[, en notant ¢t = % €10; +oof :
n
5 Inz In2 5
It log, 2= — —t — ==
082 + logg 2 In2 Inz 2
s =2
t 2

262 —5t4+2=0
efda)
Inx € {111727 2ln2}

Inx € {ln\/i, ln4}

z € {V?2, 4}.

rrtr 1111

On conclut : S = {\/5, 4}.

Méthode

Pour manipuler des
fonctions hyperboliques

directes, ch, sh, th

Soit (x,y) € R%. On a :
e
shx =y «<— —— =y

= eT—2Y—e T=0 <= e _2ye®—1=0.
Notons X = e®. On a alors :
shz=y <= X?2-2yX —-1=0.

1l s’agit d’une équation du second degré (d’inconnue X).
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Le discriminant est A = 4(y? + 1) > 0, donc les solutions sont

Xi=y—V1+y? Xo=y+V1+y2

Comme X = e® > 0 et que X1 <0 et X9 > 0, on obtient :

X =y++V1+y2
On conclut :

V(z,y)E]RZ, (th:y <= $=1n(y+m))

—{Ea

Résoudre 1’équation :

chx =y,

fixé y € [1; 4o0l.

d’inconnue z € [0; +oo[, de parametre

Soit (z,y) € [0; +oo[X[1; +oo[. On a :
et +e” "
chr=y < — =Y
= eT—2Y+ e T=0 = e _2ye®+1=0.
Notons X = e?®. On a alors :
che=y < X?—-2yX +1=0.
11 s’agit d’une équation du second degré (d’inconnue X).

Le discriminant est A = 4(y? — 1) > 0, donc les solutions sont :

Xi=y—Vy2 -1, Xo=y++Vy2-1.

Le cas y = 1 est d’étude immédiate.

Supposons y >1.Ona: X =e”% > 1.

Comme 0 < X7 < X2 et X1 X2 = 1, on a nécessairement X; < 1 < Xa,

donc X = Xo.

On conclut :

Y(z,y) € [0; +oo[x[1; +oof, (chm:y = x:ln(y+\/y2—1)).

——{Ea

Résoudre 1’équation :

thz =y,

ye]—1;1]

d’inconnue € R, de parametre fixé

Soit (z,y) E Rx]—1;1[. On a:

thex =y

!
|

!

[

1
H

On conclut :

1 1
Y(z,y) € Rx]—1; 1], (thx:y = x:iln%)
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\

On a ainsi obtenu les fonctions hyperboliques réciproques (qui ne sont
pas au programme) :

Argsh :R — R, y+— In(y++Vy2+1),

Argch 1 [1; 400l — R, y+— In(y+ 42— 1),
1+y

1
Argth :]—1;1[ — R, y— —In .
2 1—y

Pour manipuler les fonc-
tions circulaires directes
sin, cos

e Se rappeler que, pour tout z € R :
cos’x +sin?z =1, |sinz|<1, |cosz| <1, |sinz|< ||

e Penser a utiliser le formulaire de trigonométrie circulaire.
w FExercices 6.3, 6.4, 6.6, 6.7, 6.13

(=

On a, pour tout z € R :

sin® z + cos® z = ik

Résoudre ’équation, d’inconnue x € R :

1
sinz 4 cos®x = =
4
2 2 4 2 2 4 L
= (sin® « 4 cos® z)(sin” & — sin® z cos* « + cos™ z) = 1
=1
.2 2 12 2 2 L
= (sin“ « 4 cos® x)° — 3sin” x cos =7
=1
L2 2 1
— sin” x cos m:z
< sin®2r=1
<~ sin2x = £1
— 2w:g+kﬂ', ke
<= r=—+k—, k€Z
On conclut : x
S= f-i-k—,kez}.
4 2

(e

On a, par formules de trigonométrie, pour tout z € R :

s cos 3z
Soit = € ]0; —[ tel que
e 2 cosx
sin 3z
Calculer — .
sin x

1

3"

cos3xr =

cos(2x + )

cos 2z cosx — sin 2z sinx

(2cos?x — 1) cosx — 2sin® zcos x

(2cos?x — 1) cosx — 2(1 — cos? z) cos x

cos (4 cos? z — 3),
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et sin3z = sin(2z + z) = sin 2z cosx + sinz cos 2z
= 2sinzcos?z +sinz(2cos?z — 1)

= sinz(4cos?z — 1),
d’ou, pour tout x €]0; 7/2 :

3 in3
cos x:40052m—3 et SI? T o 4cos?z— 1.
cosx sinz
sin 3x cos 3x 1 5
On déduit : — = 2=4+2="2.
sinx cosT 2 2

Pour résoudre une équa-
tion (ou un systéme
d’équations) dans la-
quelle interviennent des
fonctions usuelles

Faire tout passer dans le premier membre et étudier les variations
d’une fonction, avec souplesse, c’est-a-dire en remplagant éventuelle-
ment I’équation par une équation équivalente.

w FExercices 6.8, 6.10, 6.11

—— (e

L’application f :]0; 400 — R, z +— 2zlnz+3(x—1) est dérivable )

Résoudre ’équation :

2zlnz +3(z — 1) =0,

d’inconnue = €]0; 400l

(donc continue) sur ]0; 00| et, pour tout z €]0; o0 :
f'(z) =2(Inz+1) +3=2Ilnz +5,

d’ou le tableau de variations de f :

T 0 e—5/2 400

/() - 0 4+

< 0

f(z) 0 ~, _— =

Ona: zlnz — 0, donc f(z) — -3,
z —> 0 z — 0

et : f(x) . _T>+m +00.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte monotonie
de f par intervalles, f s’annule une fois et une seule dans |0; +ool.

On remarque : f(1) = 0.

On conclut : & = {1}.

Pour létude et la re-
présentation graphique
d’une fonction f faisant
intervenir des fonctions
circulaires réciproques

o Essayer un changement de variable qui pourrait permettre de
simplifier la fonction circulaire réciproque avec une fonction cir-
culaire directe.

w Exercices 6.10, 6.12

o Calculer la dérivée de f et essayer, dans certains cas, de recon-
naitre la dérivée d’une fonction plus simple.
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—{Eam

L’application f est 2w-périodique et paire.

Simplifier, pour z € R :

f(z) = Arccos 4/ 1_%.

On a, pour tout =z € [0; 7] :

2 sin? % oz
f(z) = Arccos — = Arccos ’ sin 5‘

= Arccos ( sin g) car g elo; m/2] C[0;

(
— Avocos (cos (2 - 2))

2

car —gE[O;W/2]C[0;ﬂ'].

e
ol 8
SIE

Méthode

Pour montrer que deux
fonctions sont égales sur
un intervalle

Montrer que les dérivées sont égales (si les fonctions sont dérivables
sur un intervalle) et que les fonctions prennent la méme valeur en au
moins un point.

=+ Exercice 6.11

— (el

o L’application

1
f:R* — R, z+— Arctanz + Arctan —
z

Montrer :
Vz € R*, Arctanz + Arctan l = 5g’ est impaire, dérivable sur ]0; +oo] et, pour tout z €]0; 400 :
T
1 1 1
DN _ . — : ! _ o
ou: e=-—-1lsix<0, e=1siz>0. f(z)_71+x2+( xZ)il 3
1+ (=)
T
1 1

T 1122 2241
donc f est constante sur Pintervalle ]0; +oo[.

Ona: f(l):Zg = g, donc :

vz €]0; +oof, f(z) = g

e Puisque f est impaire, on déduit :

Vo €] —o0; 0f, f(z)=—f(—x)= 7;

Pour résoudre une équa-
tion dans laquelle inter-
viennent des fonctions
circulaires réciproques

Essayer de composer par une fonction circulaire directe, de fagon a )
faire disparaitre les fonctions circulaires réciproques. On essaiera de
maintenir des équivalences logiques, ou bien on raisonnera par im-
plication et réciproque (lorsque la ou les valeurs obtenues sont assez
simples).

= FExercice 6.12
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z € [—-1/+/15; 1//15], et, d’autre part, si * < 0, alors le premier
membre est < 0, contradiction, donc x > 0.

Ainsi, z € [0; 1/4/15].

On a alors :
Arcsinz 4 Arcsin (V15z) = g
<=  Arcsin(V15z) = g — Arcsinz
| S —
€[0;m/2] €[0;7/2]

T
<= sin (Arcsin (V152)) = sin (5 — Arcsin ac)
<~ Vi =1 — 22
<= 1522 =1 — 2?2
x>0
= 16z =1
— g2=1

16
<~ = !
x>0 Ty

et on a bien 1/4 € [0; 1/4/15].

On conclut : § = {le}

s Méthode

Pour calculer une li-
mite se présentant sous
une forme indéterminée
et faisant intervenir des
fonctions usuelles

~
Si z € R est solution, alors on a 15z € [-1;1], donc
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(= )

Ve o e2z(ln:c)3 _ eZa:

3
Déterminer les limites suivantes : @) 4 T x4 \(ln 2) ) = j +oo Foo
2z 3 — oo
)i e**(Inx) — 400
a im —
B = € zt b) x2(ln(x3))2 =223In2)? = 272%(In2)®> — 0 0.
. 3 z —
) z E}n(ﬁ @ (In(=*) (ln(—m))2
. g 2 c) e:”(ln(—:v))zzfv4 e ~——2 — 0
c) lim =z e“’(ln(—w)) — T z — —o0
T —> = — O N——~—
& J — 0
\ J

-

_

1T Exemple d’équation a une inconnue réelle, faisant intervenir des logarithmes dans
diverses bases 1
Résoudre dans |0; +o00[ : logyz + log,x + loggr = ER

BT Exemple de systeme de deux équations a deux inconnues réelles, faisant intervenir
ch et sh

chx+chy=4
Résoudre dans R? : (S)
shx +shy =1.

BT Exemple de résolution d'une équation a une inconnue réelle, faisant intervenir

cos et sin
11

Résoudre dans R :  cos!! z — sin'!

z=1.
11 m Exemple de résolution d’un systeme de deux d’équations a deux inconnues réelles,

faisant intervenir des sinus

sin(zx + y) = 2z
Résoudre dans R? :

sin(x — y) = 2y.
BT m Calcul d’une limite faisant intervenir des cosinus en produit
Résoudre Iéquation, d’inconnue z € R : ch’z — sh’z = 1.
B m Calcul d’un produit de cosinus
n—1 ok
Calculer, pour tout n € N* : A, = ]}:[Ocos o 1"
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Enoncés des exercices

BT

:

:

374l Un calcul de Cosg

a) On considére 'application

37— sin 2
f:]—m; n[-{0} — R, z+— f(z)= w

sin x
Montrer que f admet un prolongement continu g & | — 7 ; [ et exprimer g (sans fraction).

b) En déduire la valeur de cos g

m Exemple d’équation portant sur des exponentielles

Résoudre dans R : 3" 4+ 4% = 57,
m Exemple de résolution d’un systéme de deux équations a deux inconnues réelles,

faisant intervenir des exponentielles

r+e=y+e¥
Résoudre dans R? :
2%+ ay +y? =27

Exemple d’étude de fonction faisant intervenir Arccos

Etude et représentation graphique de la fonction f d’une variable réelle donnée par :
f(x) = Arccos (222 — 1).
Une égalité entre fonctions composées de fonctions circulaires et hyperboliques,
directes et réciproques
1
Montrer :  Vz € [0; 400[, Arctan (shx) = Arccos (T)
chz

m Exemple de résolution d’une équation a une inconnue réelle, faisant intervenir

des Arcsin -
Résoudre dans R : (1)  Arcsinz + Arcsin 5=

5.
. 1
iJukk) Lien entre tanf et ——
cos
Soit P € R[X]. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) P est pair

(i) 3Q e R[X], V0 € } -5 g[ P(tan@):Q(Cos%e).

Exemple d’inégalités faisant intervenir des logarithmes

a) Montrer, pour tout (x,y) € R% tel que 0 < x < y : y—z T+ y
Iny —Inx 2
- k 1)(dn + 5
b) En déduire, pour tout n € N* : n(n + 1); n+5)

k=1 In (1 + %)

Exemple d’inégalité a une variable réelle, faisant intervenir un logarithme
1 1
Montrer : Vz €]0; +o0[, In (1 + —) <—.
z x(z+1)
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] Exemple d’équation a une inconnue réelle, faisant intervenir des puissances
1

N

Résoudre dans R : z®° =

5"

[ | Une fonction de deux variables réelles qui se simplifie

Simplifier, pour (z,y) € R? : f(z,y) = Arccos

] i) Sommes d’Arctan

a) Montrer, pour tout (a,b) € [0; 1[% :

1—2xy

VIt a2 /1+y2

a+b

Arctana + Arctan b = Arctan .
1—ab

1 1 1
b) En déduire la valeur de : S =5 Arctan 3 + 2 Arctan 8 + 3 Arctan a

Inz
log,z = —

1) Utiliser la formule : .
Ina

Se ramener a des exponentielles et faire le change-
ment d’inconnues X = e”, Y = e¥.

15} Montrer qu’on peut réduire l'intervalle d’étude, et
comparer avec cos? z + sin? z = 1.

m Elever au carré et utiliser 'inégalité classique :
Vt € R, |sint| < |t|, ou encore : sin? ¢ < 2.

m Montrer & > 0, puis utiliser ch?z — sh?z = 1.

sin 2a

m Remarquer, pour tout a € R — 7Z : cosa =
et effectuer un télescopage multiplicatif.

2sina

[i74) a) Développer sin 3z et sin 2z, puis simplifier la frac-
tion obtenue.

b) Remplacer « par 7/5.

Remarquer une solution particuliere.

En divisant par 57, amener la stricte monotonie
d’une fonction.

m Remarquer que t — t+ et est injective, d’ot z = y.

) Transformer I’écriture de f(z) en utilisant :
2cos?t — 1 = cos 2t.

Montrer que les deux membres sont dérivables, ont
la méme dérivée, et prennent la méme valeur en au
moins un point.

Faire passer un terme de 'autre coté, situer les deux
membres dans certains intervalles, et composer par
sin .

Séparer clairement les deux sens de 1’équivalence lo-
gique.
Pour (i) = (ii), exprimer la forme d’un polynéme

pair et exprimer tan26 a 1’aide de —-
cos? 0

a) En posant t = g, se ramener a ’étude des varia-
T

tions d’une fonction.

1
b) Remarquer : In (1 + E) =Ink+1)—Ink.
Etudier les variations d’une fonction, apres divers
changements de variable éventuellement.

1
Montrer x > 0, puis poser ¢ = x2 pour se rame-
ner & une équation plus simple, pour la résolution de
laquelle on pourra étudier les variations d’une fonc-
tion.

La présence de 1 + z2 fait penser a une
formule de trigonométrie contenant 1 + tanZt.

En notant ¢ = Arctanz, w = Arctany, exprimer
1—=zy

————— en fonction de t et u. Séparer en-

V1—a2y/1—y?

suite en cas selon la situation de ¢ + u.

a) Montrer que les deux membres sont dans [0; m/2]
et ont la méme tan.

b) Grouper les termes de fagon & appliquer a) plu-
sieurs fois.
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Corrigés des exercices

On a, pour tout z €]0; 400 :

11
logox + logyx + loggx = £

Inzx Inz Inz 11

= —+—+— =—
In2 In4 In8 2
Inz " Inzx Inz 11
In2  2In2  3mn2 2
lnx<1+1+l)_ 11
In2 2 3/ 2
Inx 11 6
= —=—-—=3
In2 2 11
<— Inz =3In2=In8 <= z=238.

On conclut que ’équation proposée admet une solution et
une seule, qui est 8.

On a, par addition et par soustraction :

e +e¥=5H
(S) =
e P+ e¥Y=3.

Notons X = e*, Y = e¥. On a:

X+Y =5
® =011
X'y
X+Y=5 X+Y=>5
— <~ 5
X +Y =3XY XY = —.
3
L’équation du second degré t2 — 5t + g =0 a pour dis-
5
criminant A = 25 — 4§ = 3 donc admet pour solutions
/55
544/ —
15 £ /165
t= 5 3 _ 5 , qui sont tous les deux > 0.

On obtient X et Y, & 'ordre prés, puis x et y par
z=InX,y=InY.

On conclut que le systéme proposé a deux solutions exacte-

( 15 — /165 15 4+ /165
In 6 In G )

ment, le couple et le couple

)

renversé de celui-ci.

1) Soit = € R une solution. Notons t = —z.
On a alors : cos!! ¢ +sinllt = 1.
Comme cos? t +sin?t = 1, on déduit :

(cos? t — cos't t) + (sin? t — sinl! ) = 0,

>0 >0

O\f\f(ﬁé,g Ggﬁ,é oxovi CLCZg ]

cos?t —coslt=0
d’ont ,
sin?¢ —sinllt =0

cost € {0,1}
puis

sint € {0,1}
donct=0 [27] ou t = g [27],

™
puis ¢ =0 [27] ou s=—o [27].

2) La réciproque est immédiate.

On conclut que ’ensemble S des solutions de ’équation pro-
posée est : S = (— g + 27TZ) U 27Z.

1) Soit (z,y) une solution.
sin?(z + y) + sin?(z — y) = 42?2 + 43>,
vVt € R, [sint| < [t],

On a alors :
Mais, d’autre part, on sait :

d’out :

sin?(z +y) +sin?(z —y) < (x +v)? + (z — y)? = 222 + 242,

On déduit : 4(x? + y?2) < 2(2? + y?),
d'ott 22 +4%2 =0, puisz=y=0.
2) Réciproque évidente.

On conclut que le systéme proposé admet une solution et une
seule : (0,0).

Il est clair que x = 0 convient.
Soit z € R convenant, tel que = # 0.
On a alors : sh®z = ch®z —1 > 0, donc shz > 0, puis = > 0.

ch®z —shz =1
On a :
ch?z —sh?z =1

d’oll, par soustraction : ch®z — ch?z = sh®z — shzx,

donc : ch®z(ch®z — 1) = sh?z(sh®z — 1).
h2z(ch3z — 1
On a: sh?’x—lsz)>0.
sh*x
ch?z > sh?z >0
Ainsi :

ch®z —1>sh3z—1>0,

donc, par produit :  ch?z(ch3z — 1) > sh2z(sh3z — 1),
contradiction.

On conclut : § = {0}.

On a, pour tout a € R : sin2a = 2sinacosa,

in 2
donc, pour tout a E R —7Z : cosa = sm. a.
2sina
Soit n € N tel que n > 2.
2k
Ona: Vke{0,..,n—1}, o1 €]0; n[C R —7Z.

-~

CORRIGES
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D’ou, par télescopage :

2k+1g
n—1 2k7r n—1 sin on 1
Ap = HCOSQn_l = H — oF
k=0 k=0 2sin
27 — 1
2k+1g 2™
n—1 sin sin
:il—[ 2n—1 _ 1 "an—1
2" 20 24 M gin T
sin o 1 on _ 1
n
Comme T T+ L,
2n —1 2n —1
2n 1
on a: sin T :—sinL, et donc: Ap = ——.
2n —1 2n —1 2n
D’autre part : Ay =cosm = —1.

-1 si n=1
On conclut : Vn € N*, A, =

a) On dispose des formules de trigonométrie :

1
on

sin2z = 2sinz cosz, cos2x = 2cosZx — 1,
d’onr :
sin 3z = sin(2z + x) = sin 2z cos x + sin x cos 2z
= 2sinz cos? & + sinz(2cos® z — 1) = sinx(4 cos® z — 1).
On en déduit, pour tout €] — 7 ; w[—{0} :

sin 3x — sin 2x

f(=)

sinx

sinz(4cos?z — 1) — 2sinz cos

sin x

= dcos’z —2cosz — 1.

L’application

g:]—7m;7[ — R, z+— g(x)=4cos?z —2cosz—1

est continue et prolonge f & |—7; 7[, ce qui montre le résultat

demandé.
b) Notons a = %

. 3w .2
sin — — sin —
Ona: a€]—m; w[—{0} et f(a):77T5:07
sing

. 3w . ( 37r) .27

car sin— =sin (7 — — ) =sin —.
5 5 5

D’ou, d’apres a) : g(a) = f(a) =0,

donc : 4cos2a — 2cosa —1=0.

On résout cette équation du second degré. Le discriminant

2+v20 1x+V6

Aest: A=4+416 = 20, donc cosa = 3 1

T 1+V6
4

Mais cosa > 0, et on conclut : cos g =

~ 0,809...
96

¢ On remarque que 2 est solution :

324+4%2=9+16 =25 =52

¢On a, pour tout x € R :

4
3% 4+ 4% = 5% — (§)x + (7)38 —1.
5 5
Considérons l'application f : R — R définie, pour tout
r € R, par :
o= (3) +(5) —1=ermia e

L’application f est dérivable sur R et, pour tout z € R :

5 5
>0 —— >0
<0 <0

F@) = () emnte (1nd) 7t <o

Il en résulte que f est strictement décroissante sur R, donc
injective, et donc I’équation proposée admet au plus une so-
lution.

Finalement, ’équation proposée admet une solution et une
seule, 2.

L’application f: R — R, t+— t+ e! est dérivable sur R
et : Vt € R, f/(t) =1+ el > 0, donc f est strictement
croissante, donc injective. D’ou :

z+ e’ =y+eVy << z=y.
Puis :

2

22 4ay+y? =27 = 322 =27 = 22 =9 <= z=43.

On conclut que ’ensemble des solutions du systéme proposé
est {(—3, =3), (3, 3)}.

1) Ensemble de définition
On a, pour tout z € R :
-1<222-1<1 <= 0< 222 <2
—= 22<1 = zc[-1;1],
donc Déf (f) =[-1; 1].

On remarque que f est paire, et on peut donc restreindre
Pétude & = € [0; 1].

2) Transformation de Uécriture de f(x)

Soit « € [0; 1]. Notons t = Arccosz € [0; g] On a:

f(z) = Arccos (222 —1) = Arccos (2 cos? t—1) = Arccos (cos 2t).
Comme 2¢ € [0; 7], on obtient : f(z) = 2 Arccos z.

8) Tracé de la représentation graphique de f

Pour € [0; 1], on trace la représentation graphique de
Arccos, puis on multiplie les ordonnées par 2 (affinité d’axe
z'x, de direction y'y, de rapport 2), puis on effectue la symé-
trie par rapport a y'y.
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Corrigés des exercices

-1 O 1

Notons f,g : [0; +oo[ — R les applications définies, pour
tout z € [0; +oof, par :
1
f(z) = Arctan (shx), g(z) = Arccos (—)
chz

Par composition, f et g sont continues sur [0; +oo[, déri-
vables sur ]0; +ool, et, pour tout z €]0; 400 :

, chx chx 1
)= — = = —_—,
(@) 1+ sh?z ch?z  chz
1 —shz chzx shz 1
g(z) = — = - =
1 1 ch®x ch2z —1 ch‘z che
ch?z
donc f' =¢'.

Il existe donc C' € Rtel que: Va € [0; +oof, f(x) = g(x)+C.

En remplagant = par 0, comme f(0) = 0 et g(0) = 0, on
déduit C' = 0 et on conclut : f = g.

On a, pour tout z € [—1; 1] :

(1) = Arcsing = g — Arcsinz.

Comme le premier membre de cette équation est dans

[7 g ; g] et que le second est dans [0; 7], on a :

ngrcsinze [fg,g] (2)
(1) = .
™
sin (Arcsin 7) =sin (f — Arcsin a:) (3).
2 2
On a
(3) — g = cos(Arcsinz) <= g =v1—-2?
x>0 x>0 2
— — — r=—F=.
22 = 4(1 — 2?) 502 =4 V5
Ainsi, I’équation (3) a une solution et une seule, x = —, et

on a alors, pour cette valeur de x :

T T T o
— — Arcsinz € [O; f] C [77; f],
2 2 22

donc z est aussi solution de (2).

Finalement, l’équation proposée a une solution et une
NG

(i) = () :

seule,

On suppose P pair. Il existe n € N, ag,...,an € R tels que
n
P=> apX?.
k=0

™ ™
On a, t tee]—f;f[:
n a, pour tou 2 2

P(tan@) = Z aptan?*o = Z ay (tan?0)*
k=0 k=0

1—cos20\k " 1 k
W) = S ()
‘ = cos? 0

1
cos2 6

1
Qr (72) , ol Q est un polynoéme de R[X]. On a alors, en
cos? 0

k
Pour chaque k € {0,...,n}, ( 1) se développe en

n
notant Q = Z aka :

k=0

= 1
P(tan6) = ,;a'“Q’“(cosw) =

Q<005126'>'

(i) = () :
On suppose qu'il existe @ € R[X] tel que :
T 1
v € ] -3 5[7 P(tan®) 7Q<m).
Soit € R. En notant § = Arctanx, on a x = tanf et :

P(—z) = P(—tan6) = P(tan (—6)) = Q(#(_g))

= Q(ﬁ) = P(tan6) = P(z),

donc P est pair.

a) On a, avec les notations de 1’énoncé, et en notant (1) I'in-
égalité voulue :

(1) <= 2(y—2) <(z+y)(ny —Inz)

— 2(%—1)<(1+%)m%

En notant ¢ = 2 €]1l; +o0f, on a:
x

t—1
1) <= 2t-1)< (t+1)Int <~ lnt>2t+—1.
L t—1
L’application f:[1; 400 — R, t+— f(t) :lnthm.
est dérivable sur [1; +oo[ et, pour tout t € [1; +oo :
1 t+1)—(t—1 1 4
f/(t):*72(+) ( ):77
t (t+1)2 t (t+1)2
D24 (t—1)2

W+ 12 = >0 et >0sit#1.
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11 en résulte que f est strictement croissante sur [1; +ool.
De plus, f(1) =0, d’ou : Vt €]1; +oo[, f(t) >0,
ce qui montre 'inégalité voulue.

b) On a, pour tout n € N*
(k, k+ 1) a la place de (z,y) :

en utilisant a) appliqué a

(k+1)—
In(k + 1) —

k m k+(k+1
> T =2k Zk ( )

k 11n(1+g) k=1

n n
1 nn+1)2n+1) 1n(n+1)
=Y K4+-> k= =
2 K52, 6 T3 2
1

Ink

n

_ n(n+1)(4n +5)
12 ’

1 1
Par le changement de variable t=14+— > 1, x = T

z _
on a, en notant (1) I'inégalité demandée :

1 t—
1) &= ht ——= <= ht< ———.
1 - - <7
Puis, en posant u = vt > 1, t = u?

(1) <= m@)< !

1
< 2lhu<u— —.
u
L’application
1
fill; 400 — R, ur—— f(u)=u———2lnu
u
est dérivable sur [1; 4o00[ et, pour tout u € [1; 400 :

(w1

u2

1 2 wl+4+1-2u

f()—1+u*2*a= 2

= 0.

11 en résulte que f est croissante sur [1; +ool.
De plus, f(1) = 0. Onadonc f >

1
Si x € R est solution, alors =2 existe, donc x > 0.

0, d’ou le résultat demandé.

1
3 1
De plus, 0 n’est pas solution, car : 0°% =0° =1 >
1 1
D’autre part, si > 1, alors 2 > 1, puis %2 > 1,
donc x n’est pas solution.
On peut donc supposer : z €]0; 1].
1
Notons t =2 > 0. On a:
i 1 1
2 =~ > gilnz=1In-
2 2
In2
— tln(t?)=—-In2 < tlnt+ - =0
In2

Considérons f:]0; 1] — R, t+— f(t) =tlnt+ -
L’application f est dérivable sur ]0; 1] et :
vt €]0; 1], f'(t)=1+Int,

d’ou le tableau des variations de f :

t 0 e 1 1
(@) - 0 +
s | =2 In2
2 — <0 —— 2
In2
Et: fle ) =—e 14+ 2%~ 0,021 <0.

Il en résulte que f s’annule en deux points exactement.

De plus, on remarque :
In2

G =gty =0 S(G)=gmiry =0

11
Ainsi: f(t) =0 <= t¢€ {7, 7}.
4’2
Enfin, comme z = t2, on conclut que ’ensemble des solutions

de I’équation proposée est { 6 4}

On peut controler :

. 1 1 51 .3 Iy: 1
S O P E AL e AL,
16 16 4 16 2
. 1 1 1Ns % N 1
esiz=-,ona:zx 2:<7 :(,) ——
4 4 4 2
Soit (z,y) € R2. Notons t = Arctanx, u = Arctany. On a
2
donc: z =tant, y=tanu, (t,u)€ ] ,g; ;r[

On calcule :

1—zy 1 —tanttanu 1 —tanttanu

T V1 tantV/1 + tanu L 1
| cost| | cosul

VIF22/14 42

1 —tanttanu . .
= —7 7 — =costcosu—sintsinu = cos(t + u).

cost cosu

11 en résulte, puisque cos(t + u) € [—1; 1] et que Arccos est
définie sur [—1; 1], que f est définie sur R2.

De plus : t+u €] — 7; w[. Séparons en deux cas :
elercas:t+ué€[0;«

Alors :

f(z,y) = Arccos (cos(t +u)) = t + u = Arctanz + Arctany.

e2cas:t+u€]—m;0

Alors, —(t 4+ u) € [0; 7|, donc :

f(z,y) = Arccos (cos(t + u)) = Arccos (cos (- @t+ u)))
—(t +u) = —(Arctanz + Arctany).
Enfin :

t+u>0 <= Arctanz >
<= Arctanz > Arctan (—y) <= z >

—Arctany
—y <= z+ty >
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Corrigés des exercices

On conclut :
Y(z,y) € R2, f(z,y) =sgn (z + y)(Arctan z + Arctany),
ou sgn : R — R est la fonction signe, définie par :

-1 si a<0
Va € R, sgn(a) = 0 si a=0

1 si a>0.

a) Soit (a,b) € [0; 1[2.

Notons u = Arctana, v = Arctanb.

On a alors, par une formule de trigonométrie sur tan :
tanwu + tanv a-+b

tan (u+v) = = .
(utv) 1 — tanu tanwv 1—ab

Comme (u,v) € [O; E[z,ona u+v e [O; g[

4

b
et on déduit : u 4+ v = Arctan 1a7+b’ d’ott le résultat voulu.
a

b) On applique a) de fagon répétée :

1 1
S = 2 (Arctan 3 + Arctan 1—8)

1 1
+3 (Arctan 3 + Arctan E)

1 4 1 1 1

= 2Arctan _8 18 + 3 Arctan 8 57
1 1 1 1 1
8 18 8 57

2 1
2 Arctan — + 3 Arctan —
11 7

2 1 1
2 <Arctan m + Arctan ?> + Arctan -

2 " 1
11 " 7 1
2 Arctan 1L _ T + Arctan —
1 2 1 7
11 7

1 1
2 Arctan — + Arctan —
3 7

1 1 1
(Arctan 3 + Arctan ?) + Arctan 3

Arctanl =

1
—2—L— 4 Arctan 3
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Vi o Fav ?

0 Vr € R, ch(2z)=2ch*z — 1.

m Vo € R, sh(2z) = 2sh’z — 1.

L’application sh : R — R est bijective.
m VreR, [sinz|< |zl
| e”
m Comme la puissance ’emporte sur le logarithme, on a : M — 0.
\/E xr — +oo

Inz 31‘26 z — 0.
( )
r — +o00

La fonction Arcsin est continue sur [—1; 1], dérivable sur | — 1;1[, non dérivable en —1
nien 1.

1
m Vz €]0;+00[, Arctanz + Arctan — = g
x

m Vo € [-1;1], Arcsinx + Arccosz = g

NN Vo € R, Arcsin (sinz) = z.

(< <] (<]
R | R

<]
(|

<]
T

<]
[Tl

<]
T

<]
[T

<]
R

<]
T
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Vrai ou Faux, les réponses

-\@ ol E PIVE'N les \féb[)oméaé

2z —2x T —x 2_2 x —x\ 2
Ona: ch(2x):e +26 :(e +62 ) :2(e +2€ ) —1:2ch2x—1.
Poursz,onash2:z::0et2sh2x—1:—1.

La formule correcte est : sh2x = 2shxchz.

L’application sh est continue, strictement croissante et de limites —co en —oo et 400 ]
en 400, donc, d’apres le théoréme de la bijection monotone, sh est bijective.

m Les applications f : x — & —sinz et g : * — x4 sinx sont dérivables sur R et, pour
tout x € Ry, f/(x) =1—cosxz >0et ¢'(x) =1+ cosx > 0, donc f et g sont croissante
sur Ry .
Comme f(0) =0 et g(0) =0, on déduit f > 0 et g > 0, c’est-a-dire :
Ve € Ry, |sinz| <z = ||
Enfin, pour tout z € R_ : [sinz| = |sin(—z)| < —z = |z|.

m L’explication donnée et la réponse donnée sont fausses : In(z + e*) n’est pas vraiment
un logarithme, & cause de la présence de e”.

In(z+ e®) _ln(em(x e 4+1)) z+In(l+ze?)

O P
na /T NG NG
In(l+xe™%)

. 3,2 _ —x __ (lnx)g 3  —x
mOna. (Inz)°z“e™ = e wj+000. Vi

" — 0

— 0

C’est un résultat du cours. [ |

1
m L’application f :]0;+o0o[ — R, z —— Arctanz + Arctan — est dérivable sur ]0; +o0| |
x
et, pour tout = €]0;400] :

1 1 1 1 1
F@=rrmt (-2 - =0,

donc f est constante sur l'intervalle ]0; 4+ool.

Comme f(1) =2 Arctan (1) = 2% = g, on conclut au résultat proposé.

m Soient = € [-1;1], t = Arcsinx.
On a alors z = sint et t € [-7/2;7/2], donc /2 —t € [0;7] et cos(w/2 — t) = sint,

d’ou, par définition de Arccos : 5~ t = Arccosx, d’ou le résultat proposé.

Contrexemple : & = 7. [

Une formule correcte est : Vz € [—n/2;7/2], Arcsin(sinz) = z.
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e Calculs de primitives

e Calculs d’intégrales.
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e Linéarité, primitivation par parties, changement de variable
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e Méthodes du cours pour calculer les primitives de certaines
fonctions.
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Les méthodes a retenir

s Mé‘HAoané

Méthode

Pour calculer une
primitive du type

x)—/f »)dz,

ou f a une primitive
simple et g a une dérivée
simple

&\L f&'!'Q,VLl-Jf ]

Effectuons une primitivation par parties, avec :

1
I
u = Arctanx =112
v = 13 =z3 a? 1
v=—— = —
z -2 22

olt u,v sont bien de classe C'* sur ]0; +oo[ :
1 1 1
—m Arctanx —/—m 1+—m2 dx

Arctanz 1 / 1 d
—_ 4+ - | ————dz
22 22(1 + 22)

Arctanz 1 1 1
ey — _—_—— )4
222 + 2 / (.zz 1 +ac2) o

Arctanz 1 1
— = + 5(— P Arctanm) +C,

I(z) =

ot C' est une constante sur ]0; +oo.

Méthode

Pour calculer une pri-
mitive du produit d’'un
polynéme par une expo-
nentielle :

):/P(m) e da,
ou P e K[X], @« € K*
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— &0

D’apres le cours, il existe (a, b, ¢) € R3 tel que :
Vo eR, I(z)=(az®+bx—+c)e? +C,

ou C' est une constante sur R

Le triplet (a, b, ¢) convient si et seulement si, en dérivant :

x 1 T
2 ez :(E(ax2+bx+c)+(2ax+b)) ez

= (%azz + (%b+2a)w+ (%C-i-b)) es.

11 suffit que :
1 1 1
—a=1, =b+2a=0, - b=0.
2 g0 2¢t
On obtient :
a=2, b=—-4a=-8, c=-2b=16.
On conclut :

I(z) = (22> — 8z +16) e T + C,

ou C est une constante sur R.

Méthode

Pour calculer une primi-
tive du produit d’un po-
lyndéme par un cosinus
ou un sinus :

I(z) = /P(af;) cos Bz dx,

J(z) = /P(m) sin Bz dz,

ou P e R[X], B € R*

Considérons aussi
A(z) = /:ccos:cdac.
On a:

A(z) + il(z) = /w(cosx+ isinz)dz = /x el®dg.
D’apreés le cours, il existe (a, b) € C2 tel que :
Ve eR, A(z)+ il(z)=(ax+b)e'®+C,

ol C est une constante (complexe) sur R.

Pour cela, il faut et suffit, en dérivant, que :

Vr € R, zeizz(i(az+b)+a)eiw
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et il suffit que :

c’est-a-dire :

On a donc :
/zeizdxz (miz+1) e+,
ot C est une constante (complexe) sur R.

En développant, on a :

A(z)+ iI(z) = (—iz+1)(cosz+ isinz)+C

= (cosz+xsinz)+ i(sinz —xcosz) + C,

et on conclut, en prenant la partie imaginaire :
I(z) =sinz —zcosz + C1,

ot C est une constante (réelle) sur R.

On pouvait aussi, plus simplement, effectuer une intégration par par-

ties.

Méthode

Pour calculer une primi-
tive du produit d'un po-
lyndéme, d’une exponen-
tielle, et d’un cosinus ou
sinus (trois facteurs) :

/P(z) e “* cos fx du,
/P(x) e **sin B d,

ou P € RX], € K*,
B eR*

Méthode

Pour calculer une primi-
tive d’une fraction ra-

tionnelle
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— &0

On a, en utilisant une décomposition en éléments simples facile : )
1 1
I = - d
(ac) / (z +1 x + 2> *
1
= / dz — / L dz
r+1 T+ 2
= In(z+1)—In(z+2)+C,
ol C est une constante sur | — 1; +o0[.
\ J

Méthode

Pour calculer une primi-
tive d’une fraction ra-
tionnelle en cosx et
sinx :

/ R(cosz,sinz)dx

~
Linéarisons :
2 2 L. o2 1
sin® z cos” ¢ = —sin“ 2z = — (1 — cos4x),
4 8
d’otr : 1 1 4
sin 4z
I(x) == [ (1 —cosdx dwz—(x— ) C
@ =3 /¢ yao=2(o- T2 40,
ou C est une constante sur R.
J
.3 )
sin® x N
En notant w(z) = T dz, on a w(—z) = w(z), donc, d’apres les
régles de Bioche, on peut effectuer le changement de variable ¢ = cosx
(ce que l'on pouvait aussi intuiter directement) :
() = / sin? zzsinz de
cos? x
1—t2 1 1
- / > (—dt):/(l—t—z)dt:t+;+0
1
= cosx+ —+C,
cosw
ot C' est une constante sur | — w/2; 7/2][.
§ J
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d
En notant w(z) = * , onaw(m—x) = w(z), donc, d’apres les régles
cosx

de Bioche, on peut effectuer le changement de variable t = sinz :

1
/ dx:/ cosx dw
cosx cos? x
dt 1 14+t
Y —| c
/1—1&2 S Feri

I(x)

1 1+ sinz
= _——p_— 77
2 1-—sinz

ot C' est une constante sur | —7/2; 7/2[.

~

dzx

3+ cos?x
régles de Bioche, on peut effectuer le changement de variable ¢t = tanx :

1 dt 1
/ 1 1+t2:/4+3t2dt
34—

142
1/ 1 1 ( t)
= - —dt: _ArCtan \/5— +C
N2
4 1+(«/§ ) 2v3 2

En notant w(z) = , on a w(m+ ) = w(z), donc, d’apres les

I(x)

1 tanzx
= —— Arctan (V3 ) + C,
2V/3 ( 2

ot C est une constante sur | — w/2; w/2].

~

Méthode

Pour calculer une primi-
tive d’une fraction ra-
tionnelle en ch x et shz :

I(z) = /R(chx, shz)dz
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Pour calculer [ tanzdz, en notant w(z) = tanzdz, on a w(—z) =

w(x), donc, d’apreés les régles de Bioche, on ferait le changement de
variable ¢ = cos z, donc on fait ici le changement de variable t = chz :

I(z):/thzdm:/Sh—xdwz/g:ln|t|+C:lnchz+C,
chz t

ou C est une constante sur R.

Méthode

Pour calculer une primi-
tive

@) = [ fa)da.

un méme groupement
o(x) apparaissant plu-
sieurs fois dans f(x)

d N\
Effectuons le changement de variable t =1+ Inz, dt = @ :
T

I(z) = /%dt:/(t’s-i-t’z)dt
t=2 ¢ 1 1

= —+—+C=-—=--+C
Sttt 262 ¢t

1 1 3+ 2Inzx

- - -2tz o
21+1Inz)2 1+Inz + 2(1 + Inx)2 +

ot C' est une constante sur |1; +oof.

Méthode

Pour calculer une primi-
tive d’une fonction ra-
tionnelle en x et en
ajar+b

cx+d -’

e
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—(Ea

Calculer la primitive

I(x):/dﬁdx

(variable z €]0; 1[).

I(:v):/lix\/Zdw.

Effectuons le changement de variable

. z t? 2t ar
= €r= — r= ——- s
1—z’ 14¢2’ (1+12)2

Alors
1 2t 2t2
I = t dt = [ ——=dt
@) /1 2 (1 +1t2)2 /1+t2
1+ t2

1
2/ (1 - 1+719) dt = 2(t — Arctant) + C

2 ro_ 2 Arctan

1—z -z

+C,

ot C est une constante sur |0; 1[.

~
_ Essayer de faire un changement de variable qui échange les bornes.
Pour calculer une inté-
grale avec bornes parti-
culieres )
= Exercice 7.10
\ J
— D ~
On a, par le changement de variable ¢ = g — x, qui échange les bornes :
0 /2
Calculir I= / (g —t)(sin® t+cos® t)(— dt) = / (g —t) (cos® t+sin3 t) dt
II= / z(cos® © + sin® &) da. /2 0
® T [T/2 /2
=3 / (cos® t + sin® t) dt — / t(cos® t 4 sin® t) dt,
0 0
notée J c’est T
™
dou: 21 = —J.
2
Calculons J en décomposant par linéarité et en effectuant le change-
ment de variable u = g —t dans la seconde intégrale :
/2 /2 /2 0
J = / cosstdt—/ sin® t dt :/ cosStdt+/ cos® udu
0 0 0 /2
/2
= 2 / cos® udu.
0
N— ——
notée K

Enfin, par le changement de variable y = sinu :
/2 1 y
K:/ c0s2ucosudu:/(lny)dy:[y—g] =1-
0 0

4
On déduit J=2K = —, puis: [ = Tr=".
3 4 3
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BT Primitives par primitivation par parties, ou par connaissance de la forme du résultat

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant 'ensemble de validité
a) /lenmdx, c) /(—x3+x2—2x+3)e_wdx.
b) /x2 coszdz et /x2 sin z dz,

1T 7472 Primitives de fractions rationnelles

Calculer les primitives suivantes (variable z), en indiquant I’ensemble de validité

)/ ! d _ g

¢ @+ D)z+2) ¢) /x10+1 z
2+’ —z+1

b)/ @) dx

BT Primitives ou intégrales de fonctions rationnelles en sinz et cosx

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité (questions
a) a e)), et intégrale suivante (question f)) :

4 cos® x

a cos” x dx d

/ / ) / 2 +sinx)

b) /sinxsinQ:csin?):z:dx e) / sinw = cos ¢

4 —|— sinx + cosx
sin® x sinx
—d
¢) / cos® x 1 / sinx + cosx .
ERrT] 749 Primitives de fractions rationnelles en shz et chzx

Calculer les primitives suivantes (variable z), en indiquant I’ensemble de validité :

1
4
9 /Shm <) /Wd

b) /ch:z:ch31:dx

BT Primitive du produit d’un polynéme, d'une exponentielle et d’un cosinus

Calculer / re”coswdr.
110
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Primitives par changements de variable

Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant I’ensemble de validité :

3+Inz 5
)/4+1n:c c) /\/:c vV + zda.

*’) /de

Primitives par primitivation par parties et changement de variable
Calculer les primitives suivantes (variable x), en indiquant ’ensemble de validité :

Arcsin Arctanz
@) / (1 \/— b) / x? d
— )

Calcul d’une intégrale de fraction rationnelle en sinz et cosz

dz

w/2
Calculer l'intégrale I = / —_—
o 3+cosz

74') Primitive de fraction rationnelle en shz et chx

1
Calculer la primitive / ——— dz , en indiquant ’ensemble de validité.
3+4chz
Intégrales avec bornes particuliéres
Calculer :
¢ Arct
a)I:/ de, a € [1; +oof fixé
1/a T
/4 Un(1 U Arct
b)I:/ In(1+tanz)dz, puis J:/ n(——i_;)dx et K:/ Arctant o
0 0 1 + xZ 0 1 + X
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-Pw mal & domavver ?

a) Primitiver par parties pour faire disparaitre le lo-
garithme.

b) Grouper les deux intégrales pour faire intervenir
iz
e'®.

¢) On connait, d’aprés le cours, la forme du résultat.

a) Décomposer en éléments simples.
b) Décomposer en éléments simples.

c) Effectuer le changement de variable ¢t = x°,
puisque l’expression sous lintégrale contient (x®)2
et x* dz.

a) Linéariser.

b) Linéariser.

¢) Les régles de Bioche indiquent le changement de
variable ¢t = cos x.

d) Les régles de Bioche indiquent le changement de
variable t = sin .

e) Remarquer que le numérateur est presque la dé-
rivée du dénominateur.

f) Les regles de Bioche indiquent le changement de
variable ¢t = tan x.

a) Linéariser.

b) Linéariser.
¢) Les régles de Bioche, adaptées aux fonctions hy-
perboliques, indiquent le changement de variable
t=chuz.

7)) Faire intervenir une exponentielle complexe. Ensuite,
faire une primitivation par parties.

74} a) Effectuer le changement de variable ¢ = Inz, puis
reconnaitre une dérivée.

b) Effectuer le changement de variable t = /e® + 1.

c¢) Effectuer le changement de variable t = \/x, puis
le changement de variable v = t3 + 1.

a) Primitiver par parties pour faire disparaitre
Arcsin /7, puis utiliser le changement de variable

t= .
b) Primitiver par parties pour faire disparaltre
Arctan, puis utiliser le changement de variable
t = a2,

Les régles de Bioche indiquent le changement de va-

riable ¢ = tan g

74N Les régles de Bioche, adaptées aux fonctions hyper-
boliques, indiquent de faire le changement de variable

t = th —, ou bien le changement de variable u = e¥,

ce dernier étant en général plus simple & mettre en
oeuvre.

a) Effectuer un changement de variable qui échange
1
les bornes : y = —.
b) Effectuer un changement de variable qui échange
les bornes : t = T_ x. Pour calculer J, faire le chan-

gement de variable t = tanz. Pour calculer K, inté-
grer par parties.
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Corrigés des exercices

a) La fonction f : x +—— 2?lnz a pour ensemble de dé-
finition D = ]0; +oo[ et f est continue sur D, donc

I(z) = /f(x) dz est défini pour tout z € D.

On a, par une primitivation par parties, pour des fonctions
de classe C:

3
x
u/(x):x2 u(x): ?
= 1
v(z) =Inz () = L,
x
3 3 1
I(x):/ac21n:cda::x—lnx—/z—-fdx
3 3 =z
$3

1 1 1
:—lnx—f/agdx:7:1:311’130—7303—1—0,
3 3 3 9

ou C est une constante.
On peut d’ailleurs controler ce résultat par dérivation.

b) Les fonctions f : x — x2cosx et g : © — xsinz ont
pour ensemble de définition D = R et sont continues sur

D, donc I(z) = /f(a:) dz et J(z) =
pour tout x € D.

/g(ac) dz sont définis

On a,
I(z) + iJ(:z:):/‘:n2 el®dy.

en faisant intervenir l’exponentielle complexe

D’apres le cours, on connait la forme de cette primitive : il
existe (a,b,c) € C3 tel que :

/w2 ei®de = (ax? + bz +c¢) e '®.
On a alors, par dérivation, pour tout z € D :
) d )
2 iz 2 iz
zve'® = —((ax“*+bxr+c)e
(¢ e i)

= (az® + bz +c)i e+ (2ax +b) e !
= (iax2+(ib+2a)m+(ic+b)) el?,

Il suffit donc que : ia=1, ib+2a=0, ic+b=0.
On résout ce systéme en cascade, et on obtient :
1 . 2a b .
a=—=—1i, b=——=2, c=——=2i.

i i i

Ainsi : z2eixdx:(—i12+2m+2i)ei‘”+C’, ou C
est une constante (complexe).

On peut d’ailleurs controler ce résultat par dérivation.

On développe de fagon a pouvoir ensuite séparer la partie
réelle et la partie imaginaire :

I(x) 4 iJ(z) = (—iz? 4+ 2z + 2i)(cosz + isinz) + C

2sinx + 2z cosz — 2sin )

+i(—z?cosz + 2xsinz + 2cosz) + C,

=(z

O\f\fliﬁéé d&; w\fudé ]

et on conclut :
I(z) = z%sinz + 2z cosx — 2sinz + Cy
J(z) = —x? cosx + 2xsinz + 2cosx + Cy,
ou C1, C3 sont des constantes (réelles).

On peut d’ailleurs controler ce résultat par dérivation.

¢) La fonction f : & — (=23 + 22 — 22 4+ 3)e ~® a pour
ensemble de définition D = R et est continue sur D, donc

I(z) = /f(a:) dx existe pour tout = € D.

On connait la forme du résultat :
il existe (a,b,c,d) € R* tel que, pour tout € D :
I(z) = (ax® + bz® + cx + d)e * + C,
ot C est une constante (réelle).
On a, en dérivant, pour tout x € R :
I'(x) = (3az® +2bx +¢) e ™% — (az® + ba? +cx +d) e
= (—a:r3 + (3a — b)a® + (2b— )z + (c—d)) e 7.
11 suffit donc de trouver (a, b, ¢, d) solution du systéme :
—a=-1, 3a—-b=1, 2b—c=-2, c—d=3.
On résout ce systéme en cascade, et on obtient :
b=3a—-1=2, ¢c=2b4+2=6, d=c—3=3.

On conclut :  I(z) = (23 + 222 + 6z +3) e "% 4+ C,
olt C est une constante (réelle).

a=1,

On peut d’ailleurs controler ce résultat par dérivation.

1
a) La fonction f:z +—

z(x+1)(z+2)
de définition D = R — {—2, —1, 0} et f est continue sur D,

donc I(z) =

a pour ensemble

/f(x) dx est défini pour tout = € D.

On effectue une décomposition en éléments simples :
1 _a b c

XX +1)(X+2) xtTxritxse

ol (a,b,c) € R3 est & calculer.

On rrllultiplie par X puis on remplace X par 0, et on obtient :

a = —.

2
On multiplie par X + 1 puis on remplace X par —1, et on
obtient : b = —1.

On multiplie par X + 2 puis on remplace X par —2, et on
obtient : ¢ = —.

2
On a donc :

1
XX+ 1)(X +2)

—_

. +
X X

+
—
N | =
>
+
M‘.

1
T2
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ce que l'on peut d’ailleurs controler par réduction au méme
dénominateur dans le second membre.

J[C

2z x4+ 1 242

1 1 1 1 1

7/7dx—/ dz+7/ dx

2 x r+1 2 T+ 2
1

= 51n\x| Inlz+1]+ = ln|a:+2|+C()

ou C : D — R est une apphcatlon constante sur chaque
intervalle de D, c’est-a-dire :

On a donc :

I(z) =

C:D=R-{-2, —1,0} — R,
Cq si T < —2
C si —2<zx<—1
z+— C(z) = 2
Cs si —1<z<O0
Cy si 0<uez,
ou (Cl, Cs, Cs3, C4) c R4,
2
On peut aussi écrire :  I(z) =In % + C(z).
5 3 _ 1
b) La fonction f:z +— S i ;;(xe +:171;r a pour ensemble

de définition D = R* et est continue sur D, donc

I(z) = | f(x)dz est défini pour tout z € D.
On effectue une décomposition en éléments simples :
XP+X2-X+1 b X+d
o TA AT gy -2 ,
X2(X2+1) +X2+X+X2+l

ot E € R[X], (a,b,c,d) € R? sont & calculer.

On calcule E comme quotient de la division euclidienne de

X5 + X3 — X + 1 par X2(X? + 1), et on obtient : E = X.

On multiplie par X? puis on remplace X par 0, et on obtient :

a=1.

On multiplie par X2 + 1 puis on remplace X par i, et on

obtient S - Lt
i2

d=—1.

cci+d= =—-1+1i, douc =1,

On calcule enfin d en remplacant X par 1, par exemple :

1=1+1+40b,doub=—1.

XP4+XP-X 41 X+ L, X-1
X2(X2 +1) X X241

On peut d’ailleurs contrdler ce résultat par réduction au

méme dénominateur dans le second membre.

D’ou :

Ainsi :

x 1
d
/ x+ T ac2+1 x2+1) r

x2 1 “nje|+ &
= — — nlz
2 T

ou C est une application constante sur chaque intervalle

ln(:lc2 + 1) — Arctanz + C(z),

de R*, c’est-a-dire :
C:R* — R,
C1 si <0
z+— C(z) = (C1,C2) € R2.
Co si x>0

4

¢) La fonction f:x +— a pour ensemble de défi-

x
10 41
nition R et est continue sur R, donc I(z) = /f(ac) dz est
défini pour tout = € R.

On a, par le changement de variable ¢t = % :

zidx 1 dt
I(z) = | — = _
(@) /a:10+1 5/t2+1

1 1
= gArctant +C= gArctan (=) + C,

ou C' est une constante.

a) La fonction f : x — cos

tion R et est continue sur R, donc I(x) = / f(x)dx est défini

42 a pour ensemble de défini-

pour tout z € R.

Linéarisons :
1 2\ 2
costz = (cosZz)Q:(y)
1 2
= Z(1+2c052x+c0s 2x)
L L os22 + 2(1 4 cosdz)
= — 4+ —cos2x+ — cos 4z
4 2 8
3+1 9 +1 4
= — 4+ —cos2z + — cos4z.
8 4 8
D’ou :

/0054 rdx =

3 1 1
= gil?—l— gsin2a:+§sin4x+0,

3 1 1
/(g + Zcos2a}+ gcos4a:) dz

ou C est une constante.
b) La fonction f : x — sinzsin2xsin3z a pour ensemble
/f z)dz

de définition R et est continue sur R, donc I(z

est défini pour tout = € R.
Linéarisons :

sinzsin2zsin3z = sin2z(sinzsin 3z)

. 1
sin 2z (5 (cos 2z — cos 4m))

1 1
3 sin 2x cos 2x — 3 sin 2x cos 4x

1., 1 . .
— sindz — —(sin 6z — sin 2z)
4 4

1 . 1 . 1 .
—sin2x + — sin4x — — sin 6x.
4 4 4

1 . 1 . 1 .
(7 sin2x + — sindx — — smﬁx) dz
4 4 4

1 1 1
——cos2x — — cosdx + — cos6x + C,
8 16 + 24 +

ou C est une constante.
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in3

¢) La fonction f:z+— a pour ensemble de dé-

- cos®
finition D =R — (5 +7rZ> et est continue sur D, donc

I(z) = /f(cc) dx est défini pour tout z € D.
sin® 2

En notant w(z) = f(z)dz = dez,
cos® z

on a w(—z) = w(x), donc, d’apres les régles de Bioche, on
peut effectuer le changement de variable ¢t = cosx :

)
I(z) = / Smgx sinz dz
cos® x
1—¢ -8 -6
= —/ 8 dt:/(—t +¢7°)dt
=7 ¢ 1 1
= - Ol =~ e+ C(),
7 1t) = Tcos"x Hcosbz (@)
ou C D — R est une application constante sur

chaque intervalle de D, clest-a-dire C(z) = Cp si
z€|l—7n/2+nm;w/2+nw], n€Z, Cp €R.

cos® x
(2 + sinx)?

finition R et est continue sur R, donc I(z) = /f(x) dx est

d) La fonction f:z —> a pour ensemble de dé-

défini pour tout x € R.

COS3 xT

—d
(2 + sinx)?

on a w(m — x) = w(z), donc, d’apres les reégles de Bioche, on
peut effectuer le changement de variable t = sinx :

En notant w(z) = f(z)dz =

z,

2 1— 2
I(z) = Cosi_xcosxda:: 1
(2 + sinx)? (2+1)2

Effectuons ensuite le changement de variable

u=2+t t=u—2

I(x) = /Mdu

u

/7u2+;1u73du
U
/<71+é7ui)du

3
—u+4Injul + — 4+ C1
w

3
= —(2+t 4In |2+t — +C
(24t)+41n| +|+2+t+ 1

3 +
24 sinx

—sinz 4+ 41In(2 +sinzx) +

ou C est une constante.

sinx — cosx

e) La fonction f:x +— a pour ensemble

4 +sinx + cosx
de définition R, et est continue sur R, donc I(z) = /f(:r) dz
est défini pour tout = € R.

On remarque que le numérateur est 'opposé de la dérivée du
dénominateur, donc :

/de = —In(4 +sinz + cosz) + C,
4 +sinx +cosx

ou C est une constante.

sinx

f) Lapplication f:z +— est continue sur le

sinx 4 cosx
™
segment [0; Z], car le dénominateur est alors > 0, donc

/4
1 :/ f(z)dz existe.
0

1re méthode : utilisation des régles de Bioche :

sinx
En notant w(z) = —— dz,
sinx + cosx
on a w(m + x) = w(z), donc, d’apres les régles de Bioche, on
peut effectuer le changement de variable
dt

t =tanz, x = Arctant, do = ——
14t2

/4 :
sinx
I = / ——dx
0 sinx + cosx
tanzx

/4 1 t
_/ dx:/ oy
tanz + 1 o (t+1)(t2+1)

On effectue une décomposition en éléments simples :

X _a X +c
X+1)(X24+1) X+1 X241’

ott (a,b,c) € R3 est & calculer.

On multiplie par X + 1 puis on remplace X par —1, et on
1

obtient : a = ——.
2
On multiplie par X2 + 1 puis on remplace X par i, d’ou :
: 14
bi+c=- ! :L, donc b= -, c= —.
i+1 2 2 2
L. X 1 1 1 X+1
Ainsi: —— —— = —— ——— 4+ — ,
X+1)(X2+1) 2X+1 2X2+41

ce que 'on peut contréler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

D’ou :

[ 1/ﬂ< 1
o2/ t+1

1 2 1
= 2[ In(t+1)+ - ln(t +1)—|—Arctant]0

t+1
dt
t2+1)

= ;( In2+ - m2+4)—% i =

2e méthode : utilisation d’une intégrale associée a I :

/4
L cosx
Considérons J = / — d=.
0 sinx + cosx

On a :

I+J— /‘”/431nm+cosmdm_
sinx + cosx
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et :

/4 :

cosx — sinx

Jflz/ —dx
0 sinx 4 cosx

- 1
= [ln|sinx+cosx|]0/4 =Inv2= 51112.
On déduit :

1 1/m 1 T —2In2
I=((U+0)-(-1)=5(]-3m2) = ——.

2 8

a) La fonction f : x — sh*z admet pour ensemble de dé-
finition R et est continue sur R, donc I(z) = /f(a:) dx est
défini pour tout x € R.

Linéarisons :
h2x —1\2
shiz = (sh21)2:<i>
2
1
= Z(ch22x —2ch2z +1)
1ch4 1 1 1
- tehdzrl Lo 0L
4 2 2 4
1 1 3
= —ch4xz — —ch2x + —.
8 2 8
d’out
1 1 3
I(z) = /sh4xdw = / (7ch4x— —ch2x + 7) dz
8 2 8

1 1 3z
= §Sh4z— ZshQa:—f— ) + C,

ou C est une constante.
b) La fonction f :
finition R et est continue sur R, donc I(z) = /f(:r) dz est

z — chxch3z a pour ensemble de dé-

défini pour tout = € R.

Linéarisons. A cet effet, rappelons d’abord la formule ana-
logue en trigonométrie circulaire :

1
cosacosb = 5 (cos(a + b) + cos(a — b)).

On remplace cos par ch et sin par i sh :

chachb= =(ch(a+b)+ch(a—1b)).

N | =

D’ou :

1
I(z) = /chxcthdx: 5/(ch4x+ch2x)daz

1 1
= gsh4a: + ZshQa} + C,

ou C est une constante.

¢) La fonction f:z +— admet pour ensemble de

shxch3z
définition R* et est continue sur R*, donc I(z) = /f(z) dz

est défini pour tout z € R*.

En notant w(z) = dz, on a w(—z) = w(z), donc,

sin z cos? x
d’apres les regles de Bioche adaptées aux fonctions hyperbo-

liques, on peut effectuer le changement de variable ¢t = chx :

1
- / S S
shz ch3x

B dt
N /(t2 — 13’

On effectue ensuite le changement de variable u = t2 :

tdt 1 du
I(m):/(ttnﬁ:E/(uq)qﬂ‘

On effectue une décomposition en éléments simples :

shx

= | —5——=—dzx
/ sh?z ch3z

I(z)

1 _a +b+c
(X-1)X2 X-1 X2 X’

ol (a,b,c) € R3 est & calculer.
On multiplie par X — 1 puis on remplace X par 1, et on ob-
tient : @ = 1.
On multiplie par X2 puis on remplace X par 0, et on obtient :
b=-1.
On multiplie par X puis on fait tendre X vers I'infini, et on
obtient : a + ¢ =0, donc ¢ = —a = —1.
1 1 1 1

Ainsi : = - — = —,

(X —1)Xx2 X—-1 X2 X
ce que ’on peut contréler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

D’ou :

I(z)

Il
—
~~
IS
| |+
—
|
ﬁm‘,_.
|
g |
~—
=¥
IS

1 1
= (1n|uf 1+ fln|u|) + 4 (u)

1
(12 = 1) w22 + 72) +Ca(t)

N|—= N| = N

2. 1l _ 2 L
(1n|ch z — 1| — In(ch“z) + ch2x> + C(z)
1

= In|thz|+
| | 2ch?z

+ C(z),

ou C : R* — R est constante sur chaque intervalle de R*,
c’est-a-dire :

C:R* — R,

Cq si <0
z+— C(z) = (Cl,Cz)ERZ.

Co si x>0

La fonction f : z —— xe®cosx a pour ensemble de défi-

nition R et est continue sur R, donc I(z) = /f(z) dz est

défini pour tout = € R.

Une primitivation par parties ne semble pas commode, car
f(x) est le produit de trois facteurs.
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Corrigés des exercices

Considérons aussi J(z) = [ ze®sinxdx et passons par

I’exponentielle complexe :

I(z) + iJ(x)

/mez(cosx+ isinz)dx

= /me‘”eixdz:/re(1+i)mdx.

On peut maintenant faire une primitivation par parties, pour
des applications de classe C! (ou utiliser la méthode des co-
efficients indéterminés) :

’ -1
) 1+i)e
U/(x)ze(1+1)z ola) — el )
1+
s J e(1+i)z e(l+i)zd
(z)+iJ(z) = x1+i —/ T x
etz (1ti)
= - c,
i (1+1)2 *
ou C' est une constante (complexe).
On a:
1_3 ) 1_3j 2 .
I(zx)+ iJ(z) = lee(lJ“)m—%e(lJ“)z—i-C

= %(1 —i)e%(cosz + isinx)
+% e%(cosx + isinz) +C
T
= 5 e®((cosz +sinz) + i(sinz — cosz))
" 1
2
En séparant partie réelle et partie imaginaire, on conclut :

1
I(z) = —e®(cosz + sinz) — iezsinerC&

x

2
T 1 .

J(w)zEe (sma:—cos:c)-‘,—§e cosz + Cs,

ou C1,C2 sont des constantes (réelles).

On peut contrdler ces deux résultats par dérivation.

341
a) La fonction f:x +— tne

m a pour ensemble de dé-

finition
D =105 +oo[—{e ™"} =]0; e ~*[U]e !5 +oof
et est continue sur D, donc I(z) = /f(x) dz est défini pour
tout x € D.
On effectue le changement de variable

t=Inz, z=e?!, de=etdt

3+t
I(x):/metdt.

e®(—sinz + icosz) + C.

On remarque que :
t

d 1 1
&<4it) B (m‘ (4+1)2

t

)et, 341 ot
S (d+)?
_ T
4+t T 44 1Inz

ou C : D — R est une application constante sur tout inter-
valle de D, c’est-a-dire :

On adonc: I(z)= + C1(t) + C(z),

Cy si z€)0; e 4
C:D—R, z+—C(z)=
Cy si x€le ) +ool.
6230
W e

finition R et est continue sur R, donc I(z) = /f(m) dz est

b) La fonction f:z+— a pour ensemble de dé-
défini pour tout x € R.

On effectue le changement de variable

t=+ve%+1, ez:thl,len(t271),dx:

2 _1)2
I(x):/(t tl) 2t

2 —1

2t dt
t2—1

dt:2/(t2—1)dt

726 )+ =2 3)+C

- (3_)+ =3t -

2
:g(ew—Q)\/ez—l-l—I—C,

ou C' est une constante.

¢) La fonction f z — \/x2\/T+x a pour ensemble
de définition D = [0; +oo[ et est continue sur D, donc

I(z) = /f(a;) dz est défini pour tout = € D.

Effectuons, pour z €]0; +oo], le changement de variable
t=+x, v=1t2, de = 2tdt

I(a:):/\/t5+t2 2tdt:2/t2\/t3+ldt.

Effectuons ensuite le changement de variable
u=1t3+1, 3t2dt = du

I(m):%/\/ﬂdu:%u%JrC

4 4 3
:§(t3+1)%+C:§(oc%+l)%+C7

ou C est une constante.

Ce résultat est encore valable pour x = 0, par continuité de
I en0.

Arcsin \/x
La fonction f:z +——> J

(1-2)3
tion D = [0; 1] et est continue sur D, donc I(z) = /f(m) dz
est défini pour tout = € D.

a pour ensemble de défini-

Effectuons une primitivation par parties pour faire dispa-
raitre Arcsin /z :

’ 1 1
u(x) = Arcsin /z u'(x) = ﬁ \/ﬁ
UI(I):(l_x)_% 0(33):2(1—@7% = 12796
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2 . 1
I(x) = mArcsm\/Ef/mdx

notée J(x)

On a, par le changement de variable

y=+vz, z=y% do=2ydy

1 1
J(z):/72ydy:2/ dy
y(1—y?) 1—y?
1
“w[ o -w i e,
—_ \/5
ou (1 est constante.
2 Arcsi 1
On conclut : I(z) = resin vz n +VE +C,
Vi—z 1—+/x
ol C' est une constante sur [0; 1[.
Arct
b) La fonction f:z +— w a pour ensemble de défi-
T

nition D = R* et est continue sur D, donc I(x

)= [ sy

Effectuons une primitivation par parties pour faire dispa-
raitre Arctanz :

est défini pour tout = € D.

1
u(z) = Arctanx u'(z) = 52
’ _ i 1
vi(z) = 22 v(z) = -
Arctanx 1
I(z) =— d
(@) x + / z(1 + 22) v
N—— ——
notée J(zx)

On a, par le changement de variable y = z2 :

d 1 1 1
[sata =2 G

%(ln(a:Z)—ln(1+:E2))+C(a:),

rdx 1
10 = [ i

1
= 5(111 ly|—In |1+y|)+C1(y) =

et on conclut :

Arctanz

1
I(z) = — +1n|z|—51n(1+m2)+0(33),

ou C est une application constante sur chaque intervalle de
D, c’est-a-dire :

Ch si <0
C:R* — R, z+—— C(z) =

Co si x>0.

L’application f:z +— est continue sur le segment

3+ cosz
T
[0; 5] donc [ existe.

En notant w(z) = de, on n’a pas, pour tout =z,
cosT

w(—z) =w(z), ni w(r — z) = w(x), ni w(T + ) = w(x).

Les régles de Bioche nous indiquent donc de faire le change-
2dt

T
ment de variable ¢ = tan 3 r = 2 Arctant, do =

12
2dt
I:/W dx :/1 1+¢2 :/1 2dt
o 3+cosz 0 1—t2 o 4+2t2
3+
1+ t2
1 1
= = ———dt
/ 2+t2 2/0 1+( t )2
V2
1 t 11 1 1
= —[v2Arctan — | = — Arctan —.
2[ \@JO V2 V2

La fonction f:xz +— a pour ensemble de définition

1
3+ chzx
R et est continue sur R, donc I(x

/f dz est défini
pour tout = € R.

On a, par le changement de variable

dt
t=e% z=Int, dz:?

1 d 2
1t 7= a7
t++ t t2 4+ 6t+1
3+
2
Le discriminante du trinéme t2 +6t+1 est A = 32 > 0, donc
ce trindbme admet deux zéros réels
—6 — 32
2

=—3-2V2, th = —3+2V2.

t1 =
Par décomposition en éléments simples dans R(X), il existe
(a,b) € R? tel que :

2 _ 2 . a b
X2 46X +1 (X —t1)(X —t2) X—ty

_Xftl +

On multiplie par X — ¢; puis on remplace X par t1, et on

2 2
obtient : ¢ = — 7ﬁ.
th—ty  —4v2 4
2
De méme : b:%.
o 2 V2 o1 V2 o1
Ainsi: 5o =—— —_——,
X2 +6X+1 4 X -1t 4 X —to

ce que ’on peut contréler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

D’ou :
V2 1 V2
10 =7 [ F [
1
:_%mu_m £1n|t—1t2|+c
Ql e 4+3-2V2

pn S ToTeve
4 eT +3+4+2V2

ou C est une constante.
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Corrigés des exercices

7.10

Arctan x

a) L’application f:z +— est continue sur le seg-

1

ment [7 ; a], donc I existe.

a

Effectuons un changement de variable qui échange les bornes,
1 1 dt

t=—,z=—-,de=——":
x’ t t2

1
1/a Arctan — dt a 1 1
I:/ ft(f—z):/ —Arctan — dt.
“ 1 t 1at t

t

d’ou, par addition :
a

a 1 1
21 = / — (Arctanx + Arctan 7> dz = / T dx
1/a * x 1/a 2x

1
= g[lnx}‘f/a = g(lna —In E) =rlna.
™
On conclut : I = 3 Ina.
b) 1) L’application f : x — In(1 + tanz) est continue sur

le segment [0; %], donc I existe.

Effectuons un changement de variable qui échange les bornes,

i i
t=——z, c=——1t:

4 4
[ (1 an (5 = 1)) a

/07r/4 In (1—4—

1 —tant)
1+ tant

/4 9
- ,A ln(1+tmm)dt

/4
= (In2 —In(1 + tant)) dt
0
= Zm2-1
4

Ainsi, 21 = Zln 2, et on conclut : [ = gln 2.

2) Par le changement de variable (dans I) :

du

u =tanz, * = Arctanu, de = —,
14+ u?

btient : I /11(1+) du__
on obtient : = n U)——F = J,
0 1+ u?

et on conclut : J = gln 2.

3) Par une intégration par parties, pour des fonctions de
classe C1 :

! 1
K:/ Arctan x dx
0 1 T
L 1
= |Arct In(1 — —— In(1 d
[Arctan z In( +x)]0 /0 a2 n(l+z)dx

=T m2—J="mo
1 )
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Vi o Fav ?

1
On a, pour z € R*, /— dx =Inz 4+ C, ou C est constante sur R*.
x

Ona,pourmeR,/xemdx:(x—l)e“”~|—C’,

ou C est constante sur R.

1 1.1
Ona,pourxe]—l;l[,/—dx:§ln1+x—|—0, ot C' est constante sur | —1;1].
-z

1— 22

On a, pour a €]0;4o00[ fixé et pour z € R, /

ou C est constante sur R.

1+ax

5 dz = Arctan (vVax) + C,

1
On a, pour x €] —1;1], /—dx = Arcsinz + C, ou C est constante sur | — 1;1][.
V1—z?

On a, pour a € C fixé et pour z € R, / e dx
plexe) sur R.

ax

+ C, ou C est constante (com-

1
On a, pour z € R, /— dz = Arctan (cosx) + C, ou C est constante sur R.

1+ cos?zx

1
On a, pour z €]0;+o0], /;(3+lnx)3dx:

sur ]0; +o0].

in 2
On a, pouerR,/siandaczg—snilx—i—C’,

1
Z(3+lnx)4+C, o C est constante

ou C est constante sur R.

Par le changement de variable ¢ = Arctan x, on obtient :

/1 Arctanz /”/4
> =
o 24z 0

t
—2dt
2 4 tan“t

<]
T

<]
R

<]
[Tl

<]
|
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les fébooméaé

Il manque une valeur absolue sur = et C n’est pas constante sur R*.

1
La réponse correcte est : /— dz =In|z| + C(z),
x

C; si <0
on: C:R* — R, z+— (Cy, Cy) € R2.
Cy si >0

La formule s’obtient par une intégration par parties.

1 1, 1 1
La formule s’obtient en décomposant ——— en —( + —) puis en primitivant
1— 22 2\14+z 1—-=x
chacun des deux termes obtenus.

1
Il manque un facteur %.

1 1
La formule correcte est : / —Arctan (vVazx) + C.

" dr=
1+az2 " Va

(5 C’est un résultat du cours.

Le résultat est faux pour a = 0, et vrai si a # 0.

L —sinx . .
La dérivée de x — Arctan (cosz) est z — T co s’ DT dérivation d’une fonction
cos? x
1
composée, et non r —» —————.
POSEe, 1+ cos?z

11 suffit d’effectuer le changement de variable ¢ = In z, ou de remarquer que la dérivée de
1

z
1-— 2 in 2
On linéarise sin’ z : /siand:z: = /#dx = ; — s1n4 v +C.

Dans le changement de variable t = Arctanz, il y a eu oubli du calcul de dzx.

1
T (3 +1Inz)? est bien 2 — —(3 4+ Inz)3, par dérivation d’une fonction composée.

1 /4
Arct t
La formule correcte est : / rc;an;: dz = / ———(1 + tan?t) dt.
0o 2+«= o 24 tan<t

[ WF

ao
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Les méthodes a retenir 123
Les énoncés des exercices 129
Du mal & démarrer ? 131
Les corrigés des exercices 132
Vrai ou faux ? 140

Vrai ou faux, les réponses 141

Par commodité, on utilise les
abréviations suivantes :

ED pour :
équation différentielle

EDL pour :
équation différentielle linéaire

EDLI1 pour :
équation différentielle linéaire
du premier ordre

EDL2 pour :
équation différentielle linéaire
du deuxieme ordre.

Q@Aa abovdlos Aavs los ovevcices

e Résolution d’EDL1, avec ou sans second membre
« Etude des raccords éventuels
¢ Résolution d’EDL2 & coefficients constants

e Résolution de certaines équations fonctionnelles.

/’Po'wd'é essontiols AL couwvs
powy e vasolution. Heos oxevcicos

 Résolution des EDL1 normalisées, sans second membre (for-
mule du cours), puis avec second membre (solution évidente
ou méthode de variation de la constante)

o Définition d’une dérivée, théoreme limite de la dérivée, pour
I’étude des raccords
e Résolution d’EDL2 a coefficients constants, sans second

membre (formule du cours, plusieurs cas), puis avec second
membre du type exponentielle-polynome.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour  résoudre  une
EDL1 normalisée, sans
second membre, sur un
intervalle :

(Eo) ¢ +ay=0

D’apres le cours, la solution générale de (Eq) est donnée par :

I2
y:R— R, x|—>>\exp(/xdx):)\e7, AeR.

Méthode

Pour  résoudre une
EDL1 normalisée, avec
second membre, sur un
intervalle :

(E) ¥ +ay=0>

2 N\
e D’aprés le cours, la solution générale de 'EDL1 (Eo) o' + ;y =0

sans second membre, associée & (E), est donnée par :

2 A
y:aﬂ—))\exp(—/;dm) =>\exp(—21nz)=m—2, AeR.

o Cherchons une solution particuliére de (E) par la méthode de varia-
. A@) o
tion de la constante : y(z) = —->, ol A est une fonction inconnue,
T

supposée dérivable.
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\

2 1
Ona: Vz €]0; +ool, ¥ (z)+ ~y(z) = -
x x

Y 1

<~ Vz€l0; 4o, (:):—3
x x
< Vz€]0; +oof, N(z)= !
x

— Vz €]0; +oof, A(z) =Inz.

Inz
Une solution particuliere de (E) est donc : y: 2 —» —-.
x

D’apres le cours, la solution générale de (E) est donc :

1 A
y:z>—>n—2x+—2, A eR.
T x

<
f ) ] Résoudre I’équation a(x) = 0, d’inconnue z.
Pour  résoudre  une Sur ch . 1 : ! , ] : .
EDL1 non normalisée, ur chaque u}tervfa e sur lequel o ne s’annule pas, résoudre (e) en la
avec ou sans second normalisant ]73tud1er ensuite 1(? re?c?ord des/ s',olut'l(')n/s en chaque point
membre - en lequel a s’annule, par continuité, par dérivabilité. . i
= Exercices 8.4 a 8.7
/
() oy + By =1
\ A
. J

(=

Résoudre 'EDL1 (e) zy’ —y =0, d’in-
connue y : R — R.

L’EDL1 (e) n’est pas normalisée, mais est normalisable sur chacun des
1

deux intervalles I; =] —oc0; 0], I2 =]0; +oo[,en (E) y — ~y =0.
x

La solution générale de (E) sur I = I; ou I est donnée par :
1
YT —> Aexp (/ 7da:) = Xexp (In|z|) = Az|, A€R.
T

Ainsi, la solution générale de (E) sur I; est y1 : # — Az, A\ €R
et la solution générale de (E) sur I est y2 : & —> dazx, A2 € R.
Az si <0
Soient (A1, A2) ER%Z et y: R* — R, 2 +—
Aox si x> 0.

Pour tout (A1, A2) € R? fixé, on a : y(x)
z — 0F

AMx si <0
Considérons donc y : R — R, z +—— 0 siox=0

Aox si x>0,
qui est donc continue en 0.
A — A
y(@) -y _ J T
x—0 )\2 — )\2.
z — 0t
Ainsi, y est dérivable en 0 si et seulement si A\; = Aa.

On a

Considérons donc y : R — R, = —— \jx.
11 est clair que y est dérivable sur R et est solution de (e) sur R.

On conclut : S:{y:R*HR7 T — A\x; )\GR}.

N\
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour  résoudre une
EDL2 a coefficients
constants et sans second
membre :

(Eo) " +ay +by=0

1l s’agit d’EDL2 & coefficients constants et sans second membre.

a) L’équation caractéristique r2 — 3r + 2 = 0 admet deux solutions
réelles distinctes, r1 = 1, ro = 2, donc la solution générale est :

yiz— Ae®+pe?® (\p) eR2
b) L’équation caractéristique r2 —4r 44 = 0 admet une solution double
réelle ro = 2, donc la solution générale est :

yrx— Ax+p)e?® (A p) eR2
¢) L’équation caractéristique r2 + 2r + 2 = 0 admet deux solutions

complexes conjuguées non réelles, r1 = —1 — i, ro = -1+ i, donc la
solution générale est :

y:x— e %(Acosz + Bsinz), (A,B)€R2
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{ N
Pour  résoudre  une
EDL2 a coefficients
constants et avec second
membre :

E) v +ay +by=y,

ou g est une
exponentielle-polynéme

Résoudre 'EDL2 sans second membre associée

(Eo) v =ay’ + by =0.

Chercher une solution particuliere de (E) du méme type que le second
membre g de (E).

n
Plus précisément, si g¢:xz+— Zem’“’”Pk(a:), ou n € N¥

k=1

My, .y, My € K, Py, ..., P, € K[X], chercher une solution particuliére
n

de (E) de la forme y:z +— Z e ™ Qr(z), o Q1,...,Qn € K[X]

k=1
sont inconnus et ot @y est de degré :

deg (Py) si my n’est pas solution de I’équation caractéristique

deg (Pg) + 1 si my, est solution simple de ’équation caractéristique

deg (Py)+2 si my, est solution double de I’équation caractéristique.
Enfin, la solution générale de (E) est la somme d’une solution parti-

culiere de (E) et de la solution générale de (Ep).
w FExercices 8.3, 8.10

—— (e

« L’EDL2 associée sans second membre (Eg) y” — 3y’ +2y = 0 admet

Résoudre ’EDL2
(E) v/ -3y +2y=ze?,

d’inconnue y : R — R.

pour solution générale yo : x — X e? +pue??, (A pu) € R? comme
on l’a vu ci-dessus.

« Puisque le second membre de (E) est le produit d’un polynéme par e *
et que 1 est solution simple de ’équation caractéristique associée a (Ep),
on cherche une solution particuliere de (E) sous la forme

y:x— (az? +bz+c)e®, (a,b,c) € R3.
On a:

y' = ((aa® 4+ bz + ¢) + (2az + b)) e® = (az? + (b+2a)z + (c+1b)) e,
y' = ((axz+(b+2a)x+(c+b)) + 2az + (b+2a)) e®
= (az? + (b+4a)z + (c + 2b + 2a)) e,
v =3y +2y = ((a:c2 + (b+4a)z + (c + 2b + 2a))
—3(ax2 + (b+2a)z + (c+b)) + 2(ax? + ba:—i—c)) e®
= (—2az + (—b+2a)) e”.

—2a=1
Ainsi, y est solution de (E) si et seulement si c’est-a-
—b+2a=0
1
dire a = —3 b = —1. Une solution particuli¢re de (E) est donc :

1
Yz — (—§x2—$) e”.
Finalement, d’apreés le cours, la solution générale de (E) est :

1
Yz — —(5x2+x) e”+xe+pe (A\p) €R
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Les méthodes a retenir

Pour résoudre une EDL
avec conditions supplé-
mentaires, par exemple
conditions aux bords

Résoudre 'EDL puis traduire, sur la solution générale de ’'EDL, les
conditions imposées.

(B

Trouver toutes les applications deux fois
dérivables f : R — R, telles que :

f"+f=0, f(0)=0, f'(m)=1.

La solution générale de PEDL2 f”' + f = 0 est
f:R— R, z+— Acosxz + Bsinz, (A,B)¢€ R2.
On a:
F0)=0 A=0 A=0
<~ <~
fl(m)=1 -B=1 =—1.

Onconclut:S:{f:R—>]R, T — —sinx}.

Essayer de se ramener a une ED, par dérivation.

Pour résoudre une équa- On pourra étre amené a appliquer ’hypothése, par exemple, a x et a

i i R 1 R .
tion fonctionnelle ou une —x, 4 x et & —, ou a d’autres expressions.
i

équation intégrale

On raisonnera souvent par condition nécessaire, et on n’oubliera donc

pas de traiter la réciproque.

= FExercices 8.9, 8.11 4 8.13

—— (e

Trouver toutes les applications continues
f:R — R telles que :

Vz € R, /Om f@)dt = f(z) + .

D’abord, si f convient, comme f est continue sur R, l’application
x

T — / f(t)dt est de classe C! sur R, donc x — f(z) + x est de
0

classe C! sur R, donc f est de classe C' sur R.

On a, en dérivant d’une part et en prenant d’autre part la valeur en 0 :
Vz €R, f(z)=f(z)+1
0= f(0).

La solution générale de '’EDL1 sans second membre y’' = y est

(Vme]R, /Ozf(t)dt:f(x)-i-x) =

y:xr—>Ae® NER.

Une solution particuliére de 'EDL1 avec second membre y' = y — 1
est: y:xzr— 1.

D’apres le cours, la solution générale de ’EDL1 avec second membre
yY=y—1lest: y:xzr—1+Xe® NeER.

Deplus: y(0)=0 <= 1+A=0 < A=-1.

On conclut : S:{f:R*)R, :rr—)lfez}.
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Trouver toutes les applications déri-
vables f : R — R, telles que :

Vz R, f'(z)=f(-2).

1) Soit f convenant.

Puisque f est dérivable sur R, par composition l’application
z — f(—x) est dérivable sur R, donc f’ est dérivable sur R, f est
deux fois dérivable sur R.

On déduit, en dérivant : Vz € R, f"(z) = —f'(—=z).
Mais, en remplacant x par —z dans ’hypothése de 1’énoncé, on a :

Vx € R? f’(—l‘) = f(x)z
dot: Vz € R, f"(z)=—f(z).
Ainsi :
fr+r=o.
Par résolution de cette EDL2 & coefficients constants et sans second
membre, il existe (A4, B) € R? tel que :

Ve € R, f(z) =Acosz + Bsinz.

2) Réciproquement, soient (A, B) € R? et
f:R— R, z+— Acosz+ Bsinz.
L’application f est dérivable sur R et on a :

VzeR, f'(z)=f(-2)

<= Ve € R, —Asinx+ Bcosx = Acosx — Bsinx
<~ VzeR, (A-B)(cosz+sinz)=0
= A—-B=0
= A=B.
On conclut :

S={f:R— R, z+— A(cosz +sinz); A € R}.
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Enoncés des exercices

e

_—

HTT Exemples d’EDL1 normalisées

Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : I — R supposée dérivable :
a) y —zy=z, I=R
b) ¥ +2y=4e” +sinz+cosx, [=R.

1T m Exemples d’EDL2 a coefficients constants et sans second membre

Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : R — R supposée deux fois dérivable :
a) y" — 4y +3y =0,

b) y" =6y +9y =0,

c)y' +y +y=0.

[ Exemples d’EDL2 a coefficients constants et avec second membre

Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : R — R supposée deux fois dérivable :
a) ' +y=-e"

b) ' —5y +6y=(22% —4x+1)e”

c) y' — 4y +4y = Tsinx — cosz

d) y' =3y +2y=az(e” + 7).

E n Exemples d’EDL1 normalisées

Résoudre les ED suivantes, d’inconnue y : I — R supposée dérivable :
T

53]

b) vy —2y=—Inz, I=]0;+ool.

a) y =ytanz +sinx, [= }

BT m Exemple d’EDL1 avec étude de raccord

Résoudre 'ED (23 —2)y’ — (2> —x+ 1)y = 0, d’inconnue y : I — R, sur tout intervalle
ouvert I de R.

T m Exemple d’EDL1 avec étude de raccord

Résoudre 'ED xzy’ + (1 —2)y = e2*, d’inconnue y : I — R, sur tout intervalle ouvert I
de R.

BT Exemple d’EDL1 avec étude de raccord
Montrer que l'ensemble S des applications f :] — co; 1[ — R dérivables telles que :
Ve €]l —o0; 1], z(z—1)f(z)—(x—2)f(z) =0

est un R-espace vectoriel et en donner une base et la dimension.

129



Chapitre 8 — Equations différentielles linéaires

BT Exemple d’équation intégrale se ramenant a une EDL1

Trouver toutes les applications f : R — R continues sur R et telles que :

1
Vo € R, 2/0 f(tx)dt = f(z)

(.| m Exemple d’équation fonctionnelle se ramenant a une EDL2

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables sur R, telles que :

VreR, f'(z)==(f(z)+ f(-z)).

DN | =

BT m Equation différentielle d’Euler

a) Soient (a,b) € K2, I un intervalle de R tel que I C R% ou I C R*, k: ] — K une
application continue. Montrer que 1’équation différentielle

(B) 2%y +ary +by=k

se rameéne, par le changement de variable ¢t = In |z|, & une EDL2 & coefficients constants.
b) Exemple : Résoudre 'ED (E) z%y”+xy’ +y = 2?+2+1, d’'inconnue y :]0; +oo[ — R,
supposée deux fois dérivable.

BT Exemple d’équation fonctionnelle se ramenant a une EDL2

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que :
(E) Vz € R, / ft)ydt = f'(z) + 1.
0

| Exemple d’équation fonctionnelle se ramenant a une EDL2 d’Euler
Trouver toutes les applications f :]0; +oo[ — R telles que :

Vz €]0; +ool, f'(z)= f(ﬁ)

EEE] Exemple d’équation intégrale se ramenant a une EDL1
Trouver toutes les applications f : [0; +0o[ — R continues telles que :

2

Va € [0; +oo, /Ow(x —3t)f(t)dt = %

] Exemple d’EDL2 a coefficients constants et avec second membre

Résoudre 'ED y” + 2y +y = ¢

, d’inconnue y :]0; +oo[ — R.
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Du mal a démarrer ?

-?w mal & domavver ?

Il s’agit I’EDL1 normalisées, avec second membre.

Notons (E) 'ED proposée et (Ep) 'EDL1 sans se-
cond membre associée.

D’aprés le cours, la solution générale de (E) est la
somme d’une solution particuliere de (E) et de la so-
lution générale de (Eg).

Commencer par résoudre (Eg) par la formule du
cours : la solution générale de (Eo) y' +ay =0

est y:x»—>)\exp(—/a(az)dx), Aek.

Ensuite, chercher une solution particuliére de (E) :
« il se peut qu’il y ait une solution évidente (a))
esi le second membre de (E) est de la forme

exponentielle-polynéme, chercher une solution par-
ticuliere du méme genre (b))

e sinon, la méthode de variation de la constante s’ap-
plique toujours.

Il s’agit I’EDL2 & coefficients constants et sans se-
cond membre, donc on dispose d’une méthode et de
formules de résolution dans le cours, faisant interve-
nir ’équation caractéristique.

n 1l s’agit d’EDL2 & coefficients constants, avec second

membre du type exponentielle-polynome.

Notons (E) 'ED proposée et (Eg) 'EDL2 sans se-
cond membre associée.

Former 1’équation caractéristique de (Eg), résoudre
cette équation caractéristique, et en déduire la solu-
tion générale de (Eop).

Chercher ensuite une solution particuliére de (E), du
méme genre que le second membre, avec une condi-
tion sur les degrés.

La solution générale de (E) est alors la somme d’une
solution particuliere de (E) et de la solution générale
de (Ep).

m Il s’agit I’EDL1 normalisées, avec second membre.

Notons (E) 'ED proposée et (Eg) 'EDL1 sans se-
cond membre associée.

D’apres le cours, la solution générale de (E) est la
somme d’une solution particuliére de (E) et de la so-
lution générale de (Eop).

Commencer par résoudre (Eg) par la formule du
cours : le solution générale de (Eg) ¢’ +ay =0

est y:x»—)Aexp(—/a(z)dx), A e K.

Ensuite, chercher une solution particuliere de (E) :
il se peut qu’il y ait une solution évidente

esi le second membre de (E) est de la forme
exponentielle-polynéme, chercher une solution par-
ticuliere du méme genre

e sinon, la méthode de variation de la constante s’ap-
plique toujours (a), b)).

m Il s’agit d’une EDL1 non normalisée.

En notant (e) 'ED proposée, considérer I'ED (E)
normalisée associée, obtenue en divisant par le co-
efficient 2 — = de y’ dans (e).

Résoudre (E) sur tout intervalle ouvert de R ne
contenant pas un point d’annulation —1, 0, 1 de ce
coefficient, puis étudier les raccords des solutions de
(e) en ces points.

m Il s’agit d’'une EDL1 non normalisée.

En notant (e) 'ED proposée, considérer 'ED (E)
normalisée associée, obtenue en divisant par le co-
efficient = de y’ dans (e).

Résoudre (E) sur tout intervalle ouvert de R ne
contenant pas le point d’annulation 0 de ce coeffi-
cient, puis étudier les raccords des solutions de (e)
en ce point.

L’ED (eg) z(z — 1)y’ — (z —2)y =0 est une EDL1

non normalisée.

Résoudre (eg) sur | —oo; 0[ et sur |0; 1], puis étudier
le raccord en 0.

i 1) Soit f convenant. Montrer, en utilisant les hypo-

théses de 1’énoncé, que f est alors de classe C1 sur R
et que f vérifie une EDL1. Résoudre celle-ci et en
déduire f.

2) Etudier la réciproque.

1) Soit f convenant. Montrer qu’alors f est deux fois
dérivable et que f” = 0. En déduire la forme de f.
2) Etudier la réciproque.

GHH Noter € = sgn (z), t = In|z| = In(ex), 2(t) = y(x).

Montrer que 'ED d’Euler (E) (portant sur y) se ra-
méne & une EDL2 & coefficients constants (portant
sur z), en calculant la dérivée premiere et la dérivée
seconde de y, par composition.

Montrer que, si f convient, alors f est de classe C2.

Traduire (E) par 1’égalité des dérivées et ’égalité des
fonctions en un point. Résoudre P'EDL2 ainsi appa-
rue.

1) Soit f convenant. Montrer qu’alors f est deux fois

dérivable et vérifie une EDL2 d’Euler, sans second
membre. Noter ¢t = Inz, g(t) = f(z) et se ramener
a une EDL2 & coefficients constants (portant sur g).
En déduire la forme de f(z) pour z €]0; +ool.

2) Etudier la réciproque.

1) Soit f convenant. En utilisant les hypothéses de

I’énoncé, montrer que f est de classe C1 sur ]0; +oo]
et que f satisfait une EDL1. Résoudre cette EDL1
et en déduire f = —1.

2) Vérifier la réciproque.
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11 s’agit d’'une EDL2 & coefficients constants, mais Remarquer que W (e +y) =W +2¢y +y)

avec second membre qui n’est pas de la forme
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exponentielle-polynoéme.

a) La solution générale de (Eg) 3y’ —zy = 0 sur R est

22
yoza:»—>)\exp(/zdx>:)\97, AeR.

Une solution particuliere de (E) sur R, évidente, est

yrx+— — 1.

On conclut que la solution générale de (E) sur R est :

22
y:x— —14+Ae 2, XeER.

b) La solution générale de (Eg) vy’ + 2y =0 sur R est

yo:m>—>)\exp(—/2dz):)\e_2x, AeR

Vu la forme du second membre, on cherche une solution par-
ticuliere de (E) de la forme :

y:x+—ae®+bcosz+csinz, (a,b,c)€ R3.
On a alors :
v +2y=(ae®—bsinz+ccosz)+2(ae®+bcosw+csinz)

=3ae®+ (2¢—b)sinz + (¢ + 2b) cos .
Ainsi, y est solution de (E) si :

3a=4, 2c—b=1, c+2b=1,
4 1 3
cest-a-dire: a=—-, b=—-, c= —.
3 5 5

Une solution particuliere de (E) est donc :
NP L34
cx —e —cosz + — sinz.

Y 3 5 5
On conclut que la solution générale de (E) est :

4 1 3

Y:x—> 3 e:”-i—gcosx—i-gsinm—&-)\e_%, AER.

a) L’equation caractéristique r2 — 4r + 3 = 0 admet deux

solutions réelles r1 = 1 et 7o = 3, donc la solution générale
de 'ED est :

yrz— Ae®+ped® (\pu) € R

d
et que —(e%y) = e”(y' +y).
X

O\f\f\.ﬁéé 6@&4 oxov CLCZQ ]

b) L’équation caractéristique r2 — 6r + 9 = 0 admet une so-
lution réelle double rg = 3, donc la solution générale de (E)
est :

yrxz— Az +p)e3®, (A p) € R
¢) L’équation caractéristique r2 +r + 1 =0
admet deux solutions complexes non réelles

—1+iV3 —1—-iV3

=5 T2 = 5

donc la solution générale de (E) est :

r1

yiz— e 2 (Acos (?w)—kBsin (?m)), (A, B) € R2.

a) «L’équation caractéristique 2 + 1 = 0 admet deux so-
lutions complexes non réelles, r1 = —i, ro = i, donc la
solution générale de (Eg) est

y:x— Acosz + Bsinz, (A, B) € R2.

« Une solution particuli¢re de (E), évidente, est

1
rx— —e”.
Y 2

On conclut que la solution générale de (E) est :
1
YT — 5 e® 4+ Acosz + Bsinz, (A,B) e R2

b) «L’équation caractéristique 72 — 5r + 6 = 0 admet deux
solutions réelles distinctes r1 = 2, 7o = 3. La solution géné-
rale de (Eg) est donc :

yrz— AeZ® 4 p e (\p) €R2
« Puisque le second membre de (E) est de la forme P(x) e ™*
ot P € R[X] et m =1 (donc m # 2 et m # 3), une solu-
tion particuliére de (E) est de la forme y :  — Q(z) e®, ou

Q € R[X] et deg(Q) = deg (P). Notons Q = aX? + bX + ¢,
ot (a,b,c) € R3 est & trouver. On a :

y(x) = (az® + bz +¢) e?,

Y (x) = ((ax2 +bx+c)+ (2az+b))e”
= (azQ + (b+2a)z + (c+b))e”,
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Corrigés des exercices

' (z) = ((az2 + (b+2a)z + (c+b)) + (2az + (b + 2a))) e®

= (az? + (b+ 4a)z + (c+ 2b + 2a)) e,

d’ott :
Yy (z) — 5y (z) + 6y(z)

= (2a2? + (2b — 6a)z + (2¢ — 3b+ 2a)) e”.

Pour que y soit solution de (E), il suffit que :

2a = 2, 2b — 6a = —4, 2c—3b+2a=1.

On résout ce systéme en cascade, et on obtient :

a=1,b=1, c=1.

Ainsi, y: ¢ — (22 + 2 + 1) e® est une solution particuliére

de (E).
On conclut que la solution générale de (E) est :
y:R—R, z+— @2+z+1)e®+re?® 4 ped?

(A 1) € R%,
On peut controéler ce résultat par report dans I’énoncé.

¢) e L’équation caractéristique 2 —4r + 4 = 0 admet une
solution réelle double 79 = 2. La solution générale de (Eo)
est donc y:x — Az +p) e2®, (A, u) € R

» Vu le second membre, on cherche une solution particuliere
de (E) sous la forme
y:x —> asinz +bcosz, (a,b) € R? & calculer.
On a alors :
Yy’ — 4y’ + 4y = (3a + 4b) sinx + (3b — 4a) cos z.
Pour que y soit solution de (E), il suffit que :

3a+4b=7 a=1

c’est-a-dire

3b—4a=-1 b=1.

Ainsi, une solution particuliere de (E) est :

y:x —> sinx + cosx.

On conclut que la solution générale de (E) est :
y:ax+— sine +cosz+ Az +p)e?®, (\p) € R2.

On peut controéler ce résultat par report dans I’énoncé.

d) eL’équation caractéristique 72 — 3r + 2 = 0 admet deux
solutions réelles distinctes, 71 = 1, r2 = 2. La solution géné-
rale de (Eg) est donc :

yixr— Ae®+pe?® (\pu)eR2
« Puisque le second membre est & — = e “+x e ~2%, somme
d’exponentielles-polynémes, que 1 (coefficient de « dans e®)
est solution simple de I’équation caractéristique et que —2
(coefficient de = dans e ~2%) n’est pas solution de I’équation
caractéristique, on cherche une solution particuliere de (E)
de la forme

y:x— (az? +bz+c)e® + (ux +v) e 722,

ou (a,b,c,u,v) € R? est & calculer.

On a, par un calcul immédiat :
v (z) = (aw2 +(b+2a)z+ (c+b))e”
+ (= 2uz + (u — 2v)) e 2%,

y'(z) = (a12 + (b+4a)z + (c+2b + 2a)) e”
+ (duz + (4v — 4u)) e 2

d’ou, apres report :
y// _ Sy/ + 2y

= (—2az + (2a — b)) e” + (12uz + (12v — Tu)) e ~27.
Pour que y soit solution de (E), il suffit que :

—2a=1, 2a—b=0 12u=1 12v—-Tu =0,

1 1 7

a=——, b=-1, u=—, v=—.
2 12 144

Ainsi, une solution particuliere de (E) est :

c’est-a-dire :

1 2 x (1 7 ) —2x
x| — —x° — — — .
Yy:x ( 21 :v) e’ + 12x+ Tad e

On conclut que la solution générale de (E) est :

1 2 T <1 7 ) —2z
x| = = - - —
Yy:x ( 2x a:) e’ + 12:c+ 121 e

+re®+pe?® (A ) € R%
a) La solution générale de (Eg) 3’ — ytanz = 0 sur
] — z; z[ est :
2 2

Yz —> Aexp(—/—tanxdz) = \e~Inlcosz]

:Aeflncoszzi A ER.

cosz’
Pour trouver une solution particuliere de (E), on applique la
méthode de variation de la constante : on cherche une solu-

tion particuliere de (E) de la forme y:a — A(x) , ou
A : I — R est une fonction inconnue, supposée dé(l:‘(i)\?aﬁale.
On a alors :
Ve el, y'(z) =y(z)tanz +sinx
= Vx € 1, () =sinzx
coszx
= Ve €I, N(x)=sinzcosz
= Veel, ANz)= %sinQI.

Une solution particuliere de (E) est donc :

Mz) 1lsin’z

cosx 2 cosx

Yy:rx—

On conclut que la solution générale de (E) est :

sin? A

YT — , AEeR.

2 cosx cosx
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2
b) La solution générale de (E¢) y' — =y =0 sur ]0; +oof
x

est :
2
y:z»—>)\exp</fdm):)\62hﬂz|:)\xQ, AeR
T

Pour trouver une solution particuliere de (E), on applique la
méthode de variation de la constante : on cherche une so-
lution particuliere de (E) de la forme y : & — A(z)x2, ol
A : I — R est une fonction inconnue, supposée dérivable.

On a alors : Veel, zy —2y=—Inz
= Ve eI, N(z)z®=—Inz
1
= Vael, N@)=-—
23
1
= Vzel, ,\(g;):/_L;dx
x

On effectue une intégration par parties :
—2 —2
1
/7x731nxd:c = x—lnx — / r - —dz
2 2 z
1z72
2 2

Inx n 1 e
— e.
2r2  4x2

_ Inz 1 1

T 22 2

__Inz
T 2g2

= ki
Ainsi, une solution particuliere de (E) est :

1 1
y:wb—>)\(m)x2:§1nx+z,

ce que 'on peut d’ailleurs controler.

On conclut que la solution générale de (E) est :

1 1
Y:xr—> 51naﬂ+i+/\x2, A e R2.

On a, pour tout z € R :
23—z =x(2?-1) = 2z(z—1)(z+1) =0 <= z€{-1,0,1}.

1) Résolution de (e) sur un intervalle ouvert ne contenant
ni —1,ni0, ni 1

Soit I un intervalle ouvert de R ne contenant ni —1, ni 0,
ni 1, c’est-a-dire :

IC]—o0;—=1 ou IC]—1;0[ ou IC]0; oo

2 —x+1

=0.
2z 7

Sur cet intervalle :  (e) < (E) v’ —

L’ED (E) est une EDL1 normalisée et sans second membre.

La solution générale de (E) sur I est donc :
2—z+1
y:z»—))\exp(/xgierdz), AER.
3 —x

On effectue un calcul de primitive, en utilisant une décom-
position en éléments simples :
X2-X+1  X2-X+1 _ a PRI
X3-X = (X+DX(X-1) X+1 X X-1’

ou (a,b,c) € R3 est a calculer.

En multipliant par X 4+ 1 puis en remplagant X par —1, on
3
obtient : a = —.
2
En multipliant par X puis en remplacant X par 0, on obtient :
b=—1.
En multipliant par X — 1 puis en remplacant X par 1, on

obtient : ¢ = —.
2

X?-X+1_ 3 1 1,1 1

Ainsi : -t -
X3 —-X 2X -1

T2X+1 X
ce que ’on peut contréler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

On a donc, pour tout x € I :
3 1 1 1 1
= - ——de— [ —dz+- [ —d
y(@) eXp(Z_/a:Jrl * /z x+2 z—1 z)

Au+u%m—u;

3 1
= dexp (5 In |z+1]|—In \a:|+§ In |ac—1|) = 2]

2) e Raccord en —1

Soit I un intervalle ouvert de R contenant —1 et ne contenant
ni 0 ni 1.

La solution générale de (e) sur I — {—1} est :

NIRRT

si z<—1
||
y: [—{-1} — R, z+— .
1
12|z — 1|2
N E R
||
()\1,)\2) € R2.
On a, pour tout (A1, A2) € R? :
y(xy — 0 et ylxy — O
r — —1— z — —1t

On prolonge donc y par continuité en —1 en posant
y(-1) =0.

N 3
A cause de 'exposant 3 fur |z + 1| dans I’écriture de y(z),

—y(=1
OO0 LT R
xr — (—1) z — —1%
donc y est dérivable en —1 et y'(—1) = 0.

De plus, (e) est alors clairement satisfaite en x = —1.

e Raccord en 0

Soit I un intervalle ouvert de R contenant 0 et ne contenant
ni —1 ni 1.

La solution générale de (e) sur I — {0} est :

AJw+H%m—lﬁ

si z<0
||

y:x—> . ) ()\1,)\2)€]R2.
NIRRT
g T Al

si x>0
||

Il est clair que y admet une limite finie en 0 si et seulement
si A1 = A2 = 0, et on a alors y = 0, fonction nulle.
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e Raccord en 1

Soit I un intervalle ouvert de R contenant 1 et ne contenant
ni —1 ni 0.

La solution générale de (e) sur I — {1} est :

\ etz -1z

si z<1
al i
YT — . ) (A1, A2) € R=.
12|z — 1|2
Pl =1 oy
&
On a, pour tout (A1,A2) € R?: y(z) — 0.
z — 1%

On prolonge donc y par continuité en 1 en posant y(1) = 0.

N 1
A cause de 'exposant 5 sur |z — 1| dans Iécriture de y(z),

y(z) —y(1)

ona,siA\j ZOousi A #0: 1
T —

donc y n’est pas dérivable en 1.
Et, si A\; = A2 =0, alors y = 0, fonction nulle.

Finalement, on conclut que ’ensemble des solutions de 'ED
proposée sur tout intervalle ouvert I de R est :

3 1
12|z —1|2
NEES LTSN

{y:]—)R, T —
|z

;AER}
si 0¢letlgl
0O€eloulel.

{0} si

1) Résolution de 'EDL normalisée (E) associée a (e)
Soit I un intervalle ouvert de R tel que 0 ¢ I.

¢ La solution générale de ’'EDL1 sans second membre asso-

1_
ciée (Eo) o' + Tmy =0 sur [ est:

y:a:»—>)\eXp(_/I;xdz):)\exp(/(—i—kl)dz)
Ae®
el

Comme 0 ¢ I, z ne change pas de signe sur I, donc, quitte &
changer A en —), la solution générale de (Eq) sur [ est :

=Adexp(—Inlz|+z) =

x

y:xl—))\e—, AeR.
x

« Pour trouver une solution particuliére de (E), on applique
la méthode de variation de la constante : on cherche une so-

lution particuliere de (E) de la forme y : x — A(z) e—, ol
z
A : I — R est inconnue, supposée dérivable.

On a, pour tout z € I :
zy' (@) + (1 - 2)y(z) = >
621

— xAXx)%;rz = N(z)=e®.

I1 suffit donc de choisir A : x — e?®.

Une solution particulieére de (E) sur I est donc :

Az)e® e
yrr— ——— = ——.
x z

Ensuite, la solution générale de (E) sur [ est :

2z x

228 aer
X

Yyixr—>
T

2) Etude du raccord en 0

Soit I un intervalle ouvert de R tel que 0 € I.

La solution générale de (e) sur I — {0} est :

2z T
rnS s ow<0
x x
y: I —{0} — R, z+—
e2w et
+ Ao — si x>0
x x
(A1, A2) € R2.
On a: e 4 N\ie® — 14,
r — 0~
donc, si A1 # —1 alors y(z) — =oo.
z — 0~

De méme, si Ay # —1, alors y n’a pas de limite finie en 0.

Supposons A\ = A\g = —1.

On a alors :
e — e® e¥(e®—1) 1-z
y(e) = - ~ Iy
x x r — 0 x
donc y(z) — 1.
x — 0

Ainsi, y peut étre prolongée par continuité en 0 en posant
y(0) = 1.

si z#0

Onadonc: y:I — R, z+— z

=0
et y est continue en 0.

On étudie la dérivabilité de y en 0, en formant, par exemple,
un taux d’accroissement :

2z T

y(z) —y(0) 1(6 —e _1) e

T x
Pour trouver la limite (si elle existe) de ce taux d’accroisse-
ment, lorsque x — 0, utilisons des développements limités :

e2r _ e _ g

2

:c% [(1 + 2z + %(25[})2 + o(ac2)>

— <1+az+ %m2 +o(z2)) 71]

\VERVL)

13, 2\ 3
_.zﬁ(?v+o@))—-§+oﬂ) —

x

3
Ceci montre que y est dérivable en 0 et que y'(0) = >

Enfin, il est alors clair que 'ED de ’énoncé est satisfaite par y
au point 0.
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Finalement, I’ensemble Sy des solutions de I’ED proposée sur
tout intervalle ouvert I de R est :

2z Ae?
{y:I—)R, x»—)u; )\ER} si 0¢1
e2z_ez ) #0
si x
{y:]—)R,x»—) }si()el.
1 si x=0

8.7

L’ensemble S est ’ensemble des solutions, sur l’'intervalle
] — o00; 1[, de 'EDL1 sans second membre (non normalisée)
(e0) z(x— 1)y’ — (x —2)y =0, donc, d’apres le cours, S est
un R-espace vectoriel.

1) Notons I =] —oc0; 0[ou I =]0; 1[.
L’ED (eg) est normalisable sur I, équivalente sur I & :
r—2
Eo) v - ——=y=0.
(Eo) v P

La solution générale de (Eg) sur I est :
-2
y:ac»—)Aexp(/midac)7 AER.
z(x —1)
On effectue une décomposition en éléments simples :

X -2 _a+ b
XX-1 X X-1’

(a,b) € R2,

En multipliant par X puis en remplagant X par 0, on obtient :
a=2.
En multipliant par X — 1 puis en remplagant X par 1, on
obtient : b = —1.

X-2 2 1
XX-1 X X-1’
ce que ’on peut contréler par réduction au méme dénomina-
teur dans le second membre.

D’ou :

y(:t):)\exp(/(%—:cil)dx)

2
=Xexp (2In|z| — In|z — 1]) :)\\xz— 1 =

Ainsi :

22

1—z

Quitte & remplacer A par —\, la solution générale de (Eg)

22

sur [ est: y:xr— A , AeR.
z—1
2) Etude du raccord en 0
La solution générale de (eg) sur | — co; O[U]0; 1] est :
2
M- s 2<0
z—
Yy — ) (A1, A2) € R?
Ao — sio@>0
z—1

Tl est clair que, pour tout (A1, \2) € R?, y(x) — 0.
z — 0

On prolonge donc y par continuité en 0 en posant y(0) = 0.

On a alors :

y) w0 _,

07
x r—1 2z — of

donc y est dérivable en 0 et y’(0) = 0.

Enfin, PED (e) est alors satisfaite par y en 0.
Ainsi :

S:{y:]—oo; 1 — R,

2

A1 i si <0
r—1
T — 0 si z=0 (Al,Az)ERQ}.
2
A2 i si x>0
r—1
En notant :
x? X
siox<0
fi:]—o0; 1 — R, z+— r—1
0 si x>0
0 si x<0
foi]—o00; 1] — R, z+— 22
si x>0,
rz—1

il est clair que :
S={Mfi+raf2; (A1, x2) € R?} = Vect (f1, f2).

Enfin, la famille (f1, f2) est libre, car, pour tout couple
(A1, A2) € R? .

Afi+A2fe2=0

Ve €] —o0; 0, A1

2
=0

A1 =0

r—1

A2 = 0.
vz €]0: 1], A2 2

2
T -0
1

T —
Finalement, S est un R-espace vectoriel, une base de S est
(f1, f2), et dim (S) = 2.

1) Soit f convenant.

On a, pour tout x € R* fixé, par le changement de variable
u=tx:

1 x x
/ ftz)dt = l/‘ f(u)du, donc: f(z)= 2/ f(u) du.
0 T Jo T Jo
Comme f est C° sur R, l’application z — / fu)du
0

est C1 sur R, puis, par produit par z — =, il en résulte
z T
f, on

0
déduit alors, en dérivant : Vz € R*, zf'(z) + f(z) = 2f(z).
Ainsi, f est solution sur R* de 'ED : zy’ —y = 0.

Par résolution de cette EDL1 sans second membre, il en ré-
sulte qu’il existe (X, 1) € R? tel que :

Ve €] —o00; 0], f(z)= Az
f(@) = pw.

que f est C! sur R*. Comme : Vx € R*, zf(x) = 2/

Yz €]0; oo,



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

De plus, comme f est continue en 0, on a, en prenant la limite
lorsque z tend vers 0 : f(0) = 0.
f(=1)=0 -A=0
Ensuite : < <~
f)=1 p=1

A=0
pn=1.

0 si <0
On obtient : f: R — R, x>

T si x> 0.

2) Réciproquement, considérons application f obtenue ci-
dessus.

Il est clair que f est continue sur R et que f(—1) = 0 et
£ =1.

On a, pour tout = € R, en séparant en deux cas selon le signe
de z :

1 si
2/ Fto) dt
0 2 ' d 2 ik
G0 /0 txdt = I[E]O—x—f(a:).

On conclut que f convient.

1
=02/0 0dt = 0= f(x)

Finalement, il y a une application, f et une seule convenant,
I’application :

0 si <0

fR—R, z+—

T si x> 0.

1) Soit f convenant.

On a alors, pour tout z € R, en appliquant I’hypotheése a x
eta —z

@) = S(@ ) et f-a) = S (F-0)+i@),

Vo eR, f(-2) = f'(a).

D’autre part, puisque f est dérivable sur R, par opérations,
1

flix— i(f(:r) + f(—x)) est dérivable sur R, donc f est

deux fois dérivable sur R.

donc :

On obtient alors, en dérivant :

Vo eR, f'(z)= (/'@ ~ f'(~2) =0,

1l existe donc (a,b) € R? tel que : Vz € R, f(x) =ax +b.

2) Réciproquement, soit (a,b) € R2.

L’application f: R — R, = —— ax + b est dérivable sur R

et, pour tout x € R :
5'(@) = 5 (F@) + (-2)

< a=-((ax+b)+ (—ax+b)) < a=b.

N | =

On conclut que ’ensemble des applications f cherché est :

{fR—R, z+—a(z+1); acR}.

a) On va effectuer le changement de variable ¢ = In |z| dans
ED d’Euler (E) de ’énoncé.

On note donc
t=In|z|, J={lnl|z|; z € I}, e =sgn(x), 2(¢t) = y(z).

Onaalorsz=cet

tout z €1 :

, z est deux fois dérivable sur J, et, pour

@) =20, Y@ =T=T =701,
@)= S (@) = < (201
- S o)+ 05 (5)
= (SEO )T+ 0(- ) =05 205
D’ou :
(E) < x2<% - %) +ax? T b2(t) = k(z)

= 2(t)+ (a—1)2/(t) + bz(t) = k(e e?).
Ainsi, (E) se raméne & une EDL2 & coefficients constants.
b) On applique la méthode de a).
Faisons le changement de variable

t=Inz, z=-e’ z(t)=y().

On a:
y(@) = =), @) = 20, ¥ (@) = ()25 — (O,
donc :

(B) 22y +ay +y=2?+z+1

= (' =)+ 2= et 41

= b z=e4 et +1 (F).

La solution générale de 'EDL2 sans second membre associée
(Fo) 2" +2z=0est z — Acost+ Bsint, (A,B) € R2

Puisque 2, 1, 0 ne sont pas solutions de ’équation caractéris-
tique 72 + 1 = 0, on cherche une solution particuliére de (F)
sous la forme z : t —> ae? +bet + ¢, (a,b,c) € R? &
calculer. On a :

VteR, 2'(t)+2(t) = e+ et +1

— VteR, (4ae?* +bet)+(ae?
+bet+c)=e?t+et+1

= WVteR, (5a—1)e%
+(@2b-1)et4+(c—1)=0

— (5a—1:0, % —1=0, c—1:0)
1 1

= (azg, b:? c:l).

Ainsi, une solution particuliere de (F) est :

1 1
tr—>ge2t+§et+1.
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La solution générale de (F) est donc :

z:R— R, t+— é e2t+% el +1+4 Acost + Bsint,
(A, B) € R%

On en déduit la solution générale de (E) :

y:]0; +oo[ — R, (A, B) € R?

1 1
T — ng + 5% + 1+ Acos(Inz) + Bsin(lnx).

Si f

x
nue, donc = +— / f est de classe C!, donc comme
0

convient, alors f est dérivable, donc conti-

fl(z)=—1 +/0 f(t)dt, f est C, donc f est C? sur R.

Soit donc f : R — R de classe C2.

On a, par dérivation et prise de valeur en un point :
T
(E) VzeR, / F)dt = f(z) + 1
0

vz €R, f(z)=f"(z)
0= f'(0)+1.

—

Par résolution de cette EDL2 & coefficients constants et sans
second membre, f est de la forme :

f:R— R, 2+ Achz+ Bshz, (A4,B)ecR2
Onaalors: Vx € R, f'(z)= Ashz+ Bchz,
f(0)+1=0 < B+1=0 < B=-1.

On conclut que I’ensemble des solutions de (E) est :

{f:R*)R, r+— Achx —shuz; AGR}.

donc :

1) Soit f convenant.

1
Comme f est dérivable, par composition, x — f <4—> est
x
dérivable, donc f’ est dérivable, et, pour tout = €]0; +oo :
1 1 1 1 1
7 T 70 AN Y Y AN N )
@) = -5 () =1 (4L) /@)
4x
Ainsi, f est solution de 'EDL2 d’Euler : (E) 4xz2y” +y = 0.

On effectue le changement de variable ¢t = Inz, et donc aussi
le changement de fonction inconnue, g(t) = f(z). On a alors :

f@ =9t F@=gO, f@)=g" 050
Alors: (E) < VteR, 4(g"(t)—g'(t)) +g(t) =0.

Il s’agit d’'une EDL2 & coefficients constants et sans second
membre. L’équation caractéristique 4r2 — 4r + 1 = 0 admet
1
une solution double rg = 3 11 existe donc (A, ) € R? tel
que :
VEER, g(t) = (M +p)est.

On obtient : Vz €]0; +o0[, f(z) =g(t) = Alnz + p)vz.

2) Réciproquement, soient (\, u) € R? et
f:]0; oo — R, =+ (Anz+ p)vz.

L’application f est dérivable sur ]0; +oo[ et on a, pour tout
x €]0; +oof :

7@ =1(5)

A 1 1 1
= — Al —— = (Aln— —
as\/E—i_( nx+u)2ﬁ ( n4x+u) 4z

< A+ Alnz+ AIn2=0.

(Vm €]0; +oof, f'(x) :f(ﬁ)) <~ A=0.

On conclut que 'ensemble des applications f demandé est :
{f:[0; 40 — R, z=+— pvz; peR},

et on peut contréler que ces applications conviennent.

1) Soit f convenant. On a donc :

Ainsi :

2

Vz € [0; +oof, m/ozf(t)dt—3/:tf(t)dt:

x
5 .

Puisque f est continue, les applications f et ¢ — tf(¢)
T

/O f)dt et

x
t— / tf(t)dt sont de classe C!, d’otl1, en dérivant :
0

sont continues, donc les applications x ——

Vo€ D5 tool, [ (O d+af() -3 () =
0
c’est-a-dire : V€ [0; +oof, —2zf(z)+ /x F@)dt = z.
0

1 x
Il en résulte : Vz €]0; +oof, f(z)= —/ f(t)dt — 1
2x 0 2

Comme le second membre de cette derniére égalité est de
classe C! sur ]0; +oo[, on déduit que f est de classe C?
sur |0; +ool.
On peut alors & nouveau dériver, d’ou :

Vz €]0; +oof, —2zf'(z) — 2f(z) + f(z) =1,

vz €]0; +oof, 2zf'(z) + f(z) = —1.
Ainsi, f est solution, sur ]0; +o0o[, d’'une EDL1 avec second
membre.

c’est-a-dire :

La solution générale de PEDL1 sans second membre associée,
2zy’ +y =0, est:

1 A
T —> Aex (/7—dx> = —,
P 2z NZ3
Une solution particuliere évidente de 'EDL1 avec second
membre est z — — 1.

AeR.

La solution générale de P’EDL1 avec second membre est donc :

A
y:x— —14+—, AER.

VT
N A
Donc il existe A € R tel que : Vo €]0; +oof, f(z) = -1+ —.
N3
Comme f est continue en 0, on a nécessairement A\ = 0 et
donc f = —1.
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2) Réciproquement, pour f = —1 (fonction constante égale
a —1), on a, pour tout = € [0; o0 :

/()(a:—?;t)f(t)dt:/o (= +3t)dt

3,217 2,3 2 z?
= | —zt 715] = e
[ I+2 0 a:+2a: 2

b
donc f convient.

Finalement, il y a une application f et une seule convenant,
I’application constante égale a —1.

On a :

Va €]0; +oof, y' +2y +y=—

1
< Vzel0;+4oo], e®(y'+2¢y +y) = -

d 1
Vz €]0; +ool, a(ez(y'-i-y)) =

INER, Vz €]0; +oof, e* (¥ +y)=Inz+ A

d
IXER, Vz €]0; +oof, 3 (e®y) =Inz+ X

dz
INER, JpeR, Vz €]0; +oo],
(Inz+AN)dz=zlhnz—xz+ Az +p

(A

emy=/

En notant a = A — 1, 8 = p, on conclut que 'ensemble des
solutions de ’ED proposée est :

{y:]0; +oo[ — R, z +— (zInz+az+pB) e 7, (oz,ﬁ)E]Rz}.

-~

CORRIGES
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1
La solution générale de 'EDL1 3 — Y= 0, d’inconnue y :]0;4o00[ — R,
est y:x+— Az, AeR.

<]
[T

<]
[T

E La solution générale de 'EDL1 zy’ — 2y = 0, d’inconnue 3 : R — R,
est y:x — A2, AER.

=
T

L’ensemble S des solutions de 'EDL1 zy’ — 3y = 0, d’inconnue 3 : R — R,
est un R-espace vectoriel de dimension 1.

<]
|

2
m Une solution particuliere de 'EDL1 3’ — =y = 22, d’inconnue y :]0;+o00] — R,
x

est y: x — 2.

m La solution générale de ’EDL2 y"” — 3y’ 4+ 2y = 0, d’inconnue y : R — R,
est y:x—> Ae® + e (A, \2) € R2

La solution générale de 'EDL2 3" + 3’ = 0, d’inconnue y : R — R,
esty:R — R, x+— Acosz + Bsinz, (A, B) € R%

La solution générale de 'EDL2 3" — 5y’ + 6y = 22, d’inconnue y : R — R,
esty:xz > 2+ e 4+ Xed (A, X)) € RZ

Soient I un intervalle de R, xg € I, yg € K, a,b: I — K continues sur I.
Il existe une application dérivable y : I — K et une seule telle que :

{Vm €1, y(z) +a(x)y(z) = b(z)
y(wo) = yo-

Soient I un intervalle de R, x¢ € I, (yo, 20) € K2, a,b € K, g : I — K continue sur I.
Il existe une application deux fois dérivable y : I — K et une seule telle que :

Veel, y'(x)+ay (z) + by(x) = g(x)
y(7o) = Yo

y'(z0) = 20.

Une solution particuliére de 'EDL2 3" +y =shxz, d’inconnue y: R — R, peut étre
cherchée sous la forme y : & — Acosx + Bsinz, (4, B) € R?.
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{é‘; ol E aduk, [zé \fébooméaé

On applique la formule du cours donnant la solution générale d’'une EDL1 normalisée et

L’ensemble S est bien un R-ev, mais sa dimension est 2 et non 1, car la solution générale

2 2
mPoury:xl—>$3,onabien: Yy — Sy =32 -2 =322-2
x x

1
sans second membre : y:z — Aexp (/ — dx) =Xexp(Inz) =Xz, AeR.
T

L’EDL1 xy’ — 2y = 0 n’est pas normalisée.

La solution générale sur | —oo;0[ est y; : @ — A\2?, A\ €R.

La solution générale sur ]0;+oo] est yo : & — Ao2?, Ao € R.

Ma? st z<0

Pour tout (A1, \2) € R?, application y:x +— 0 s z=0

2

Xox® si x>0

est dérivable sur R et est solution de ’EDL1 proposée sur R.

Mzl st <0

de 'EDL1 sur Rest: y:z+— 0 s z=0 (A1, \2) € R?

Aoz st x>0

.’172 = £U2.

m Il s’agit d’'une EDL2 a coefficients constants et sans second membre.

L’équation caractéristique > — 3r + 2 = 0 admet deux solutions réelles distinctes, qui

sont 1 et 2.

La solution générale sur R est donc y:z — A\ e® 4+ \ye??,

(A1, A2) € R%

m Il s’agit d’'une EDL2 a coefficients constants et sans second membre.

L’équation caractéristique r? + r = 0 admet deux solutions réelles distinctes, qui sont 0

et —1.
La solution générale sur R est donc : y:xz +—— A + Age ™7,

Il y a eu confusion avec 'EDL2 ¢ 4+ y = 0.

La fonction y : © — x n’est pas solution de 'EDL2 proposée.

(A1, A2) € R%

[ WF

VE
VE

_HF)

GG Clest un résultat du cours : théoreme d’existence et d’unicité d’une solution d’un pro-

bléeme de Cauchy pour une EDLI.

C’est un résultat du cours : théoréeme d’existence et d’unicité d’une solution d’un pro-

bléeme de Cauchy pour une EDL2.

Les fonctions  — A cosx + Bsinx vérifient 3" + y = 0, donc ne vérifient pas PEDL2

proposée y” +y = shx.

1
Une solution est  —— —shxz.
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Les méthodes a retenir 143 o Utilisation de la fonction partie entiere
Les énoncés des exercices 151 . . . , .
D 13 dé o 125 o Convergence d’'une suite, divergence d’une suite, détermi-
m marrer ! . / o e .

1 mat a Gemarer & nation de I’éventuelle limite d’une suite
Les corrigés des exercices 156 ) ) ) o )
Vrai ou faux ? 163 e Séparation d’une suite en termes d’indices pairs, termes
Vrai ou faux, les réponses 164 d’indices impairs, et, plus généralement, étude de suites ex-

traites
e Montrer que deux suites réelles sont adjacentes

e Calcul du terme général pour une suite usuelle, en particu-
lier le cas des suites récurrentes linéaires du second ordre a
coefficients constants et sans second membre

o Etude d’une suite du type w1 = f(uy).

“Youke cccontiole A couvs
pouy e vasoluchion. dos eoxevcices

o Définition de la fonction partie entiere

o Notions de borne supérieure et de borne inférieure dans R
et le théoreme : toute partie non vide et majorée de R admet
une borne supérieure dans R

e Propriétés des suites convergentes et des suites de limite
infinie, pour les opérations algébriques et pour I’ordre usuel,
en particulier le théoreme d’encadrement

e Calcul du terme général pour les suites usuelles : suites
arithmétiques, suites géométriques, suites récurrentes li-
néaires du second ordre & coeflicients constants et sans se-
cond membre

o Définition et propriétés des suites extraites, en particulier
le cas des suites formées par les termes d’indices pairs, d’in-
dices impairs

o Définition et propriétés des suites réelles monotones, des
suites adjacentes

o Plan d’étude des suites du type un1 = f(un).
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Les méthodes a retenir

Utiliser essentiellement la définition de la partie entiére |z| d’un )
, réel x :
Pour résoudre une ques- 2] €Z et |z] <z < |z]+1,
tion portant sur une ou
des parties entiéres ou encore : x| €Z et z—1<|z| <=
w Exercices 9.1, 9.4
\ J
Soient x € R, a € Z.
On a, par définition de [z| : |z] €Z et |z] <z < |z]+1.
Montrer : D’ou, puisque a € Z :
Vz €R, Va€Z, |z+a]=|z]+a lz]+a€Z et |z]+a<z+a< (lz]+a)+1

Par définition de |z + «], on conclut : |z + «f = |z]| + «a.

~

, . Essayer de faire une récurrence sur n. Pour y arriver, il faut que la
Pour établir une pro- ciis s 1y X . . . . .
propriété a l'ordre n + 1 s’exprime simplement en faisant intervenir la
\ &

priété faisant intervenir i s 1y
¢ ) propriété a ’ordre n.
une entier n quelconque .
! a = Exercices 9.3, 9.10

—{Ea )

Récurrence sur n.

2n)! 4! 1 1
(2n) 3, L L

ePourn=2,ona ———— =
22n(nl)2 24212 8 n+1 3

Montrer, pour tout n € N—{0,1} :

! 3
ﬂ>;. et on a bien — > —.
22n(p)2 © n+41 8 3

e Supposons ’égalité vraie pour un n > 2 fixé. On a :

2nr+1)! _ (2n)!(2n+1)(2n+2)
22(n+1) (n+1)1)2  2274(n)2(n 4 1)2
(2n)!  2n+41 1 2n+41

T 22 2m+2 ntl2ng2

et :
L2411
n+12n+2" n+2

= @Cn+1)(n+2) > (n+1)2n+2)

<= 2n2+5n+2>2n2+4n+2,

et cette derniére inégalité est vraie, donc l'inégalité voulue est vraie
pour n + 1.

On a montré l'inégalité voulue, par récurrence sur n..

143



Chapitre 9 — Nombres réels, suites numériques

144

Méthode

Pour montrer qu’un
nombre réel o est
irrationnel

Raisonner par 'absurde : supposer a € Q et déduire une contradic-
tion.
= Exercices 9.15, 9.16, 9.20

—— (e

Raisonnons par I'absurde : supposons v/2 € Q.

{ Montrer que v/2 est irrationnel.

1l existe alors (p, q) € (N*)? tel que : v/2 = % et pged (p,q) = 1.
On déduit : 2¢% = p2.

L’exposant de 2 dans la décomposition de 2¢? en produit de facteurs
premiers est impair et ’exposant de 2 dans la décomposition de p? en
produit de facteurs premiers est pair, contradiction.

On conclut : v/2 est irrationnel.

Pour montrer qu’une
suite converge et trou-
ver sa limite

Essayer d’exprimer le terme général u,, de fagon & pouvoir appliquer
les théorémes généraux (théoréeme d’encadrement, opérations sur les
suites convergentes).

w FExercices 9.1 4 9.7

— (=

On a, pour tout n € N* et pour tout k € {1,...,n} :

n

k+n?

Déterminer lim Z +—
noo = k2 + n3

0+ n? k4 n? n +n?
n24n3 " k24n3 " 0+n3’

donc, en sommant de k =1a k=mn:

7

n

2
1 <Z k+n n1+n

n
1+n\k_1k2+n3\ n2

)

n

2
n <Z k+n n+1.

c’est-a-dire :
n+1l K+n3 > n

k=1
n+1 P PN
Comme — 1 et — 1, on déduit, par théoréme
n+1 noo n noo
n
k4 n?
d’encadrement :  lim E LAnt =1
noo et k2 + n3

Pour étudier la conver-
gence d’une suite

De maniere générale, privilégier I’application des théoremes du cours.

Ne revenir aux « epsilons » que dans les cas ou les énoncés des théo-
remes du cours ne s’appliquent pas directement.
w FExercices 9.10, 9.13

~\
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Les méthodes a retenir

On a:
vneN, 0<ul <ul +o2.

n

Comme u,z1 + va — 0, il en résulte, par théoréme d’encadrement :
oo

2

Uy 0, puis : un — 0.

De méme : v, — 0.
noo

Méthode

Pour étudier la conver-
gence d’une suite dans
laquelle apparait une
distinction entre les
termes d’indices pairs et
ceux d’indices impairs

Notons, pour tout n € N: v, = up + Uni1-

Vo, = U u — a+b
2p 2p + U2p+1 P +
On a :
Vap41 = U2pt1 + U2pt2 p:) b+a.

Il en résulte : v, —> a-+0b,
noo

et on conclut : un +up4+1 — a+b.
noo

Méthode

Pour montrer qu’une
suite diverge

~
On a:
32p+3 3 1(2p+4 1
U2p=m —_ _etu2p+l=m —_ —.
4(2p+2) po 4 2(2p+3) poo 2
3 1 . .
Comme 1 # 3 on conclut que la suite (un)nen diverge.
J
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—{Eaml

D’abord, par récurrence facile, pour tout n € N, u,, existe et u, > 0.

On considére la suite (un )nen définie par
up = 0 et :

Vn €N, upi1 =/ u +un+1.

Montrer : u, — +o0o.
noo

Ona: VneN, uni1 = /uj + (un+1) > \Juf = un,

donc la suite (un)nen est croissante.

Si la suite (un)nen converge, vers un réel noté ¢, alors, d’une part,
£ > 0, et d’autre part, en passant a la limite dans 1’égalité de définition
de la suite (un)pen,ona: €=V +L0+1,doul+1=0, £=—1,
contradiction.

Ainsi, la suite (un)nen est croissante et divergente, donc, d’apres le

cours : unp — —+O00.
noo

extraite

Appliquer le résultat du cours :

a la méme limite que la suite donnée. - Exercice 9.17

[ Pour étudier une suite o Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et

e Par contraposition, si deux suites extraites d’'une méme suite

sont convergentes vers des limites différentes, alors la suite don-
née diverge.

—— (e

e D’abord, montrons, par récurrence sur n, que, pour tout n € N, uy,

Montrer que la suite (un )nen définie par
ug € [0; 2] et :

Vn €N, uUpt1 =2+ (—1)"un

diverge.

existe et un € [0; 2].
La propriété est vraie pour n = 0, par hypotheése.

Si, pour un n € N fixé, u, existe et un, € [0;2], alors,
comme Upt+1 = V2 — Uy OU Up = /2 + Up, Unt1 existe, up+1 =0 et
Unt+1 < V2 + 2 =2, donc up+1 € [0; 2]

« Raisonnons par l’absurde : supposons que (un)neN converge.

Il existe £ € R tel que : up, —> L.
noo

Par suites extraites, on a donc : ug, —
poo

U2p+2 = /2 — U2pt1 — 2—/
poo
—
poo

U2p+3 = /2 + U2p42

Par suites extraites, on a alors: V2 —/4 =/ et V24+£€=1{,
d’ott V2 =€ =+/2+ 4, donc £ =0, puis v/2 = 0, contradiction.

Ce raisonnement par ’absurde montre que la suite (un)nen diverge.

l et U2p+1  — l.
poo

On déduit :
2+ 4.

Pour  montrer que

Etablir que :

e 'une est croissante

deux  suites  réelles ¢ lautre est décroissante
(tn)n, (Un)n sont adja- o la différence v,, — u, tend vers 0 lorsque I’entier n — + oo.
centes

w— Fixercice 9.8
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Les méthodes a retenir

—(=zauky

Montrer que les deux suites réelles
(un)nen*, (Vn)nen+ définies, pour tout
n € N*, par :

LA |
=3
k=1

sont adjacentes.

1
Up = Un + —
n

1

¢On a, pour tout n € N* : upq1 —un = m >0,
donc (up)nen* est croissante.

¢ On a, pour tout n € N* :

n 1 1 1 1

v —vp =u — —Up——=——+ —— — —

wH T e e T T " n (m+1D2 n4+l n

n+n(n+1)—(n+1)3? 1
= = - <0,
n(n + 1)2 n(n +1)2

donc (vp)nen* est décroissante.

Up —Un, = — — O.
n noo

On conclut, par définition, que les deux suites (un)nen* €t (Vn)nen*

«On a:

sont adjacentes.

7

Pour calculer le terme
général d’une suite ré-
currente linéaire du se-
cond ordre, a coefficients
constants et sans second
membre

Former 1’équation caractéristique et appliquer les formules du cours.

= Fxercice 9.9

—(=zauk

Calculer u,, pour tout n € N sachant :
up =0, up =1

VYn €N, unyo =3upt1 — 2un

L’équation caractéristique 72 — 3r + 2 = 0 admet deux solutions réelles
distinctes, 71 =1, ro = 2, , donc il existe (A1, A2) € R2 tel que :

Vn €N, u, =A11" + X227,
AM+A2=0 {)\1:_1
<
up =1 M +2X =1
VneN, up,=(-11"+1-2"=2" —1.

ug =0

On a : <=

On conclut :

N\

(B

Calculer u,, pour tout n € N sachant :
ug=—1, u1 =0

VneN, upta =4unty1 —4un

L’équation caractéristique 2 — 4r 4+ 4 = 0 admet une solution double
réelle 7o = 2, donc il existe (\, u) € R2 tel que :

vn €N, u, = (An+ p)2".
p=-1

A+p)2=0
vneN, u, =(n-—1)2"

On a : {uo:_l
u1 =0

On conclut :

N\
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— Rl ~
L’équation caractéristique r2 + 2r + 2 = 0 admet deux solutions com-

plexes non réelles, conjuguées, distinctes :

Calculer uy, pour tout n € N sachant : F=—1—1i= \/ie—Siﬂ/ll’ ro=—141= \/5631#/47
u =1, up =1 donc il existe (4, B) € R? tel que :
=— — . 3 3
VnEN, unt Zunt1 = 2un Vn € N, un:(\/i)"(Acos —Zﬂ-i—Bsin —ZW)
ug =1 A=1 A=1
Ona: <= <=
A B
up =1 Va(- 2+ ) =1 B=2
V2 V2
3 3
On conclut : Vn €N, wup, =\/§"(cos%+25in%>.
& J

:

Chercher une suite particuliere (vy,), satisfaisant la méme relation de
récurrence que (up), et de la méme forme (a peu pres) que le second
membre. Former w,, = u, — vy, qui est le terme général d’une suite
récurrente linéaire du premier ordre ou du second ordre a coefficients
constants et sans second membre, calculer w,, et en déduire u,, par
Uy, = Uy + Wy,

{ 3
Pour calculer le terme
général u, d'une suite
récurrente linéaire du
premier ou du second
ordre, & coeflicients
constants et avec second
membre

= Exercice 9.11

e Cherchons une suite constante (vy)nen satisfaisant la méme relation

de récurrence que la suite (un)nen-

Calculer uy, pour tout n € N, sachant : On a, en notant v, = AER: A=B5A—6A+2 < A =1.

w =1, up =2, » Notons donc, pour tout n € N : wp = up —vp = up — 1.

On a, pour tout n € N :
Vn €N, upta =5unt1 — 6un + 2. P

Wnt2 = Unt2 — Unt2 = (Sunt1 — 6un +2) — (5vp41 — 6vn + 2)

=5(un+1 — Un+1) — 6(un — vn) = Bwp41 — 6wn,.
Ainsi, la suite (wy, )nen est une suite récurrente linéaire du second ordre,
a coefficients constants et sans second membre.

L’équation caractéristique 72 — 5r + 6 = 0 admet deux racines réelles
distinctes r1 = 2, ro = 3, donc il existe (A1, A2) € R? tel que :

Vn €N, w, = A12" + X23™.

On a donc : Vn €N, up=2A12" + 23" + 1.
= A+ +1=1 A =-—-1
Enfin : {uo ! <= <
up =2 201 +3X2+1=2 Ay = 1.
On conclut : Vn €N, u, =—2"T1 437 4 1.
\ J
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Les méthodes a retenir

Pour étudier une suite
récurrente du  type

Upt1 = f(un)

S’inspirer des exemples traités dans le cours.

Souvent, on pourra trouver la ou les valeurs nécessaires de
Péventuelle limite ¢ de la suite (uy),. En, effet, si u, — ¢
noo

et si f est continue en ¢, alors f(¢) = £.

Il se peut que (uy,), S0it croissante et majorée, ou décroissante et
minorée, donc convergente. En particulier, si f est croissante et
si 'intervalle d’étude est stable par f, alors (uy,), est monotone.
Un dessin permet souvent de prévoir le comportement de la
suite (uy), et guide la marche & suivre.

Une séparation en cas, selon la position du premier terme ug de
la suite par rapport aux points fixes de f, peut étre nécessaire,
suivie de I’étude de la monotonie de la suite (uy, ).

On peut essayer d’utiliser une majoration de type géométrique.

= FExercice 9.12

—=zauky

222 +2
e Considérons f:[1; 4+o0o] — R, z+— L

p
Etudier la suite (un)ncn définie par :
ug =1

2u2 +2

VneN, upt1 =
3un

N 3x
L’application f est dérivable sur [1; +oo[ et on a :

_dz-3z— (202 +2)3 222 -1)

Vo € [1§ +OO[, f/(x) (3:2)2 32

=0,

donc f est croissante sur [1; +ool.

De plus : f(1) = 5. Onadone : f([1; +ool) C [4/3; +oolC [1; +ool.

Ceci montre que l'intervalle [1; +oo] est stable par f.

e Puisque ug = 1 € [1; 4o00[ et que [1; +oo] est stable par f, la suite
(un)nen est correctement définie et : Vn € N, wup € [1; +ool.

e Si (un)nen converge vers un réel noté ¢, alors £ € [1; +oo] et, comme

. L2042 9 )
f est continue en £, on a : £ = f(¢£), d’ou = £, donc £ = 2 puis
£=+2.
4
e Puisque f est croissante et que f(1) = 3 >1 et f(V2) = V2, l'in-

tervalle [1; v/2] est stable par f.
Puisque up = 1 € [1; v/2] et que [1; /2] est stable par f, on a :

VneN, u,€[l; V2.

Ainsi, (un)nen est majorée par v/2.
2u2 + 2 2 —u?

eOna: VneN, upty1 —up = —Up = >0,

3un 3un

donc (un)nen est croissante.
Puisque (un)nen €st croissante et majorée par v/2, (un)nen converge.

Puisque (un)nen converge et que la seule limite possible est V2, on

conclut : (un)pen converge vers v/2.
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Pour étudier deux suites
(un)n, (Un)n définies si-
multanément par des re-
lations de récurrence les
combinant

Essayer de :

calculer les termes généraux u,, et vy,
étudier la monotonie éventuelle des suites (u,)n, (Un)n

raisonner sur les valeurs nécessaires des limites éventuelles

w FExercice 9.19

(e

e Montrons, par récurrence sur n, que, pour tout n € N, u, et vy

Etudier les deux suites
(un)nva’ (’Un)nleN définies

ug = vozget:

57

Unt1 = ulvn
Vn € N,

Un-t1 — unv,zl.

réelles
par

" existent et (un, v,) €]0; 1[2.

C’est vrai pour n = 0.
Si c’est vrai pour un n € N fixé, alors :
Unt1 = udvn €]0; 1] et vpp1 = upv €]0; 1[2

donc c’est vrai pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur n, que, pour tout n € N, u, et vp
existent et (un, vn) €]0; 1[2.

7

0<ups1 = u%vn = Un(unvn) < Un
eOna: VnéeN,

0< vpt1 = ’U«%Un < Un,
donc (un)nen €t (vn)nen sont décroissantes.

Puisque ces deux suites sont décroissantes et minorées par 0, elles
convergent et leurs limites respectives A et p vérifient : A > 0, u > 0.

1
De plus : VvneN 0<u, <up=—,
2
1
donc, en faisant tendre n vers U'infini : 0 < A\ < 5
. 1
De méme : Oéuég.

En faisant tendre n vers l'infini dans les égalités de définition des suites
(un)nen et (Un)nem, ona: A=2A2u et p= A,
d’ou : A1 =Apu) =0 et pu(l—Ap)=0.
11
Comme 1—)\u>1—§§ >0, ondéduit: AX=0et p=0.

Finalement, les deux suites (un)nen €t (Vn)nen convergent vers 0.

~\

Pour étudier une suite
ressemblant aux types
usuels de suites

7

Essayer de se ramener aux types usuels de suites, souvent par change-
ment d’inconnue, en ramenant 1’étude de u,, a celle, par exemple, de
Ny, de Inu,,...

= Fxercice 9.13
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Enoncés des exercices

n+_n1.

En divisant par (n+ 1), ona: Vn €N, e P

Calculer un, pour tout n € N, sachant En notant, pour tout n € N, v, = u—?, on a donc :
ug =0 et : n!

Vn €N, upt1 =+ 1uy, + (n+ 1) Vn €N, vny1=vn+L

Ainsi, (vn)nen est une suite arithmétique, donc :

VneN, vy =v9+n=n,

d’ou : Vn €N, up =nlv, =n-nl.

//—
= T voncis Aos okovcicos
1T Exemples de calcul de limites de suites réelles

Dans chacun des exemples suivants, montrer que la suite, dont on donne le terme géné-
ral u,, converge et calculer sa limite :

1 - 2n k n n -1
a) —ZUCCEJ, reR b) L c) Z( ) .
n? k=1 ,;)k'i'"g k=0 k

HTT Exemple de calcul de limite d’une suite complexe

Etudier la convergence de la suite complexe (uy,)nen définie par ug € C et :

22Uy — Uy,

VnEN, Unp+1 = 3

BT Une inégalité portant sur une sommation

"1
Montrer, pour tout n € N* : g — <vn+vn+1-1
= VE

I | m Somme de parties entiéres

n-+2 n+4
4 J + { 4 J -
B m Etude de limite pour une suite construite a partir de deux suites

-1
Montrer : Vn € Z, VL 5 J + {

Soient (un)nen+, (Vn)nen+ deux suites & termes dans R .

3 3 U, — 0
Uy, + Uy, noo
On note, pour tout n e N: w,, = — 5 Montrer : — w, — 0.
us + v, noo
n n v, — 0
noo
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EET1 m Limites de trois suites

Soient (tn)n, (Un)n, (Wy)n trois suites réelles, a € R. On suppose :
2 2 2 2
Up +Up +wy, — 3a et u; +ov, +w, — 3a°.

noo noo

Montrer : Up — A Vp —> G, Wp — G.
noo noo noo

BT Limites de deux suites réelles a partir des limites de leur somme et de leur produit

Soient (zn)nen, (Yn)nen deux suites réelles. On suppose :
Tp+Yp — SER et zpy, — PeR
noo noo

a) Montrer : S% — 4P > 0.
b) Si S%2 —4P > 0, montrer qu’on ne peut pas conclure que (2, )nen €t (Yn)nen convergent.

¢) Si 82 —4P = 0, montrer que (2, )nen et (Yn)nen convergent et déterminer leurs limites.

BT m Exemple de deux suites adjacentes
& 1
On note, pour tout n > 1 : H (1 + W) et v, = (1 + ﬁ)um
nn!

Montrer que les suites (up)n>1 €t (vn)n>1 sont adjacentes.

BT m Suite récurrente linéaire du second ordre a coefficients constants et sans second
membre

Déterminer I’ensemble des A € C tels que la suite (u,)nen, définie par ug =0, u3 = A et :

1
—Un,

Vn €N, Upio = Upy1 — 1

vérifie : Vn € N, |u,| <1
BT BN Suite de Fibonacci et coefficients binomiaux

Soit (¢ )nen la suite réelle définie par ¢o =0, ¢1 =1et: Vn €N, dpi2 = dpi1 + On-
a) Calculer ¢,, en fonction de n, pour tout n € N.
b) Montrer : Vn € N, ¢%+1 — Ppbny2 = (—1)".

c) Etablir que la suite (¢n+1) - converge et trouver sa limite.
n n n n
d) Montrer : 1) VYn €N kz I br = dpan  2) Vn €N, ;(_1)k <k) b = —p.

BT 0NN Suite récurrente linéaire du second ordre a coefficients constants et avec second

membre
Calculer u,, pour tout n € N, sachant ug =0, u; =1 et :

Vn €N, upio = 10up41 — 21u, + 12n.
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Enoncés des exercices

BT tPH Trois exemples de suites du type u, 1 = f(u,)

Etudier les suites réelles (un)nen définies par :

ug = 2 uoe{,+ [

a) Uy, b) ¢) —
Un+1:u%+1 un+1:\/1—|—un Upy1 = )

BT Exemple de suite réelle pour laquelle w,,; est donné en fonction de u,, et de n
\/nu
Vn € N¥, =

Up+1 = n+1

Etudier la suite réelle (tn)nen+ définie par u; >0 et :

| NS Un entier caché sous des radicaux

/543 + 415 N /543 — 41v5
V3 V3

B ] Etude d’irrationnalité pour une somme de deux racines carrées
Soient x,y € Q4 tels que \/z et /y soient irrationnels.
Montrer que y/x + ,/y est irrationnel.

Montrer que le réel A = est un entier et le calculer.

| Etude d’irrationnalité pour la racine carrée d’un entier

a) Soit n € N* tel que n ne soit le carré d’aucun entier. Montrer : /n ¢ Q.

b) Etablir :  v2+ 3 ¢ Q.

] Utilisation de plusieurs suites extraites

Soit (un)nen une suite complexe telle que les suites extraites (ugp)pen, (U2p+1)peNs
(usp)pen convergent. Montrer que (uy)nen converge.

T Caractérisation de la convergence des suites a termes dans Z

Soit (u,)nen une suite & termes dans Z. Montrer que (u,)nen converge si et seulement si
elle est stationnaire, c’est-a-dire : il existe N € N tel que la suite (u,)n>n est constante.

[ Exemple de deux suites récurrentes simultanées

On consideére les deux suites réelles (un)n>0, (Un)n>0 définies par ug > 0, v > 0 et, pour

Un + Un Up, + UV + Vn
R Ut = '

Montrer qu’elles convergent, ont la méme limite et que cette limite £ vérifie : vy < £ < ug.

toutn e N:  wupp1 =

m Un exemple surprenant de rationnel issu d’irrationnels par exponentiation
Montrer qu'il existe (a,b) € (R — Q)2 tel que a’ € Q.

T Suites de termes généraux sinna, cosna, pour a € R — 77 fixé

Soit @ € R — 7Z. Montrer que lexistence d’une des deux limites hm sinna, limcosna
noo

entraine celle de 'autre, et que I'existence des deux limites entralne une contradiction.

Conclure que ces deux suites divergent.
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1T m Moyenne de Césaro, lemme de I'escalier, applications

a) Moyenne de Césaro
Soient (uy)nen< une suite dans C, et (v, )nen+ la suite définie par :

u1+.+un
771 .

Vn e N*, v, =

Mountrer que, si (uy, )pen+ converge vers un complexe £, alors (v, )pen+ converge aussi vers /.
b) Lemme de ’escalier

U
Soit (un)nen+ une suite dans C telle que u, 41 —u,, — ¢ € C. Montrer : — — /.
noo

n noo
Up+1
Unp

¢) Soit (un)nen+ une suite a termes dans R . Montrer que, si ( ) . converge vers
neN~
un réel £ > 0, alors ({/u, )nen+ converge aussi vers £.

d) Déterminer les limites, quand U'entier n tend vers l'infini, de :

1/n
2n no1, 1 1 ,/(3n)!
<n> A LR R C R -t AR B I i L e
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Du mal a démarrer ?

-?up mal & domavver (P

UB o) Utiliser ’encadrement de définition de la partie
entiere pour déduire un encadrement de uy,.

2n

b) Le terme up ressemble & v, = Z

k=0

semble négligeable devant n? dans k + n?.

—, car k
n2’

¢) Isoler les termes d’indices k =0, 1, n — 1, n.

Vu que la définition de up41 en fonction de u, est
essentiellement additive, on peut essayer de passer
aux parties réelles et imaginaires.

1Jef) Récurrence sur n.

Chacune des trois fractions intervenant dans I’énoncé
se simplifie si 'on connait la forme de n modulo 4.

Essayer d’obtenir des encadrements permettant d’ap-
pliquer le théoréme d’encadrement. On pourra envi-
sager la suite de terme général Max (un,vn).

m Considérer Sy, = (un — a)? + (vn, — a)? + (wp, — a)?.

a) Etudier (zn, — yn)2.

b) Utiliser des suites formées, alternativement, par
les deux solutions de ’équation t> — St + P = 0,
d’inconnue t € R.

¢) Calculer (zn, — yn)2.

m Revenir & la définition de deux suites adjacentes.

n Calculer u,, en fonction de n.

a) Il s’agit d’une suite récurrente linéaire du second
ordre & coefficients constants et sans second membre :
appliquer la méthode du cours.

1-V5 1+v5
2 T T2

b) Utiliser a), ou bien faire une récurrence sur n.

¢) Utiliser a).

d) Utiliser a) et le bindme de Newton.

On notera, par exemple, r; =

tIEN Chercher une suite (vn )nen, de la forme v, = an + b,

satisfaisant la méme relation de récurrence que
(un)nen-
En notant wn = un — vn, (Wn)nen est alors une
suite récurrente linéaire du second ordre, a coeffi-
cients constants et sans second membre, et on peut
donc calculer wy, en fonction de n, puis uy, en fonc-
tion de n.

On notera ’analogie avec I’étude des équations diffé-
rentielles linéaires du second ordre & coefficients
constants et avec second membre.

a) Etudier le signe et la monotonie de wuy,.

b) Résoudre léquation f(z) = z, qui a une solution
et une seule, notée o, puis majorer |u,+1 — | en fai-
sant intervenir |u, — a, de fagon & amener une suite
géométrique convergeant vers 0.

¢) Résoudre I'équation f(z) = z, qui a deux solu-
tions a, 8. Séparer en cas selon la position de u; par
rapport a « et S.

U Considérer vy, = nun,.

En notant u et v les deux fractions de ’énoncé, étu-
dier u + v, u® 4+ v3, u3v3, pour obtenir une équation
satisfaite par A.

UG Raisonner par "absurde.

a) Raisonner par l’absurde et utiliser un argument
d’arithmétique.

b) Raisonner par 'absurde et utiliser le résultat de a.

LA Considérer les deux suites extraites :

(u6q)qen et (u6q+3)qen-

Pour montrer que, si (Un)nen, & termes dans Z,
converge, alors (un)nen est stationnaire, revenir a
la définition en ¢, N de la convergence d’une suite
réelle.

Etudier la position relative de u,, et vy, et la mono-
tonie des deux suites.

Considérer \/i\/5
La notation Ry — Q désigne R4 privé de Q, c’est-a-
dire: Ry —Q={zeRy; z ¢ Q}.

En supposant sinna — ¢ € R, utiliser la suite
noo

extraite de terme général sin(n + 1)a et déduire :

, ¢—YLcosa L .
cosna —» ¢’ = —— . Réitérer le raisonne-
noo sin o , ,
0 cosa— ¥
ment sur cosna pour déduire { = ——— . Ré-

soudre le systéme de deux équations ; 1361:1le incon-
nues £, £, et déduire £ = ¢/ = 0. D’autre part, utiliser
la formule fondamentale reliant cos et sin pour dé-
duire une contradiction.

m a) Revenir & la définition en ¢, N de u, — ¢, et
n noo
scinder Z ug en utilisant I'indice intermédiaire N.
k=1
b) Appliquer a) a la suite de terme général u,4+1—un
a la place de uy,.
¢) Prendre le logarithme et utiliser b).

d) Appliquer c).
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pr— omf(ﬁa/,é Hos okovcices

a) Puisque: Vt€R, t—1< [t] <t, ona:
L1 1 <
Vn € N, EZ(kw—1)<un<$Z(kx),
k=1 k=1

c’est-a-dire :
n+1 1 n+1

VneN*;, —z— —<up, < —u.
2n n 2n
On conclut, par le théoréme d’encadrement :
x
Un —— 5

b) Puisque 0 < k < 2n, k est négligeable devant n?, ce qui

2n

nous invite a considérer v, = E — et & essayer de montrer
n

k=0
que un se Comporte comme Un.

e D’une part, pour tout n € N* :

2n
n2n+1)  2n+1
Vy = — = k_— = R
" kgz%nZ n22=: 2 n

donc : v, — 2.
noo

e D’autre part, pour tout n € N* :
2n

2n k k

k2

\Z(an —na)\‘ Y

<22")2_ Zl_ (2n+1),

n2n?2
donc |un —vn| — 0, &0 up, — vy, —> O.
noo noo

eEnfin : un = (un —vn)+vn — 0+2=2.
noo

¢) On a, pour tout n € N tel que n > 5 :

= () () @) ) ()

:2(1+%)+T§(2)71.

k=2

Comme : Vk € {2,...,n — 2}, (n) > (
k 2
n—2 n —1 2
0<Z() <(n—3)———,
= k n(n—1)
n—2 n —1
et donc : Z (k) — 0.

k=2

2

On conclut : Up — 2.
noo

AELLE

)

Notons, pour tout n € N:  z, = Ré (upn), yn = Im (un).

On a, pour tout n € N, en séparant partie réelle et partie
imaginaire :

1 1
" . Tn+1 = *(2In - xn) = -Tn
2Upn — Up, 3 3
Un+1 = # <~

1
Ynt1 = 3(2%1 +Yn) = Yn.
Ainsi, (zn)nen est géométrique, donc, pour tout n € N,
n
Tp = (5) Z0, et (Yyn)nen est constante égale & yo.
2 1ios o . .
On déduit : up = — + iyo — 1iyo,
3n noo
et on conclut : wup, — iIm(ug).
noo
Récurrence sur n.
e L’inégalité est évidente pour n = 1.

¢ Supposons l'inégalité vraie pour un n € N*. On a :

n+1 1 1
S () m
k=1 n
1
< vV 1-1 .
hyp. rec. \/ﬁ—’— nt + \/TL+1
11 suffit donc de montrer :
Vitvntl-1+ ——=<Vant+tl+vnt2-1 (1)
\/7
On a:
1
1 = — <V -
1) NS n + Vn
— 1 < (n+2)—n
Vi+1l  Vn+2++n
= Vn+2+/n<2v/n+1
—=  (Vnt2+vn)’<4(n+1)
= 2n+2+2y/nn+2) <4n+4
= nn+2)<n+1
— nn+2)<n+1)? = o<1l

Ceci montre, par équivalences logiques successives, que I'in-
égalité (1) est vraie, ce qui entraine l'inégalité voulue
pour n + 1.

On a démontré I'inégalité demandée, par récurrence sur n.
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Corrigés des exercices

Séparons en cas, selon le reste de la division euclidienne de
n par 4, et présentons les résultats dans un tableau :

n—1 n+ 2 n+4
n { 5 J { ) J L ) J Somme
4k 2k —1 k k+1 4k
4k + 1 2k k k+1 4k +1
4k + 2 2k k+1 k+1 4k + 2
4k + 3 2k+1 k+1 k+1 4k + 3

Ceci établit le résultat voulu, par examen de tous les cas
modulo 4.

1) Supposons up, — 0et v, — 0.On a:
noo noo
u%+vf’l
OSwn="5""5
Uy + vg

< u;o’l + v;"’L + u%vn + unv%
<
u? +v2

=up +vn, — 0,
noo
donc, par théoreme d’encadrement : w, — 0.
noo

2) Réciproquement, supposons wn, — 0.
noo

Considérons, pour tout n € N: M, = Max (un,vn).
3 3 M3

Un + U > no— " 5,

u2 + v~ 2M2 2

car: ud +v3 > M3 et u2 +0v2 <2M2.

Ona: VneN, w, =

D’apres le théoreme d’encadrement, on déduit : M, — 0.
noo

Puis, comme 0 < up < My, et 0 < vy, < My, on déduit, en-
core par le théoreme d’encadrement : u,, —> 0et v, —> O.
noo noo

&érons7 pour tout n € N :

Sn = (un — a)2 + (vn — a)2 + (wn — a)2.
On a:
Sn = u2 4+ 02 + w2 — 2a(un + vp + wy) + 3a®

— 3a® — 2a-3a+ 3a% =0.
noo

Vn €N, 0< (un —a)? < Sn,

il en résulte, par le théoréme d’encadrement :

Comme :

(un—a)2 — Opuis:up—a — 0, up, — a.
noo noo noo
De méme :

a) On a: (zn —yn)? = (xn + yn)? — 42nyn - S2 — 4P.

Uy — @, Wy —> a.
noo noo

Comme, pour tout n € N, (z, — yn)2 > 0, on déduit, par
passage & la limite : S2 — 4P > 0.

b) Puisque S2 — 4P > 0, ’équation t?> — St + P = 0, d’in-
connue t € R, admet deux solutions notées t1,t2 et on a :
t1 # to.

Considérons les suites (zn )nen et (Yn)nen définies, pour tout
n € N, par :

t1 si n est pair to si n est pair

Tn = Yn =
to si n est impair t1 si n est impair.
Alors: VnéeN, zp4+yn=5 et xpyn =P,
donc :

Tn +yn — Setzpyn — P.
noo noo

Cependant, les suites (Zn)nen €t (Yn)nen, qui alternent deux
éléments distincts, divergent.

¢) Ona:
(zn — yn)2 = (zn + yn)2 —4ZnYn Eo) 5% —4P = 0,

donc zp, —yn, —> O.

1 S
Tn = *((xn + yn) + (-Tn - yn)) — -
2 noo 2
Puis :
1 S
Yn = 5((12” +yn) — (Tn — yn)) —>noo 3"

On conclut que les deux suites (Tn)nen €t (Yn)nen

S
convergent et ont pour limite 3

1) On a, pour tout n > 1 :

1 ) _
nt)(ntn/im—
T rFDmrD

Un41 — Un = (1-1-

donc (un)p>1 est croissante.

2) On a, pour tout n € N :
1 1
Unt1 =0 ( + (n—l—l)(n—l—l)!)u 1 ( +nn!>u

= (1 + m)2un - (1 + ﬁ)un

= ( o D,
(n+1)(n+1)! (n—i—l)?((n—i-l)!)2 nn!

- 1 n n . 2\,
_n(n+1)(n+1)!<2 +(n+1)(n+1)l ( +1)> n-

Comme, pour tout n > 1 :

2n+ —(n+1)2 < 2n+1-(n+1)%2 = —n? <0,

"~
(n+1)(n+1)!
Vn > 1,

donc (vn)p>1 est décroissante.

on déduit : Up+1 — Vn <0,

u
3) On a, pour tout n > 1: vy —un = —n' > 0. Il s’ensuit,
nn!
puisque (vn)n>1 est décroissante : Vn > 1, 0 < up < vn <
. Un U1
vy, puis: 0 < vy —Up = — < —.
nn! nn!

On déduit, par le théoréeme d’encadrement : v, — un, —> 0.
noo

On conclut, d’apres la définition de deux suites adjacentes,
que les suites (un)n>1 €t (vn)p>1 sont adjacentes.
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La suite (un)pen est une suite récurrente linéaire du se-
cond ordre, & coefficients constants, sans second membre.

1
L’équation caractéristique r—r4+ 1 = 0, admet une solu-
1
tion double égale 5

D’aprés le cours, il existe donc (a, 8) € C? tel que :
1\ n
Vn € N, un:(oerﬁ)(i) .

B=0

ug =0 B=0
De plus : <~ 1 <~

up = A (a+5)5:)\ a =2\

. 1I\n n
On obtient : Vn € N, wu, = 2)\n<§) = o1
Calculons les premieéres valeurs de nri T
n 0o 1 2 3 4
n/2-T 10 1 1 3/4 1/2

La suite <2n I ) - est décroissante, car, pour tout n > 1 :
- nzl
n+1
2n n + 1
- < 1.
n on
on—1

II en résulte que la suite (Jun|)n>1 est décroissante.
Onadonc: (VREN, |un|<1) <= |ui| <1<= A1

et on conclut que ’ensemble cherché est {\ € C; |A| < 1}.

a) 1l s’agit d’une suite récurrente linéaire du second ordre &
coefficients constants.

L’équation caractéristique 72 —r—1 = 0 admet deux solutions
1+v5

1-+5
, To = .
2 2
D’aprés le cours, il existe donc (A1, A2) € R2 tel que :

réelles distinctes r1 =

Vn €N, ¢n = Air] + Aary.

¢o =0 A +A2=0
De plus :
¢ =1 Ar1 + Aorg =1
1 1
AL = -
R V5
1 1
Ao = = —.
Thon VB
D’ou :
_ 114V 1 —VBy\n
vn €N, ¢”_E(( 2 ) _< 2 ))

b) Ire méthode, utilisant a) :
On a, pour tout n € N :
¢3L+1 — Gndn+2

1 1 1,2 1 1
= g((’“§+ =P — (o — ) (5T =7 h)

1

— g(r?rg'm — 2r?+lrg+1 + 1‘?""21"5‘)
1 n 2 n

= g(rr)"(rz —r)" = (=1)",

puisque rirg = —1.
2¢ méthode, n'utilisant pas a) :
Récurrence sur n.
La propriété est immédiate pour n = 0.
Si elle est vraie pour un n € N fixé, alors :
¢%+2 - ¢n+1 ¢n+3

= Ghiz— dnt1(dns2 + dnt1)

= Gn+2(bnt2 — dnt1) — dnys

= $nt2tn —dh1 = —(-)" = (=),

donc la propriété est vraie pour n + 1.
rn+1 _ 7,n«l»l
¢) On a: ¢n+1: 2 1
¢ =

n ry — Ty

— T2,
noo

car |r1| <1< ra.

¢n+1
én
d) 1) On a, pour tout n € N :

S (e = (1) e

k=0

1++/5

noo 2

On conclut :

1
= —=(3" —ri") = don,
en utilisant 1 + ro = 7"% et 1+7r1 = rf, car r1 et ro sont les
solutions de I’équation caractéristique r2 —r — 1 = 0.
2) De méme, pour tout n € N :

S0t (3) o

k=0

= St () b

k=0
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Corrigés des exercices

en utilisant r1 + r9 = 1, car r1 et ro sont les solutions de
I’équation caractéristique 2 —r — 1 = 0.

La suite (un)pen est une suite récurrente linéaire du second
ordre, a coefficients constants, avec second membre.

1) Cherchons une suite (vp)nen de la forme v, = an+b, sa-
tisfaisant la méme relation de récurrence que (un)pen. Ona:

Vn €N, vpy2 =10vp41 — 21vy, + 120

a(n+2)+b
=10(a(n +1) +b) — 21(an + b) + 12n

= Vn €N,

<~ VneN, (12a—12)n+ (12b—8a) =0
12 —12=0 a=1

= — 9
12b—8a =0 b:§.

2
YneN, v,=n+—,

Ainsi, la suite (vy)nen définie par : 3

satisfait la méme relation de récurrence que (un)nen-

2) Notons, pour tout n € N, wn, = un — vn.

Onaalors: Vn €N, wpio = 10wn41 — 21wn,

donc (wn)nen est une suite récurrente linéaire du second
ordre, a coefficients constants et sans second membre.

L’équation caractéristique 72 — 10r + 21 = 0 est de discri-
minant A = 102 —4 .21 = 16 > 0, donc elle admet deux

10—-4 10+4
solutions qui sont 5 = e 2+ =7

D’apreés le cours, il existe donc (A, u) € R? tel que :

Vn €N, wp = A3" 4+ u7",
2
etonadonc: Vn € N, un:wn+vn:)\3"+u7"+n+§.

3) Enfin, en utilisant les coefficients indiqués :

2
5
w =1 B +Tu+ =1 |-1]1
AIAN+3=-1 A=—1
ap- o -1
nog= p=y

1 2
Finalement : Vn €N, wu, =-3"+ 57" +n+ 3

On peut contréler les valeurs de ug et de uj, par exemple.

a) D’abord, il est clair que, pour tout n € N, u, existe et
up > 0.

Comme :
sante.

Vn € N, unt1 < un, la suite (un)n>o est décrois-

Puisque (un)p>0 est décroissante et minorée (par 0), elle
converge ; notons £ = lim u,.
noo

On a, en passant aux limites dans I’égalité de définition de

. 4 -
la suite (un)n>0 : = TR d’ou £ = 0.

— 0.

noo

b) D’abord, il est clair que, pour tout n € N, u, existe et

Up > 1.

Finalement : wu,

Si (un)n>0 converge vers un réel ¢, alors, en passant aux li-
mites dans ’égalité de définition de la suite (un)p>0, on a

(= VTTT, don t= 1TY5

2
1++/5

Notons a = 3 On a, pour tout n € N :
[unt1 — o] = |[VI+un — VI+al

_ |un — af 1
Vitun+vVita Vita
d’ou, en réitérant :

lun — a,

1 n
VneN, |u —a<<7) ug — of.
[un — af Tra luo — af

1
Comme 0 < ——— < 1, il en résulte :

1 n
V14 « (\/1_5_04) ;o) 0,

puis, par théoréme d’encadrement : |un, —a| — 0.
noo

. 1+5
Finalement : u, — .
noo 2

¢) Considérons I’application

f:I:[é;+oo[—>R, x— f(z) = xfg.

o f est dérivable sur I et :
1

/ 2
24z — =
9

donc f est strictement croissante sur I.

veel, fl(z)= >0,

1
En particulier : Vz € I, f(z) > f(g) =

donc [ est stable par f.

Puisque I est stable par f et que f est croissante sur I, on dé-
duit, par une récurrence immédiate, en séparant en deux cas
selon la position relative de ug et de u1, que la suite (un)nen
est monotone.

o Cherchons les points fixes de f.
On a, pour tout « € I :

2 2
fl)=2z <= \/m—gzm <= x—§:m2

— x27x+g:0 — et
9 3

ou T = —

31159
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Comme f est continue sur I, si (un)pen converge, sa limite
2

¢ est nécessairement g ou I

1 2
Comme f est croissante sur I, les intervalles [g, g] et
2
[g ; —i—oo[ sont stables par f.
De plus, en reprenant ces calculs avec des inégalités, on en
déduit le signe de f(z) — x selon la position de = par rapport
2

a

g :

z 1/3 2/3 —+00
flxy—z | O + 0 —
)
y = f(z)
2| o ______
3 |
|
|
|
|
10 ______ I
3 | 1
| |
| |
| |
| ul |
1 FE— 1 1 1 i
9 1 uog 2 w2 Uy uo x
3 3
A 4
[ 4 N,
. 1 . L1
eSi ug = 3 alors (up)nen est constante égale a 3’ donc

1
converge vers 3

1 2
o Si 3 <wup < 3 alors (un)nen est croissante et majorée

1 2
par —, donc converge. Sa limite £ vérifie 3 <ug << 3 et

3
le {%, ;}, donc £ = ;

. 2 s s
eSi ug > —, alors (up)nen est décroissante et minorée par

2 1 2
—, donc converge. Sa limite £ vérifie £ > — et £ € {7, 7},
3 3 33

2
donc £ = —.
3

1 1
On conclut que (un)pen converge vers 3 si up = 3 et vers

2 ]
— S1 U —.
3 °~3

D’abord, par une récurrence immédiate sur n, pour tout
n € N*| u, existe et u, > 0.

Considérons, pour tout n € N* : v, = nup.

On a, pour tout n € N* :

Upnt1 = (N4 1)Unt1 = VRun = V/un =0

Ainsi, pour tout n € N* :

Srol=

1 1)2 1\n—1 1
R SN ) LR () L
n=Vp_1=Up_2 = 1 =uj )
1 ==t
dot : up = —uf" .
n
On déduit : Inuy, = —Inn + Inu; — — oo,
on—1 noo

et on conclut : u, — O.
noo

9.14

V54v3 + 415

Notons u= ———F———, v =

V3
Onaalors A=u+wvet:
754\/3+41\/5+54\f—41\/57
3v3 3v3
3 3 54V34+41V5 543 —41V56
u’v° = .
3V3 3V3

7542~3—412.57@7f7(z)3
B 33 o213 \3/7’

V54v3 — 41/5
—a

o ud 403 36

donc, comme uv € R: wv =
D’ou :
A3 = (u+v)® = v + 3uv 4 3w + 03

= (u® +v3) + 3uv(u + v) = 36 + 7A.

Ainsi, A vérifie: A3 —7A—-36=0 (1).

Une solution évidente est 4, donc :
(1) <= (A-4)(A24+44+9)=0.

Le discriminant A =42 — 4.9 = —20 est < 0, donc, comme
A est réel, A2 +4A +9 n’est pas nul, et on conclut : A = 4.

Raisonnons par 'absurde : supposons v/z + ,/y € Q.

Comme +/z et ,/y sont des irrationnels, ils ne sont pas nuls,

donc /z + /y > 0, puis : \/:Ef\/@:x;

Yy
NZESV
Comme z —y € Qet /x4 /5y € Q7 , et que Q est un corps,
on déduit, du résultat précédent : \/z — /y € Q.

Ensuite, comme Q est un corps :

VE= 3 (VEt v+ (VE- Vi) €Q,

contradiction.

Ce raisonnement par absurde établit que /= + /Yy est un
irrationnel.

Par exemple, comme /2 et /3 sont irrationnels, on déduit :

V24+V3¢Q.



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

a) Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe (p, q) €

(N*)? tel que : /n = Pt pged(p,q) = 1.
q

On a alors : ng? = p2.

Par unicité de la décomposition d’un entier > 1 en produit de

nombres premiers, il en résulte que les exposants des facteurs

premiers figurant dans la décomposition de n sont tous pairs

et donc n est le carré d’un entier, contradiction.

On conclut :  /n ¢ Q.

Evemples : VZ2¢Q, V3¢Q v5¢Q, V6¢Q

b) Raisonnons par I’absurde : notons a = V2 + 3 et sup-
posons a € Q.

Onaalors: a2 = (V24 v3)2 =5+ 26,

2
a“—5
dott V6 = 5 € Q, contradiction avec a).

V2+V3¢Q.

Finalement :

Notons £1 = limugp, f2 = limuzpi1, £1 = limugp.
poo poo poo

La suite (ugq)qen, qui est extraite de (u2p)pen et de (u3p)pen
converge vers {1 et converge vers £3, donc ¢1 = {3.

La suite (ugq43)gen, qui est extraite de (uzpi1)pen et de
(u3p)pen, converge vers £3 et converge vers {3, donc £2 = £3.
On déduit ¢; = {2, donc, d’aprés le cours (termes d’in-
dices pairs, termes d’indices impairs), on conclut que la suite
(un)nen converge.

1) 11 est clair que, si (up)pen est stationnaire, alors elle
converge (vers I’élément sur lequel elle stationne).

2) Réciproquement, supposons que la suite (un)nen
converge, a priori vers un réel noté £.
1
Il existe donc N € N tel que : Vn > N, |un — €] < 3
Soit n € N tel que n > N.
1 1 2
Ona: |upn —un| < |un —€— 4+ —un| < §+§ =3 <1

Comme un, et un sont dans Z, il en résulte u, = un.

Ceci montre que (un)nen est stationnaire.

e Une récurrence immédiate montre que, pour tout n € N,
un et vy, existent et sont > 0.

¢ On a, pour tout n € N :

Un + Un Un + V/ UnUn + vn
Un+1 — Un+4+1 = -
2 3
Un — 2/UnUn +Un _ (y/Un — /Vn)? _
6 6 -
ce qui montre, par décalage d’indices : Vn € N*| wu, > vj,.
¢« On a, pour tout n € N* :
u v Un — U
un+1,un:%,un:%<0’

donc (un)pen+ est décroissante.

De méme, pour tout n € N* :

1
Un+1 — Un = g (un + Vunvn + U'n) — Un

= Y —20n) = L (Vi) (Ve 2vEm 20,

donc (vp)pen* est croissante.
« On obtient, pour tout n € N* :
V-1 < Up S Un S Up—1 < ... S U2 < UL

v] U2 < ...

Ainsi, (vn)pen+ est croissante et majorée (par wi), donc
converge vers un réel p et vi < p < u1, et (up)pen* est dé-
croissante et minorée (par v1), donc converge vers un réel A,
et A >wv; > 0.

o En passant a la limite dans la premiére égalité de définition

A
des suites, on obtient : A = %, donc A = p.

On conclut : (un)nen et (Un)nen convergent, ont la méme
limite et cette limite £ (= A = p) vérifie : v1 < £ < ug.

Notons u = \/i, v = \/iﬁ
On sait : \/§€R+ - Q.

Séparons en deux cas, selon que v est rationnel ou irrationnel.

«Si v € Q, alors le couple (a = v/2, b = /2) convient.

eSiv ¢ Q, alors, comme : vV?2 = (\/5‘/5)‘/§ =Vv22=2¢€Q,
le couple (a =v = (\/5)\/57 b = +/2) convient.
Ceci montre qu’il existe (a,b) € (R4 —Q)? tel que a® € Q : en

effet, 'un des deux couples (v2, v/2), (\/5\/5, V/2) convient.
Mais on ne sait pas décider lequel (au moins) convient !

1) @ Supposons sinnoe — £ € R.

noo
Ona: Vn €N, sin(n+ 1)a = sinnacos o + sin a cos na,
d’otl, puisque sina # 0 :

vn N, sin(n + 1)a — sinna cosa

cosno =

sin «

Comme sinna — £ et donc que, par suite extraite,

noo
sin(n+ 1)a — £, il s’ensuit :
noo

¢ — Lcosa
cosna —» —————.
noo sin «

eDe méme, si cosna — £ € R, alors :
noo

cosnacosa — cos(n + 1)a ¢ cosa— 1

sinna =

sin « noo sin av

2) Supposons sinna — £ et cosna — £
noo noo
D’aprés 1), on a donc :
1 —cosa
V=0——""" et L=

sin «

g,l—cosoz

sin
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On déduit :

(o (5 )

d’ou ¢/ = 0, puis £ = 0.
Mais :

d’ou, en passant a la limite :

Vn €N, cos?na+sin®na =1,
CH?=1,
On conclut que, pour tout a € R — 7Z, les deux suites
(sinna)pen et (cosna)yen divergent.

contradiction.

Remarque :

Le résultat de cet exercice est utile dans la résolution d’exer-
cices sur les séries entiéres en 2& année, souvent sous la forme
affaiblie : sin na et cos na ne tendent pas vers 0 lorsque ’en-
tier n tend vers infini.

On peut montrer que chacune cosna et sinna ne tend pas
vers 0 lorsque I’entier n tend vers 'infini par un raisonnement
analogue, simplifié.

e Si cosna — 0, alors, par suite extraite : cos2nac — 0.
noo noo

Mais : cos2na =2cos’na—1 — 0—1=—1,

noo

contradiction.

«Sisinna — 0, alors : sin(n +1)a — 0. D’ou :
noo noo

sin(n + 1)a — sinna cos «
cosno = - — 0,
sin o noo

2

puis : cos

a) Soit € > 0.

no + sin? nae — 0, contradiction.
noo

Puisque u, — ¥, il existe N1 € N* tel que :
noo

9]
e
=
3
m
zZ
=+
jeH
Q
=1
)
3
\%
z
+
—
©)
=
&

1 1
== luk—L+= > Jug—4.
Lyt =N +1

n

D SIS

k=N;+1

£

=N <

D’une part :

M\m

D’autre part, comme

1

il existe N2 € N tel que : Vn > Na,

Ny
1 €
- Z lur — €] < 5
=1
En notant N = Max (N1, N2), on a donc :

vneN, |v, — ¢ < +7

— L.
noo

b) Notons, pour tout n € N, ayp = un41 — Un.

et donc : Un

— L.

oo

On a, par hypotheése : ap

ai+ -+ op—1

D’apres a), il en résulte :
n—1
Mais, pour tout n € N tel que n > 2 :

ar + -
n—1

+ an—1 Un

—ul Un ul

n—1
ul

Comme
n—

on déduit, par différence :

Un_n—1 — L

oo

. Un
puis : — =

n—1 n
Un+1
Un

¢) Ona: Inupyr —Ilnup, =1In — In¢,
noo

Inun

d’on, d’apres b) : — In/,
n noo

W:exp( > — L.

d) 1) En notant wu, = (2:) , ona:

Inu
et donc : n

_2(2n+1) 4
T on+1

18

n

2) En notant u, = n—',
1\n

()=
n

com(n(2 4

Un+1
Un

— 4.
noo

donc, d’apres ¢) :

on a :

(nln
(;))

Un+1
Un

)

exp (14 o(1)) — e,

(+
)=

donc, d’apres ¢) : \/» = Vun — e
3) En notant u, = uﬂ(n-{-n)’ on a:
n
Un4+1 2(2n+ 1) (1 n l)*'n R é
Un n n noo e’

donc, d’apres ¢) :

1 4
—Vnn+1)---(n+n)= Yun, — —.
n oo
13 een- om — 1
4) En notant un:#, on a
n’n
Un 41 2n+1( 1\—n 2
= 1+—) — =
Un n+1 n noo e
donc, d’apres ¢) :
1 2
-V1-3-s-(2n—1)= Yu, — —.
n noo e
_ (3n)! )
5) En notant un—m, ona:
Unt+1 _ 3(3n+1)(3n + 2) <1+1)72n . 27
Un, (n+1)2 noo g2’
1 ,./(3n)!
donc: — (n) Vun g ﬂ
2 n! o2
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

Ve € R, |z+2%] = |z]+ [2?].

Ve € Ry\N, |z]+|-2]=—1.

2n)!

Un+1 o

2n + 2

En notant, pour tout n € N, u,, = ET, on a, pour tout n € N :
n: Un,

m Pour deux suites réelles (un)nen, (Vn)nen, si upv, — 0, alors:
noo
U, — 0 ou v, — O.
noo noo

m Pour une suite réelle (u,)nen, si up — 0, alors u? — 0.

noo

 (n+1)2

m Si une suite réelle (u,)nen est croissante et minorée, alors elle tend vers +oc.

Si une suite réelle ne converge pas vers 0, alors sa limite est différente de 0.
m Si une suite réelle (u,)nen converge vers £ et si, pour tout n € N, u,, > 0, alors ¢ > 0.

m Si une suite réelle (uy,)nen converge vers £ et si £ > 0, alors, & partir d’un certain rang,

Uy > 0.

Si une suite réelle admet +o0o pour limite, alors toute suite extraite de celle-ci admet

aussi +oo pour limite.

<]
[T

<|
|

<
&

<|
|

<
i

<
|

<
i

<
(|
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-\[4‘; ol £ ZIVE'N les \fé_boovLéaé

Pour # = 0,8, on a x + 22 = 1,44, donc |z + 2%] = 1, alors que |x| + [2%] =0+ 0=0.

Pour tout z € Ry \N,on a [z|] < z < |z] + 1, donc —|z] — 1 < —z < —|z], d'ou [ |
|[—z] = —|z] =1, puis |z] + |-2] = 1.

Ona:

npr _ (420 (0)? _ @nt2! @) . 1
un (417 @)L (2n)! ((n+1)!)2_(2 AN E e

Il y a eu oubli du facteur 2n + 1 dans la simplification entre (2n + 2)! et (2n)!.

0 si n est pair 1 si n est pair
m Contrexemple :  u,, = ) Up = .

1 si n est impair 0 si n est impair

nOna: ul =\/ut — 0.

m Contrexemple : u, = n pour tout n € N.
Il y a eu confusion entre minorée et non majorée.

Toute suite croissante est minorée.

Il se peut qu'une suite n’ait pas de limite, par exemple u,, = (—1)".

1
m Contrexemple : ¢ =0, wu, = —. La conclusion correcte est £ > 0.
n

m C’est un résultat du cours.

C’est un résultat du cours.

<l < <
HpE |
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Méthode

Pour calculer la limite
d’une fonction se présen-
tant sous une forme in-

déterminée

— D )
On a, pour z € [0; +oo|, en utilisant une expression conjuguée :

(22 4+22+2)— (z2+2+3)
Va2 +2z+2+ Va2 +o+3
r—1
V2 + 2z +2+Va2 +z+3

1
1-— =

Va2 +2e4+2—-Va2+z+3 =

Ona: z3(lnz)?e ®=""T" zte¢ — 0.

Méthode

Pour montrer qu’une
fonction f admet une li-

mite finie £ en un point a
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Les méthodes a retenir

On a, pour tout z € R : )
1\2 2 1
(f@-3) = (F@)* = f@) + 5
1 1 1
——f(x)(l_f(x))‘f‘z e 5 oo _Z+£_1 =0,
donc, en composant par la racine carrée :
r@ 3| = o
v 2l 2 — Foo
1
et on conclut : flx)y — -
x — +oo 2
J

Méthode

Pour montrer qu’une
fonction f n’a pas de li-

mite (ni finie ni infinie)
en un point a

1 N\
En notant, pour tout n € N, up =net vy, =n+ 5, on a :
1
up — 400, vp, — 400, f(un) =0, f(vn)==.
noo noo 2
Si f admettait une limite ¢ en +o0, on aurait
flun) — £ et flop) — ¢,
noo noo
1 .
donc¢{=0et L= > contradiction.
On conclut que f n’a pas de limite, ni finie ni infinie, en +oo.
J

Méthode

Pour montrer ’existence
d’'une solution d’une
équation f(z) =0, ou f

est & variable réelle et a
valeurs réelles
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(_m L’application )
f:00;1] =R, z+— @®+22+ 1) +a2*+2)-3
est continue sur I'intervalle [0; 1] et :
f(0)=2-3=-1<0, f(1)=12-3=9>0,
donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f admet au moins
L un zéro, d’out le résultat demandé. )

168

Méthode

Pour manipuler la fonc-

tion partie entiere

~
Ona: Ve e[l;4oo[,0<z—[z] <1 et z<a+ |z,
— 1
don: Vaoell;4oof, 01 1
x4+ |z] =z
1
Comme — — 0, on déduit, par théoreme d’encadrement :
xr T — 4oo
im 2L g
z — +oo g + |x]
4 J

Pour résoudre une équa-
tion fonctionnelle
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Les méthodes a retenir

(B

Vs

Trouver toutes les applications
f:R—R

continues sur R telles que :

vz €R, (f(x))>=a?+1.

1) Soit f convenant.

Onaalors: Vz €R, f(z) € {—Va2+1, Va2 +1}.

Supposons qu'il existe (a,b) € R? tel que :

fla)=—-va2+1 et f(b)=+Vb2+1.

L’application f est continue sur le segment S joignant a et b, et f(a) < 0
et f(b) > 0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € S tel
que f(c) = 0, contradiction car f ne prend pas la valeur 0.

11 en résulte :

VzeR, f(z)=—-V22+1 ou VzeR, f(z)=+Vz2+1.

2) Réciproquement, il est clair que les deux applications obtenues ci-
dessus conviennent.

Finalement, il y a exactement deux applications convenant :
fi:R— R, z+— —+22+1,

f2o:R— R, o+ V22 +1.

—(=zauky

Vs

Trouver toutes les applications
f:R—R

continues en 0, telles que :

Vz €R, f(2z)= f(z).

1) Soit f convenant.
Soit x € R.

En appliquant ’hypothese a a la place de =, on a :

T
2
x
z)=f(=).
1@ =1(3)
En réitérant, on déduit, par récurrence immédiate :

vneN, f(z)= f(%)

z .
Comme — — 0, et que f est continue en 0, on a :
2" noo

x
(5) = fo.
11 en résulte f(z) = f(0), donc f est constante.

2) Réciproquement, il est clair que toute application constante convient.

Finalement, les applications cherchées sont les applications

constantes.

Méthode

Pour étudier les points
fixes d’une fonction f

Essayer d’étudier la fonction auxiliaire g :z — f(x) — x.

= FExercices 10.8 & 10.10
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— &0

L’application ¢g:R — R, z+—— f(z)—z

est continue sur 'intervalle R et, par opérations :

g9(z) e T +oo et g(x) . j+m —o0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € R tel
que g(c) = 0, c’est-a-dire f(c) = c.

On conclut que f admet au moins un point fixe.

Méthode

Pour montrer qu’une
fonction f: X — Rest
majorée, est minorée, est
bornée

Remarquons d’abord que f est définie sur R, car le dénominateur ne
s’annule pas; en effet, si ce dénominateur s’annule, il faut que z soit
égal a la fois & 1 et & 2, impossible.

On a, pour tout z € [2; 4o0[: z—1>1 et z—2>0,

1

donc : f($)<m=1

Ona, pour tout z €] —oo;1]: 1—z>0 et 2—z>1,
1

donc : f($)<m=1

L’application f est continue sur le segment [1; 2], donc f est bornée
sur ce segment. En particulier, f est majorée sur ce segment, donc il
existe C' € Ry tel que :

vz €[1;2], f(z)<C.
En notant M = Max (1, C), on obtient :
Vo €R, f(z) <M,

et on conclut que f est majorée.
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Les méthodes a retenir

Pour montrer qu’une
fonction f : I — J est
bijective, ou I et J sont
des intervalles de R

Essayer de :
e revenir a la définition, c’est-a-dire montrer :
Vye J, Aaxel, y=f(z).
On pourra éventuellement exprimer l’application réci-
proque f~! de f.

e appliquer le théoreme de la bijection monotone. Dans ce
contexte, souvent, on ne pourra pas exprimer ’application réci-

proque f~! de f.

—(zauly

L’application f est dérivable (donc continue) sur R et :

Montrer que ’application

est bijective.

fR—R, z+—2e”+3z Ona: f(z) — —oo et f(z) —  Hoo.
x

vreR, f'(z)=2e*+3>0,

donc f est strictement croissante sur R.

— —00 r — +o00o

D’apres le théoréme de la bijection monotone, on conclut que f est

bijective (et que f~! est continue sur R).

Pour obtenir une pro-
priété d’une fonction
d’une variable réelle,
faisant intervenir l’en-
semble QQ des rationnels

Utiliser le fait que Q est dense dans R, c’est-a-dire :
Y(z,y) € R?, (x<y = (AreQ, z<r <y)),
ou, ce qui est équivalent : tout réel est limite d’au moins une suite de

rationnels.
- Exercice 10.7

—{Eaml

Soit (x,y) € R? tel que = < y.

est croissante.

Soit f : R — R continue sur R et telle

11 existe une suite (75 )nen dans Q telle que :

T +y

que f |g soit croissante. Montrer que f VneN, 7 < et Thn — =

2

et il existe une suite (sn)nen dans Q telle que :

r+y
2

On a alors : Vn €N, rp < Sn,

Vn €N, s, >

et s, — .
noo

donc, puisque f |g est croissante : Vn € N, f(rn) < f(sn)-

Puisque f est continue en x et en y, on déduit, par passage a la limite :
flx) < f(y)-

On conclut : f est croissante (sur R).
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s

_—

T Exemple de fonction n’ayant pas de limite en 400
Montrer que la fonction cos n’a pas de limite en +o0.
BT Obtention d’une limite par une condition sur la fonction

Soit f:R — R telle que : f(z)(2— f(z)) —> 1. Montrer: f(z) — 1.

r — +o0 r — +oo

ETT] Existence d’une solution par théoréme des valeurs intermédiaires

15 = 211 4+ 2 d’inconnue z € R, admet au moins une solution.

Montrer que I’équation x
BT Exemple d’inéquation fonctionnelle avec utilisation d’une limite
Trouver toutes les applications f : ]0; +0o[ — R telles que :

1
:17+y‘

V(z,y) €]0; +ool?, |f(z) — fy)| <

BT Etude de continuité pour une fonction faisant intervenir la partie entiére
On rappelle que, pour tout z € R, la partie entiere de x, notée |z ], est définie par :
lz] €Z et |z|]<z<|z|+1

Montrer que application f:R — R, @ — (z— LxJ)2 + (lz] +1- x)2
est continue sur R.

BT Composées bornées

Soient f : R — R une application bornée, g : R — R une application continue. Montrer
que foget go fsont bornées.

BT 111l74) Continuité et densité

Soit f : R — R continue sur R et s’annulant en tout point de Q. Montrer : f = 0.

:

Etude de point fixe pour une application continue de [0; 1] dans lui-méme
Soit f:[0; 1] — [0; 1] continue. Montrer qu'il existe zo € [0; 1] tel que f(xo) = xo.

Un lien entre les points fixes de f et ceux de f o f

:

Soit f : R — R continue. On suppose que f n’a pas de point fixe. Montrer que fo f n’a
pas de point fixe.

:

1211} Etude de point fixe pour une application continue et décroissante
Soit f : R — R continue et décroissante. Montrer que f admet un point fixe et un seul.
EET] GEES Une propriété des fonctions continues et périodiques

Soit f : R — C continue et périodique. Montrer que f est bornée.
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Enoncés des exercices

10.12 Equation fonctionnelle avec utilisation d’une itération et de la continuité en un point
Trouver toutes les applications f : R — R continues en 0 et telles que :

w+y) _ @)+ 1)

2
V(z,y) € R, f( 3 5

i[1I5%8 Exemple d’équation fonctionnelle avec utilisation de la continuité sur un segment
Soit f:]0; 1] — R une application continue telle que :

Ve e [0; 1], f(g) —i—f(x;_l) = 3f(x).

Montrer : f = 0.

(1YY Exemple d’utilisation d’une fonction auxiliaire
Soit f : R — R continue et 1-périodique. Montrer :

Va €]0; +oof, Ac€R, flc+a)= f(c).

1153 Une propriété de deux fonctions atteignant la méme borne supérieure
Soient (a,b) € R? tel que a < b, f,g: [a; b] — R continues telles que :
Sup f(z)= Sup g().
z€[a;b] z€[a;b]
Montrer qu’il existe ¢ € [a; ] tel que : f(c) = g(c).
1151 Une équation fonctionnelle classique : applications continues conservant I’addition
Trouver toutes les applications f : R — R continues telles que :

V(z,y) €R?, flz+y) = f(z)+ f(y).

15 F4] Minimum d’une fonction continue de limite +0co aux deux infinis

Soit f: R — R continue telle que : f(z) — +oo et f(z) —>+ +00.
r — —o0 T —> T

Montrer qu’il existe zp € R tel que : Vx € R, f(x) = f(zo).
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-Pw mal & domavver ?

158 Raisonner par ’absurde et utiliser des suites.

Considérer (f(z) — 1))2.

(1)) Considérer f: Ry — R, z +— z!® — !l -2
Pour z fixé, faire tendre y vers +oo.

Etudier7 pour tout n € Z, les limites de f en n™ et

en n', et la valeur de f en n.

1[I Pour montrer que go f est bornée, utiliser le théoréeme
sur les applications continues sur un segment.

Utiliser I’expression séquentielle de la densité de Q
dans R.

i[1}:8 Considérer I'application auxiliaire
g:00;1] — R, z+—g(@)=f(z)—=z
et utiliser le théoréeme des valeurs intermédiaires.
i[I'H Considérer application auxiliaire
g:R—R, z+— f(z)—=.
1[50 Considérer I'application auxiliaire

g:R—R, z+— f(z)—=.

pr— o\f\fi\fjéé Hos okovcices

10.1

Raisonnons par ’absurde. Supposons que la fonction cos ad-

mette une limite £ en +oco. Alors, pour toute suite réelle

(zn)nen telle que z, — + oo, on aurait : cosz, — L.
noo noo

Mais: Vn € N, cos(2nm) =1 et cos (g + 2n7r) =0, d’ou

¢ =0 et £ =1, contradiction.
On conclut que la fonction cos n’a pas de limite en +oo.

Remarque : De la méme facon, la fonction sin n’a pas de
limite en +oo.

i Se ramener & un segment et utiliser un théoréme du
cours.

i[iP Considérer Papplication g : x — f(z) — f(0) et ob-
2

tenir g(t) = g(gt), puis réitérer.

15 k)) Considérer des points en lesquels f atteint ses
bornes.

1[I Y Considérer, pour a €]0; +oo] fixé, 'application auxi-
liaire g: R — R, z+— f(z+a) — f(x).

(10 Considérer des points en lesquels f et g atteignent

leur borne supérieure, puis étudier f — g.

i[iBL) Pour f convenant, montrer f(z) = zf(1), successi-
vement pour x € N, Z, Q, R.

1[I A Montrer qu’il existe A €] — o00; 0] et B € [0; 400]
Ve €] —oo; A, f(z) = £(0)
Vz € [B; +oof, f(z) > f(0)

puis appliquer le théoréme de continuité sur le seg-
ment [A; BJ.

tels que :

On a, pour z € R :

(fx) —1)% = (f(2))* —2f(z) + 1
=—f@2-f@)+1  —, 0

— 400

— L
r — 400

—
r — +oo

donc :

flz) -1

L’application

0, puis: f(x)

f:0; +oo[ — R, z+— 2 -zl -2

est continue sur l'intervalle [0; 4o0o[, et on a :
=-2 li = .
f(0) <0, et o m f(z) = +o0

D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il en résulte
qu’il existe ¢ € [0; +oo[ tel que f(c) = 0, d’ou la conclusion.
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Corrigés des exercices

1) Soit f convenant. Soit x €]0; +oo] fixé.
1 1
0<|f(=) = Fly)l < et
T +y
d’ou, par théoréme d’encadrement :

|f(z) = f(v)l
Yy —

— 0, etdonc f(y) —  f(z).
+oo y —> +oo

On a : — 0,

Ty y — +o

Ceci montre que f admet une limite en +o0o et que cette li-
mite est f(z). Par unicité de la limite de f en +oo0, il s’ensuit
que f(z) ne dépend pas de z, et donc f est constante.

2) Réciproque évidente.

On conclut : les applications convenant sont les applications
constantes.

« Puisque |.] est continue en tout point de R\ Z, par opéra-
tions, f est continue en tout point de R\ Z.

eSoitn € Z.On a :

Ve e [n—1;n], f(:c):(ac—LxJ)2+(|_xJ+1—ac)2
:(w—(n—l))2+((n—1)+l—x)2,

Ve €n;n+1], f(z)= (zf LxJ)2+(LxJ+171)2
=(@—n)’+(n+1-2)?

dot: f(z) — (n—(n—l))2+(n—n)2:1,

fm)y=m-n)?+m+1-n)?=1,

f(x) —>+(n—n)2+(n+1—n)2:1.

T —rn

Ainsi : lim f = lil’ilf = f(n), donc f est continue en n.
n-— n

Finalement, f est continue en tout point de R, donc f est
continue sur R.

e Puisque f est bornée, il existe M € Ry tel que :
Vo €R, [f(a)l < M.

vy eR, [(fog)w)|=|f(sw)| <M,

donc f o g est bornée.

11 en résulte :

« Puisque f est bornée, il existe (a,b) € R? tel que :
vz €R, f(z) € [a; b].

Comme g est continue sur le segment [a; b], d’aprés un théo-
réme du cours, la restriction de g & [a; b] est bornée. Il existe
donc C € Ry tel que : Yy € [a; b], |g(y)| < C.

En particulier : Vz € R, (g0 f)(z)| = |g(f(=))] < C,
donc g o f est bornée.
Soit x € R. Puisque Q est dense dans R, pour tout n € N*,
1
il existe r, € Q tel que z — — <7rp, <z + —.
n n

—r .
noo

On a donc : 7,
Comme f est continue en z, il en résulte f(rn) — f(z).
noo

Mais: Vn € N*, f(rp) =0, dou: f(z)=0.

L’application g : R — R, x —— f(z) —z est continue sur
Pintervalle [0; 1] et on a g(0) = f(0) >0, g(1) = f(1)-1 <0,
donc, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe
xo € [0; 1] tel que g(zo) = 0, c’est-a-dire f(zo) = zo.
Considérons ’application

g:R—R, 2+ g(z) = f(z) —=.
Par hypotheése : Vz € R, g(z) # 0. Comme g est continue sur

lintervalle R (car f l’est), il en résulte, d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires : g > 0 ou g < 0, c’est-a-dire :

(Vz€R, g(z)>0) ou (Vz€R, g(z)<0).
1) Sig > 0, alors : Vo € R, f(z) > z, donc, en appliquant
cecia f(z)etaw: Ve €R, fo f(z)=f(f(2))> f(z)> =,
et donc f o f n’a pas de point fixe.
2)Sig <0, alors: Vz € R, f(z) < z, donc, en appliquant
cecia f(z)etaw: Ve €R, fo f(z) = f(f(z)) < f(z) <=,
et donc f o f n’a pas de point fixe.
On conclut finalement que f o f n’a pas de point fixe.
10.10
Considérons ’application
g:R—R, z+— g(z)=f(z)—=.

e g est strictement décroissante, puisque f est décroissante
et que —Idp est strictement décroissante.

e g est continue sur R, car f et Idg sont continues sur R.

¢ Puisque f est décroissante, f admet en —oo une limite finie
ou la limite 400, donc g(z) — +oo.
r —r —o0

o Puisque f est décroissante, f admet en +o0o une limite finie

ou la limite —oo, donc g(z) — —oo.
r — oo

D’aprés un théoréme du cours (théoréme de la bijection mo-
notone), on déduit que g admet un zéro et un seul, donc f
admet un point fixe et un seul.

10.11
Notons T' € R% une période de f.

Puisque f est continue sur le segment [0; T, f est bornée
sur ce segment, donc il existe M € Ry tel que :

Ve e [0; T, |f(z)l <M.

Puis, pour tout z € R, il existe n € Z tel que x —nT € [0; T
etona: |f(z)=|f(x—nT) <M.

Finalement, f est bornée sur R.
1) Soit f convenant.
Considérons I’application
giR — R, @ g(a) = f(z) - [(0).

«On a alors g(0) = 0 et, pour tout (z,y) € R? :
g(x+y> :f(x+y) _ f0) = f(w);rf(y) _ f(0)

3 3
= () - £0) + (1) - £0)) = 22 +90)
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2x
« En remplagant y par x, on obtient : Vx € R, g<?) = g(z).

e Soit € R. Par récurrence immédiate, on a alors :

et ot =a(2) =a((2)'5) = =o((2)"s).

2\ n
Comme (g) z — 0 et que g est continue en 0 (puisque
noo

f Vest), on déduit, par passage & la limite lorsque lentier n
tend vers linfini : g(z) = ¢(0).

Ceci montre que g est constante, et donc f est constante.

2) Réciproquement, il est évident que toute application

constante convient.

Finalement, les applications cherchées sont les applications
constantes.

Puisque f est continue sur le segment [0; 1], d’aprés un théo-
réme du cours, f est bornée et atteint ses bornes.
11 existe donc z1,z2 € [0; 1] tels que :

f(@1) = Inf f(2), f(z2) = Sup f(z).
z€[051] z€[0;1]
On a :
1 xr1+1
i) = (5 )+ (F5) 22 I S@) =24 (@),
donc : f(z1) =0
e37(e2) = 1(2) + £(Z) <2 Suwp f(@) = 2f(ea),

z€[0;1]

2
donc : f(z2) < 0.
On obtient : 0 < f(z1) < f(z2) <0, dou f(z1) = f(x2) =0
et donc f = 0.
10.14
Soit a €]0; +oo] fixé. Considérons ’application
g:R—R, z+— g(z)=f(z+a)— fx).

Puisque f est continue sur R, donc sur le segment [0; 1],
d’aprés un théoréme du cours, la restriction de f & [0; 1] est
bornée et atteint ses bornes. Il existe donc x1, z2 € [0; 1] tels
que :

Ja) = Inf (),

z€[0;

fla2) = Sup]f(l")

z€[0

Comme f est 1-périodique, on a alors :
f(z1) = Inf f(z), f(z2) = Sup f(x).
z€ER zER

On a: g(z1) = f(z1 + a) — f(z1) > 0, par définition de z1,
et g(z2) = f(x2 + a) — f(xz2) <0, par définition de z2.
Ainsi, g est continue sur l'intervalle R et g(z1) > 0, g(z2) <0
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € R
tel que g(c) = 0, c’est-a-dire : f(c+ a) = f(c).

10.15
Puisque f et g sont continues sur le segment [a; b], d’aprés
un théoréme du cours, f et g sont bornées et atteignent

leurs bornes. Il existe donc z1,z2 € [a; b] tels que, en no-

tant M = Sup f(z)= Sup g(x), on ait : f(z1) = M et
zE€[a;b] z€[a;b]
g(z2) = M.
(f = 9)(z1) = f(z1) —g(z1) = M —g(z1) 2 0
On a alors :
(f = 9)(x2) = f(w2) — g(w2) = f(w2) — M <0.

Comme f — g est continue sur 'intervalle [a;b], il en résulte,
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, qu’il existe

c € [a; b] tel que (f — g)(c) =0, donc f(c) = g(c).

1) Soit f convenant.

e Une récurrence immédiate montre :
vn €N, Vz € R, f(nz)=nf(z).
:VneN, f(n)=nf(1).

« En appliquant ’hypothése & (z, —z), on déduit que f est
impaire.

En particulier

Ve €Z, f(x)==zf(1).

Il en résulte

e Soit r € Q. 1l existe (p,q) € Z x N* tel que : r = P
Ona: qf(r) = f(gr) = f(p) = pf(1),
don: f(r) = §f(1) =rf(1).

Soit x € R. Puisque Q est dense dans R, il existe une suite
(Tn)nen de rationnels convergeant vers z. On a alors :

flrn) = rnf(1) Eg zf(1).
D’autre part, puisque f est continue en z :
frn) — f(=).
noo
Omn en déduit : Vz € R, f(z)==zf(1).

2) Réciproquement, il est clair que, pour tout A € R, I'appli-
cation f:R — R, z +—— Az convient.

Finalement, les applications cherchées sont les applications

fR— R, z+—— Xz, MER.
10.17
Puisque f(z) — H4oo et f(zx) — oo,
T — —o0 r — +oo

il existe A €] —oc0; 0] et B € [0; 4o00[ tels que :
f(z) = f(0)
f(z) = f(0).

D’autre part, puisque f est continue sur le segment [A; B,
f admet un minimum sur [A; B]. Il existe donc zg € [A; B]
tel que : Vz € [A; B], f(z) = f(zo).
Comme A <0< B,ona0 € [A; B], donc : f(0)
— 005 A] U f(2) >
Vo € [A; B, f(z) = f(zo),

vz €R, f(z) > f(zo).

Vz €] — oo; A],

Vz € [B; +oo],

> f(zo)-

vV €] [B; +o0], £(0) = f(=0)

Ainsi :

et on conclut :



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Vrai ou Faux ?

Vi o a2

Si une fonction f : I — R admet une limite finie en a € I, alors f est bornée au

voisinage de a.

Si f: R — R admet une limite finie en 0, alors f est bornée sur R.

Si une fonction f: I — R n’admet pas 0 pour limite en a € I, alors la limite de f en a

est non nulle.

Si f:[0;+00o] — R admet une limite finie £ en +oo et si f > 0, alors £ > 0.
. . / :
1Y Si f et g sont continues en a, alors = est continue en a.
_10.5) ; ao

L’image d’un intervalle de R par une fonction continue & valeurs réelles est un intervalle
de R.

Si f: I — R est continue en a € I, alors, pour toute suite réelle (u,)nen de I, la suite
(f(un))neN converge vers f(a).

L’image d’un intervalle borné de R par une fonction continue & valeurs réelles est un
intervalle borné de R.

Toute application f : I — R continue et strictement monotone sur un intervalle I de
R est une bijection de I sur R.

sUBTN Léquation (22 +2)(3z7 — 1) = 1, d’inconnue x € R, admet au moins une solution.
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C’est un résultat du cours.

Contrexemple : f:R — R, x+— x.

La conclusion correcte est que f est bornée au voisinage de 0, mais pas nécessairement
sur R.

1
Il se peut que f n’admette pas de limite en a, par exemple : a =0, f:x +— sin—.
T

Contrexemple : f:]0;+00[ — R, z +—>

La conclusion correcte est ¢ > 0.

r+1

Par passage a la limite, les inégalités (méme strictes) deviennent des inégalités au sens
large.

Il y a oubli de 'hypothese g(a) # 0.

Si g(a) = 0, alors S n’est pas définie en a, donc ne peut pas étre continue en a.
g

<
|

<
[ |

C’est un résultat du cours, conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires.

Il y a oubli de 'hypothese : (u,)nen converge vers a.

1
Contrexemple : f:]0;1] — R, z+— =

Contrexemple : f:R — R, x +—— Arctanz.
La conclusion correcte est : f est une bijection de I sur f(I).

iLBTN L'application : f : z+— (22 + 2)(327 — 1) — 1 est continue sur lintervalle R et
f(0)=-3<0, f(1)=5>0, donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
f s’annule au moins une fois.
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“Han

Les méthodes a retenir
Les énoncés des exercices
Du mal & démarrer ?

Les corrigés des exercices
Vrai ou faux ?

Vrai ou faux, les réponses

180
184
186
187
192
193

Q“A/_éwé abovdlis Aavs los oxovcices

Existence et calcul éventuel d’une dérivée premiere, d’une
dérivée n-éme

Existence de zéros d’équations, par emploi du théoréme de
Rolle ou du théoréme accroissements finis

Résolution de certaines équations fonctionnelles.

“Younke cccontiols A coure
powy e vasoluchion. dos oxevcices

Définition et propriétés algébriques de la dérivabilité, de la
dérivée, de la dérivée n-eme
Formule de Leibniz pour la dérivée n-éme d’un produit

Théoreme de Rolle, théoreme des accroissements finis, in-
égalité des accroissements finis

Lien entre dérivée et sens de variation.
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180

:

Essayer de :

o appliquer la formule de Leibniz si f s’exprime comme produit de
deux fonctions du type polynéme de bas degré et exponentielle
simple

Pour calculer une déri-
vée n-eme

o utiliser une décomposition en éléments simples si f(x) est une
fonction rationnelle de x

o linéariser si f est un produit de cos et sin, ou de ch et sh

e conjecturer une formule pour f(™ (z) et Iétablir par une récur-

rence sur n. .
= Fxercice 11.1

— D ~
Notons u,v : R — R les applications définies, pour tout z € R, par :

u(z) =z, v(z)= e

Calculer, pour tout n € N, la dérivée Par produit, f est indéfiniment dérivable et on a, pour tout n € N,
nemede f:R — R, z+— ze”. d’apres la formule du binéme de Newton :

n
n _
F(2) = Z (k> u® (2)p™ =R ().
k=0
On a v’ =1, ¥ = 0, donc il ne reste dans la sommation précédente
que les termes d’indices 0 et 1 (pour n > 1) :

f(")(x) = (g) u(a:)v(">(z) + (?)u’(m)v<”71)(x) =ze®+ne”,

et la formule obtenue est aussi valable pour n = 0.

— D ~
Par opération, f est indéfiniment dérivable sur ]0; +ool.

On a, pour tout z €]0; 400 :

Calculer, pour tout n € N, la dérivée 1 . , o o
n-éme de flz) = Z=T fi(z)=(-1)z7° = —2~%,
1
f:]0; oo — R, z+— —. flx)=—(—2)z 3 =2273, f"(x)=2(-3)z*=—62"%
T

Montrons, par récurrence sur n € N, que, pour tout n € N :

vz €]0; +oof, fM(z) = (~1)"nle” ).

¢ La formule est vraie pour n = 0 & I’évidence.
¢ Supposons que la formule soit vraie pour un n € N fixé.

On a alors, pour tout z €]0; o0 :
Fr (@) = () (@)

= (=D)"nl(= (n+ 1)z T = ()" (n 4 Dl (M),
donc la formule est vraie pour n + 1.

Finalement :
)" n!

Vn €N, ¥z €]0; +oof, f(M(z) = (-1)rnlz=(+D) = ED0!
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour étudier la dérivabi-
lité d’une fonction en un
point, et éventuellement
calculer la dérivée en ce
point

On a :

f(z) ~ (0) _ ala

x—0

donc f est dérivable en 0 et f’(0) = 0.

= |z|

— 0,
xr —

0

Méthode

Pour montrer que la
dérivée d’une fonction
s’annule en au moins un

point

L’application

et g(1) =0.

g:[0;1] — R, z+— zf(z)
est continue sur [0; 1], dérivable sur |0; 1[ et g(0) = g(1) car g(0) =0

D’apres le théoréme de Rolle, il existe donc ¢ €]0; 1] tel que g’(c) = 0,
c’est-a-dire : ¢f'(c) + f(c) = 0.
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Méthode
, , Appliquer le théoreme de Rolle de fagon répétée, a la fonction donnée
Pour montrer qu’une dé- 5 . e
gy L | ou a une fonction auxiliaire.
T1vee Suceessive s annuie = Exercices 11.6, 11.7, 11.10 4 11.14

en au moins un point

— D ~
e Puisque f est continue sur [a;c|, dérivable sur la;c[ et que

f(a) = f(c), d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢1 €]a; ¢[ tel que
f'(c1) =0.

De méme, il existe ca €]c; b[ tel que f/(c2) = 0.

Soient I un intervalle de R, f: I — R
de classe C3 sur I, a, b, c € I tels que
a<c<betque: Onacy <cpcarcy <c<ca.

f(a)=f(c) = f(b) et f'(c)=0. v

Montrer qu’il existe d € I tel que :
F®d) =o.

0 y=f@M& & : e g\x

e Puisque f’ est continue sur [c;; c|, dérivable sur Jei; ¢[ et que
f'(c1) = f'(¢) (car ils sont nuls), d’aprés le théoréme de Rolle, il
existe di €]ey; ¢f tel que f”/(d1) = 0.
De méme, il existe da €]c; ca] tel que f"(d2) = 0.
On a dy < da, car di < ¢ < da.

Y

y=f'(z)

Puisque f’' est continue sur [d; d2], dérivable sur ]d;; da| et que
f"(d1) = f"(dz2), d’apres le théoréme de Rolle, il existe d € ]dy ; da[C T

tel que f®)(d) = 0.

Méthode
Dériver une ou plusieurs fois par rapport a une des variables du

Pour résoudre une équa-
. R contexte
tion fonctionnelle dans
laquelle la fonction in-
connue est supposée dé-
rivable
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Les méthodes a retenir

On obtient, en dérivant par rapport a x :

Trouver toutes les applications déri- 5 , -
vables f: R — R, telles que : V(z,y) €R®, f(z+y)=2xf"(z")

Y(z,y) € R2, flz+y) = f(z2) + f(y). et, en dérivant par rapport a y :

V(z,y) €R?, [z +y) = F'(y),
dot : V(z,y) € R?, 2zf'(2?) = f'(y).
En particulier, en remplagant z par 0 :

vyeR, f'(y)=0.

Il s’ensuit que f est constante.

En remplacant (z,y) par (0,0) dans I’hypothése de ’énoncé, on obtient
£(0) =2f(0), d’ou f(0) =0, donc f = 0.

2) Réciproquement, il est évident que l’application constante nulle

convient.

Finalement, il y a une solution et une seule, I’application constante

nulle.

Etudier les variations de f, en étudiant le signe de f’(z), pour z € I,

Pour  déterminer  la si f est dérivable sur I.

borne inférieure ou la
borne supérieure  (si
elles existent) d’une
fonction f: I — R

L’application

N
(_m 1) Soit f convenant.

~

—(=zauky ~

f:10; 400 — R, @+ 2% +272
Déterminer Inf (a:3 + z_z).
@€ ]0;+00( est dérivable sur ]0; +oo] et :
Vz €]0; 4oof, f'(z) =32% — 2273,
2\ 1/5
Dressons le tableau de variations de f, en notant o = (g) .
T 0 « +oo
f'(@) - 0+
+o00 +oo
7 T e
Ceci montre que la borne inférieure envisagée existe et est atteinte en
o
1 3 5/2\3/5
Inf (242 =ata? = o (14— ) =a?(142) = 2 (2) 7.
cept @) matraT = ol og ) =aT(145 ) =53
\ J/
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s

_—

T Exemples de calculs de dérivées n-emes

Calculer, pour tout n € N, la dérivée n-eme des fonctions suivantes :
a) f:R—R, o+ f(z)=(2?—2+2)e®
1
-2 —z+1
¢) f:R—R, 2+ f(z)=cos’zsinz.

b) f:]-1;1 — R, z+— f(z) =

BT Exemple d’étude de dérivabilité

Etudier la continuité, la dérivabilité, la continuité de la dérivée pour f R — R définie
1
z?sin— si z#0
par : fla) = v
0 si z=0.

(.| Utilisation de la dérivation pour déduire qu’une fonction est constante

Soit f: R — R une application telle que, pour tout (z,y) € R? tel que z # ¥ :

3
[f(@) = f)] < |z —y|2|In|z —y]|.
Montrer que f est constante.

BT Exemple d’utilisation du théoréme de Rolle

Soit f:[~1; 1] — R de classe C!, s’annulant en —1, 0, 1. On note :
g:[-1;1] — R, 2+ g(z) =22 +2+ f(z).
Montrer qu’il existe ¢ €] — 1; 1] tel que ¢'(¢) = 0.

BT Exemple d’utilisation du théoréeme de Rolle appliqué a une fonction auxiliaire
n
Soient n € N*, aq,...,a, € R tels que Zak =0.
k=1

n
Montrer que I’équation Z karz"™' = 0 admet au moins une solution z €]0; 1[.
k=1

ET Exemple d’utilisation répétée du théoréme de Rolle

Soient (a,b) € R% tel que a < b, f : [a; b] — R de classe C! sur [a; b], deux fois dérivable
sur Ja; b, telle que : f(a) = f'(a) = f(b) = 0. Montrer : Jc €la; b[, f"(c)=0.

EET1 1574 Annulation d’une fonction et de dérivées successives

Soient I un intervalle de R, f : I — R de classe C° sur I, a,b,c € I tels que a < b < c.
On suppose :  f(a) = f(b) = f'(b) = f(c) = f'(c) = f"(c) = 0.

Montrer :  3d eI, f®(d)=0.
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Enoncés des exercices

Etude de la dérivabilité de |f|
Soient a € R, f : R — R dérivable en a.

a) Montrer que, si f(a) # 0, alors |f| est dérivable en a et : |f|'(a) = sgn (f(a))f'(a),

-1 si t<0
ou la fonction signe sgn est définie par: Vi€ R, sgn(t)=<¢ 0 si t=0
1 si t>0.

b) Montrer que, si f(a) =0 et f'(a) # 0, alors | f| est dérivable & gauche en a, dérivable
a droite en a, et non dérivable en a.

¢) Montrer que, si f(a) =0 et f'(a) = 0, alors | f] est dérivable en a et |f]|'(a) = 0.

Exemple d’utilisation du théoréeme de Rolle
Soient n € N, (ag, ..., a,) € R**1 —{(0,...,0)}, b, ..., b, € R deux & deux distincts.

n
On note : f:R—R, xb—>f(x)=2akeb’“z.
k=0

Montrer que f s’annule en au plus n réels.
Exemple d’utilisation du théoréme des accroissements finis
Soient a €]0; +oo, f:[0; a] — R de classe C! telle que f(0) = 0.
_ 2f(a) + af'(a)

Montrer :  Jc€]0; a], f'(c) —

Si un polynéme P est scindé sur R, alors P’ I'est aussi
Soit P € R[X] tel que deg (P) > 2.
a) Montrer que, si les zéros de P sont tous réels et simples, alors il en est de méme de P’.
b) Montrer que, si P est scindé sur R, alors P’ est aussi scindé sur R.

Une généralisation du théoréme des accroissements finis a deux fonctions

Soient (a,b) € R? tel que a < b, f, g : [a; ) — R continues sur [a; b], dérivables sur Ja ; b],
telles que : Va €la; b, ¢'(z) #0.

Montrer : g(b) —g(a) 20 et : Fc€la; b, J(b) = f(a)) = {],/(C)

(c)
1) Une extension du théoréme de Rolle

Soit f : R — R une application dérivable sur R et admettant en —oco et en 400 une
méme limite finie. Montrer : ¢ € R, f'(¢) =0.

1Y Théoreme de Darboux

Soient I un intervalle de R, f : I — R dérivable sur I. Montrer que f'(I) est un intervalle
de R.

A cet effet, pour (a,b) € I? tel que a < b et f'(a) < f'(b) et pour ¢ €]f'(a); f'(b)[, on
pourra considérer 'application g : @ — f(x) — cx.
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-Pw mal & domavver ?

a) Utiliser la formule de Leibniz.
b) Décomposer en éléments simples.
¢) Linéariser.
iuvA Montrer que f est dérivable en 0 par étude du taux

d’accroissement, et montrer que f’ n’est pas conti-
nue en 0.

Pour xr € R fixé, étudier, lorsque y variable tend
vers z, le taux d’accroissement de f entre x et y

Calculer g(—1), g(0), g(1) et utiliser le théoréme de

Rolle.
10 Appliquer le théoréme de Rolle a la fonction
fixr— Z akxk .
k=1

i) Utiliser le théoreme de Rolle de maniere répétée.

En utilisant les hypotheses et le théoréeme de Rolle,
étudier les zéros de f, de f/, de f”, de f®), ...

a) Remarquer que, si f(a) # 0, f est de signe fixe au
voisinage de a.

b) Etudier le taux d’accroissement de |f| entre a et
x, pour x variable tendant vers a.

¢) Comme ci-dessus.

iBEL N Récurrence sur n.

sl A Paide du théoréme des accroissements finis, rem-
placer f(a) par af’(b) dans la fraction intervenant
dans ’énoncé.

WS E o) Utiliser le théoréme de Rolle.

b) Reprendre I’étude du a) en tenant compte des
ordres de multiplicité des racines.

iiP « Pour montrer g(b) — g(a) # 0, raisonner par I’ab-

surde et utiliser le théoréme de Rolle.
f () — f(a)
b—a
p:la;b] — R, @+ f(x) — f(a) — A(g(z) — g(a)),
et utiliser le théoréeme de Rolle.

e Noter A = , considérer I’application

Noter ¢ = lim

r — +oo

lim
r —> —00

11.13 flz) = f(x).

1re méthode : utilisation d’une fonction auziliaire :

Se ramener & une étude sur un segment, en considé-
rant, par exemple, ’application :

p:]—7m/2; /2 — R, t—> tantet g= fop.

2¢ méthode : étude d’extrémum :

Si f n’est pas constante, montrer que f admet un
extrémum local, en se ramenant a un segment.

WY Utiliser un point en lequel g atteint sa borne infé-
rieure.
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Corrigés des exercices

a) En notant u : x> 22 —x +2et v :x —> e® on a
f = wv. Ainsi, par produit, 'application f est de classe C'*°
sur R, et, d’aprés la formule de Leibniz, pour tout n € N et
tout x € R :

£ (2) = Z (:)u(k)(x)v<"—k)(x).
k=0

Mais, comme u est un polyndéme de degré 2, on a u®) =0
pour tout k > 3, d’ou, sin > 2:

2
1@ = 3 () @ P,
k=0

De plus, v
n>=2:

) (z) = (:)L) u(z) e® + (T)u/(x) e + <;L)u"(a:) e®

: x+— e® a pour dérivée elle-méme, d’ou, si

= ((x271+2)+n(2171)+w2) e”

= (wQ +(2n — Dz + (n? —2n+2))e”.

Enfin, il est immédiat que cette derniere formule est aussi
vraie pour n = 0 et pout n = 1.

b) On factorise le dénominateur de f(z) :
B —2?—z+1=2z—-1)—(z—1)
=@ -D(@-1)=@k-1)%z+1).

Par décomposition en éléments simples dans R(X), il existe
(a,b,c) € R? tel que :

1 a b c

X-12X+1D)  X—12 X-1 X410

En multipliant par par (X —1)2 puis en remplacant X par 1,
1

on obtient : a = 3

En multipliant par X 4+ 1 puis en remplacant X par —1, on

obtient : ¢ = —.
4

En multipliant par X puis en faisant tendre X vers ’infini,

ona:b+c=0,dou b:fc:fz.

Ainsi, on obtient la décomposition en éléments simples de

f@) :

veel-1;1], fa)=2— -1 L ;11

1
2@—1)2 4dz—-1 4dz+1’

que 'on peut d’ailleurs contréler par réduction au méme dé-
nominateur.

Notons u,v,w :] —1; 1{ — R les applications définies, pour
tout z €] — 1; 1[, par :

1 1 1
1 v(z) = —— w(x)—m.

u(z) =

O\f\f(;ﬁég d&; w\fadé ]

Ces applications u,v,w sont de classe C* sur | — 1; 1] et
w=—v'.

On a, par une récurrence immédiate, pour tout n € N et tout
z€e]—1;1:

—1)"n! —1)"n!
W) = (z(+ i)"+1’ oM@ = (aE — i)"+1’
M)y — (1) (ED"(n+ D!
w (:C) =V 1 (:C) - (J? _ 1)n+2 :

On conclut :
F(z) = lw(n) (z) — lv(n)(x) + lu(n)(x)
2 4 4

C1(=D)"n4+ D! 1 (=)"a! 1 (=1)"n!
T2 (z—1)nt2 4 (z— D)t 4 (g DntL

¢) Par linéarisation, on a, pour tout z € R :

1
f(z) =cos® zsinz = 5(1 + cos2z)sinx
1 . i 1 omsi 1 . " 1( in3 inz)
= —sinz + = cos2zsinz = ~sinz + —(sin 3z —sinz
2 2 2 4

1 . +1 in3
= —sinz + — sin 3x.
4 4

Il en résulte, par addition, que f est de classe C* sur R et
que, pour tout n € N et tout z € R :

£ (z) = isin (x + n%) + 33” sin (Sx + ng),

Ou encore, en séparant en cas selon la parité de n, pour tout
pENettoutzeR:

F@) () = %(71)13 sinz + i(fl)p32p sin 3z

1 1
FEPHD (z) = i(—l)” cosx + Z(—l)l”32]’JJrl cos 3.

1) D’une part, f est continue en tout point de R* par théo-
rémes généraux.

D’autre part : f(x) < 22 — 0= £(0),
z — 0

donc f est continue en 0.

Ainsi, f est continue sur R.

2) D’apres les théorémes généraux, f est dérivable en tout
1

point de R* et : Vz € R*, f'(x) =2xsin~ —cos —.
x T

f(z) — £(0)
z—0
donc f est dérivable en 0 et f’(0) = 0.

Ainsi, f est dérivable sur R et :

o1
=xsin— — 0,

D’autre part :
xr = — 0

1
2x sin — — cos — si
vz €R, f(z)= r z
0 si

z#0

z = 0.
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3) D’apres le résultat précédent et les théorémes généraux,
f' est continue en tout point de R*.

1
— 0 et que cos— n’a
x — 0

pas de limite lorsque = tend vers 0, f’ n’a pas de limite en
0, et donc f’ n’est pas continue en 0.

1
D’autre part, puisque 2z sin —
T

Ainsi, f’ est continue en tout point de R*, et discontinue
en 0.

Soit € R. On a, pour tout y € R — {z} :

’f(y)—f(z)
y—x

1

| <le—ylmle—yl| — o
y — x

par prépondérance de la puissance sur le logarithme.

Ceci montre que f est dérivable en z et que f'(z) = 0.

Puisque f est dérivable sur l'intervalle R et que f/ = 0, on
conclut que f est constante.

On a:

9(-1) =1+f(-1) =1, g(0) = f(0) =0,
Puisque g est continue sur Uintervalle [0; 1] et que g(0) = 0
et g(1) = 3, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe a €]0; 1] tel que g(a) = 1.

Comme g est continue sur [—1; a], dérivable sur | — 1; af
et que g(—1) = g(a) (= 1), d’aprés le théoréme de Rolle, il
existe ¢ €] — 1; a[C] —1; 1] tel que g'(c) = 0.

11.5
L’application f:[0;1] — R, z+— f(z) = Z apz® est
continue sur [0; 1], dérivable sur ]0; 1[ et f( ) = 0,
f( Z ap, = 0. D’apres le théoreme de Rolle, il existe

donc c G}O 1[ tel que f/(c) = 0, c’est-a-dire que I’équation

Z kakx
k=1

Puisque f est continue sur [a; b], dérivable sur Ja; b[ et que
fla) = f(b) (= 0), d’apres le théoréme de Rolle, il existe
d €la; b[ tel que f'(d) = 0.

= 0 admet au moins une solution dans ]0; 1].

Puisque f’ est continue sur [a; d], dérivable sur Ja; d[ et que
f'(a) = f'(d) (= 0), d’apres le théoréme de Rolle, il existe
c€la; d[Cla; bl tel que : f(c) =0.

Nous allons étudier successivement les zéros de f, de f’, de

£ .., de fO).

e Par hypothése : a<b<c et f(a)= f(b)=f(c)=0.

D’apres le théoréme de Rolle appliqué & f sur [a; b], sur [b; c],
il existe a1 €]a; b[, b1 €]b; [ tels que :
f'(a1) =0et f'(b1) = 0.

g(1) =3+f(1) =3.

y = f(z)

¢«On a donc :

a1 <b<bi<c et f'(ar)=f'(b)=f'(b1)=f'(c)=0.
D’apres le théoréme de Rolle appliqué & f/ sur [a1 ; b], [b; bi1],
[b1; ], il existe a2 €Jai; b, b2 €]b; b1, ca €]b1; [ tels

que : f"(az) = f"(b2) = f"(c2) = 0.
' \
Is) al a=2 b; bll\CQ‘ \é T

y=f'(z)

«On a donc :

az <by<ca<cet f'(az)=f"(b2) = f"(c2) = f"(c) =0.
En réitérant le raisonnement, il existe au moins trois points
en ordre strict en lesquels f(3) s’annule, puis au moins deux
points en ordre strict en lesquels f(4) s’annule, puis au moins

un point d en lequel f(3) s’annule.

a) «Si f(a) > 0, alors, comme f est continue en a (car déri-

vable en a), il existe n > 0 tel que :
Vz €la—n;a+mn], f(z)>0

IfI(x) = f(),

c’est-a-dire que | f| coincide avec f au voisinage de a. Puisque
f est dérivable en a, |f| l'est alors aussi, et |f|'(a) = f'(a).

On a alors : Vx € [a —n; a+ 1),

eSi f(a) < 0, de méme, comme |f| coincide avec —f au
voisinage de a, on conclut que |f| est dérivable en a et que

1f1"(a) = —f'(a).

On peut regrouper ces deux résultats en utilisant la fonction

signe : || (a) = sgn (f(a)) f'(a).
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Corrigés des exercices

f(a)

o) a T

b) Supposons f’(a) > 0, le cas f’(a) < 0 étant analogue, ou
si on préfére, s’y ramenant en remplacant f par —f.

Comme f@) = fla) — f'(a) >0, il existe n > 0 tel
xr—a r — a
que: Vz€la—1n;a+n), M>07
z—a

Vz €la—n;a], f(z)<0
d’on, puisque f(a) =0 :
Vo elasatul, f@)>0

Autrement dit, |f| coincide avec —f au voisinage & gauche
de a et |f| coincide avec f au voisinage a droite de a.

On a alors : 7”‘(32 : Lfl(a) Lo —f(a)
. HGET O,

donc |f] est dérivable & gauche en a, dérivable & droite en a,
et non dérivable en a car f'(a) # —f’(a), puisque f’(a) # 0.
Y

y=1fl(=)"

y = f(z)

¢) On a, pour z € R—{a}, en utilisant I'inégalité triangulaire
renversée :

||(= Ifl(a)‘ _ [f @)= 1f )]

T —a |z — al
W@ = f@l _ ‘f(@ —F@| ., \p@) =0
‘w_a| —a x — a )
donc : W s S O

et on conclut : |f| est dérivable en a et |f| (a) = 0.

y
y=1f(=),

y = f(z)

Effectuons une récurrence sur n.

ePour n =0, f : R— R, z +— ape’? ne s’annule en

aucun point, car ap # 0, donc la propriété est vraie pour
n = 0.

e Supposons la propriété vraie pour un n € N.

Soient (ag,...,ant+1) € R*T2 — {(0,...,0)}, bo, ..., bn+1 € R
deux a deux distincts.
n+1
Notons f:R — R, z+— f(z Zakc
Considérons ’application
n+1
g:R— R, o+ e tnt1%f(g) = Z ay e (Pe—bni1)@
k=0

On a, en isolant le terme d’indice n + 1 :

Zake(bk bt 1)T 4 g0,
k=0

vz €R, g(z

L’application g est dérivable sur R et :

Ve € R, ¢'(z) = Z

(b — bpy1) e Cr—bni1)z,

Si (ag,...;an) = (0,...,0), alors an4+1 # 0 et l’apphcatlon
frz— any1e "-*-1I ne s’annule en aucun point, donc s’an-
nule en au plus n + 1 points.

an) # (0,...,0).

Alors, comme b, ..., by 41 sont deux a deux distincts, les réels
ag (b, —bn+1), pour 0 < k < n, sont non tous nuls, et les réels
by — bn+1, pour 0 < k < n, sont deux a deux distincts. On
peut donc appliquer ’hypothese de récurrence aux familles
(ak(bk - b"+1))0<k<n et (b — bn+1)0§k§n a la place de
(ar)o<k<n et (bk)o<ksn respectivement, ce qui montre que
g’ admet au plus n zéros dans R.

Supposons donc (ag, ...,

D’apres le théoréeme de Rolle, appliqué a g, il en résulte que
g admet au plus n 4+ 1 zéros dans R, et finalement, f admet
au plus n + 1 zéros dans R.

On a ainsi établi le résultat demandé, par récurrence sur n.

Puisque f est continue sur [0; a] et dérivable sur |0; al,
d’aprés le théoréeme des accroissements finis, il existe
b €]0; af tel que : f(a) — f(0) = af’(b), c’est-a-dire, puisque
f(0)=0: f(a) = af'(b)
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On a alors :
2f(a) +af'(a) _ 2af'(b)+af’(a) _2,, 1.,
3 = a = 3f (b) + 3f (a).

1
3’
le réel ;f’(b) + éf’(a) est entre f'(a) et f(b).

1 2
Comme 56[0; 1] et que g:lf

Enfin, puisque f’ est continue sur l'intervalle [b; a], d’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, f’ atteint toute va-
leur entre f/(b) et f/(a), donc en particulier, f’ atteint le réel

2, 1,
Ainsi, il existe ¢ € [b; a] C]0; a] tel que :
f'(e)= %f/(b) + %f/(a) _ 2f@+af'(a)

3a

a) Par hypothése, il existe n € N — {0,1}, A € R*,
(z1,...,2n) € R™ tels que :

n
T << Ty et P:)\H(X—xk).
k=1

Pour tout k € {1,...,n — 1}, P est continu sur [k ; T41),
dérivable sur |zy; r41[ et P(zg) = P(xzpy1) = 0, donc,
d’apres le théoreme de Rolle, il existe yi € lag; Tp41][ tel
que P’(y;) = 0.

Puisque 1 < y1 < z2 < < Yn—1 < Tn, les réels
Y1, ..., Yn—1 sont deux a deux distincts.

Comme P’ est de degré n—1, il en résulte que les zéros de P’
sont tous réels et simples, ce sont Y1, ..., Yn—1-

b) Par hypothése, il existe N € N*, (z1,...
(a1, an) € (N¥)N et A € R* tels que :

,zn) € RY,

N
1 <. <zn et P:)\H(X—xk)o‘k.
k=1

Comme en a), il existe y1,...,ynv—1 € R tels que :
Vke{l,.,N -1}, (yk €lzr; zp41] et P’(yx) =0).
D’autre part, pour tout k € {1, ..., N} tel que ay > 2, =, est

zéro de P’ d’ordre oy, — 1.

On met ainsi en évidence des zéros de P’, deux & deux dis-
tincts : y1,...,yn—1 tous d’ordre 1, et 1 d’ordre a3 — 1, x2
d’ordre a2 — 1, ..., xy d’ordre ay — 1, avec une convention
évidente si ap = 1.

Comme :

N N
(N=1+ > (a1 = (D k) -1
k=1

k=1
= deg(P) — 1 =deg(P’),
on conclut que P’ est scindé sur R.

N
Plus précisément, en notant n = E Qg, on a :

k=1
N-1 N
Pl =nx [T X=we) [ (X —ap)et.
k=1 k=1

11.12

«Si g(b) — g(a) = 0, alors, puisque g est continue sur [a; b]
et dérivable sur Ja; b, d’apres le théoréme de Rolle, il existe
d €]a; b[ tel que g’(d) = 0, contradiction avec les hypothéses.

On a donc : g(b) — g(a) # 0.
f(b) = fla)
9(b) — g(a)
¢ila; b — R, 2 — f(x) - f(a) — A(g(x) — g(a)).
L’application ¢ est continue sur [a; b], dérivable sur Ja; b],
et on p(a) = 0 et p(b) = 0 (par définition de A). D’apres le
théoréme de Rolle, il existe donc ¢ €]a; b[ tel que ¢’(c) = 0.

e Notons A = et considérons ’application

Mais : Vo €la; b, ¢'(z)=f'(z) — Ag'(z),
dou: f'(c) — Ag'(c) =0, donc A= f, (c)’
g'(c)

ce qui montre le résultat demandé.

11.13
Par hypothese, il existe £ € R tel que :

— 14 t — £.
f(x) r — —o0 ¢ f(CE) xr — +oo
1re méthode : utilisation d’une fonction auziliaire :

Le résultat demandé ressemble au théoréme de Rolle, mais
sur R au lieu d’un segment [a; b]. Nous allons essayer de
nous ramener 4 un segment par composition avec une fonc-
tion auxiliaire.

Considérons, par exemple, 'application
p:l—7m/2;7/2[ — R, t+—> tant

et notons g = f o .

On a, par composition de limites :

t — J4 t t — £.
9() t — —(m/2)* ¢ 9() t — (7/2)—

Comme g est continue sur | —7/2; 7/2[ et de limite finie £ en
—7/2 et en /2, I'application h : [—7/2; 7/2] — R définie
pour tout ¢t € [—7/2; 7/2], par :

g(t) si —w/2<t<T/2
L si

e(t) =
t=—-7m/2 ou t=m/2

est continue sur [—7/2; 7/2].

D’autre part, puisque ¢ est dérivable sur | —7/2; m/2[ et que
f est dérivable sur R, par composition, g = foy est dérivable
sur | —w/2; 7/2[, donc h est dérivable sur | — w/2; 7/2[.
Puisque h est continue sur [—m/2; w/2] et dérivable sur
| —7/2; /2] et que h(—7/2) = h(w/2), d’apres le théoréme
de Rolle, il existe v €] — w/2; 7/2[ tel que h'(vy) = 0. Mais,
pour tout t €] —7/2; w/2[ :

W) =g'(t) = f'(e(®)¢' () = f'(tant)
On déduit : f/(tan(y)) = 0.
En notant ¢ = tany € R, on a donc : f’(c) =0.

1

cos?t’

2¢ méthode : étude d’extrémum :

Si f = £ (fonction constante) , alors tout réel ¢ convient pour
f'(e)=0.
Supposons f # £. Il existe donc a € R tel que f(a) # L.

Quitte a remplacer f par —f (et donc £ par —¢), on peut se
ramener au cas ot : f(a) > £.
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Corrigés des exercices

Notons € = f(a) — ¢ > 0.

Puisque f(z) —  Let f(z) — 4,
r — —oo

r — oo

il existe A €] —00; a] et B € [a; +oo[ tels que :
Vz €] —oo; A, |f(z) -t <e
Va € [B; +oof, |f(z) - <e.

Onaalors: Vz €] —oo; A] U [B; +oof, f(z) <L+e= f(a).

D’autre part, f étant continue sur R, f est en particulier
continue sur le segment [A; B]. D’aprés un théoréme du
cours, il en résulte que la restriction de f a [A; B] est bornée
et atteint ses bornes. Il existe donc ¢ € [A; B] tel que :

Ve € [A; B], f(z)< f(c).
En particulier, comme a € [A; B], on a : f(a) < f(c).
Vz €] —o0; Al, f(z) < fla) < f(e)
Ve € [A; B, f(z) < f(o)
Vo € [B; 4+oof, f(z) < fla) < f(o).

On a alors :

Ainsi, f admet un maximum local en ¢. Comme f est déri-
vable en c, il en résulte, d’aprés le cours : f/(c) = 0.

Soit (a,b) € I? tel que, par exemple a < b et f'(a) < f'(b).
Soit ¢ €]f(a); f'(b)].

Considérons ’application

g:la; b)) — R, z+—— g(z) = f(x) — czx.
L’application g est dérivable sur [a; b] (car f est dérivable
sur I), donc g est continue sur le segment [a; b]. D’aprés

un théoréme du cours, g admet donc une borne inférieure et
atteint celle-ci : il existe d € [a; ] tel que g(d) = I][flf ]g(a:).
Elab

Comme 9@) = 9(a) — J'(a) = f'(a) —c <0,
r—a =z — at

on a, au voisinage de a™ :

g(z) —g(a)
T—a

Ceci montre que g n’atteint pas sa borne inférieure en a, donc

d# a.

Comme

< 0, donc g(z) < g(a).

g9(z) — g(b)

— g'(b)=f'(b) —c>0,
r—0b

xr — b~
L—g(b) > 0, donc g(x) < g(b).

T —

on a, au voisinage de b~ :

Ceci montre que g n’atteint pas sa borne inférieure en b, donc
d#b.

On a donc : d €]a; b[.

Puisque g atteint sa borne inférieure en d, que d €Ja; b[
et que g est dérivable en d, on a : ¢g’(d) = 0, c’est-a-dire
£(d) =c.

Cecimontre : Ve €]f/(a); f'(b)[, I3d €la; b[C I, f'(d)=c,
donc |f'(a); f'())[C f/(I).

Autrement dit, dés que f/(I) contient deux points, il contient

le segment qui les joint, et on conclut que f/(I) est un inter-
valle.
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Chapitre 11 — Dérivabilité

Vi o Fav ?

Si f:R — R est dérivable a droite en a et a gauche en a, alors f est dérivable en a.

22—1 s <2

Lafonction fR—R, z+—
r+1 si z>2

20 si <2

est dérivable sur R et sa dérivée est : f':R — R, z +—
1 si x>2.

IBECY Sia < b, si f:[a;b) — R est dérivable sur [a;b] et si f(a) = 0 et f(b) = 0, alors il
existe ¢ €]a; [ tel que f'(c) = 0.

Une application f : I — R est dite de classe C'' sur I lorsqu’elle est dérivable et continue
sur I.

Pour que f : I — R soit deux fois dérivable en a € I, il est nécessaire que [’ existe au
voisinage de a.

Si f: I —> R est dérivable sur I, alors |f]| est dérivable sur I et : |f|' = |f’].
Si f,g: I — R sont dérivables sur I et si f < g, alors: [’ <g'.
Si f,g:I — R sont dérivables sur I et si f’ < g, alors: f <g.

Si I et J sont des intervalles de R et si f: I — J est bijective et dérivable sur I, alors
f~1 est dérivable sur I.

BTN Sia < betsif:[a;b] — C est de classe C! sur [a;b], alors il existe ¢ €]a;b] tel que
1) =o0.
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{é‘; ol E aduk, [zé \fébooméaé

Contrexemple : a =0, f:z +— |z]. Il y a eu oubli de I'hypothese fgz(a) = fi(a).

La fonction f est dérivable a gauche en 2 et fé(2) = 4, dérivable & droite en 2 et || |
f4(2) =1#4, donc f n’est pas dérivable en 2.

, 2 si x <2
La conclusion correcte est : Vo € R— {2}, f'(z) =
1 si x>2.

Autrement dit, on ne peut dériver les formules que sur des intervalles ouverts .

C’est un cas particulier du théoréme de Rolle, la condition f(a) = f(b) étant suffisante
a la place de f(a) = f(b) =0.

La définition correcte est : f est de classe C' sur I si et seulement si f est dérivable

sur I et f’ est continue sur I.

W) Cest dans la définition de f”(a).

D’abord, il se peut que |f| ne soit pas dérivable, comme montre ’exemple : [ = R, || |
f:ax — z, dans lequel |f| n’est pas dérivable en 0.

Méme si |f| est dérivable, la formule proposée peut étre fausse, comme le montre
lexemple : [ =R, f:z+— 22, pourlequel ona: (|f')(—1)=—2et [f|(—1) = 2.

Contrexemple : I =R, f:2x+—=0, g: x+— 22. On n’a pas le droit de dériver les

inégalités.

Contrexemple:I:R,f:xr—>x2+1,g:x»—>x2.

La conclusion correcte est, en fixant xy quelconque dans I :
Ve el, f(z)— f(zo) <g(x)— g(zo).

Contrexemple : f:R — R, 2 — 23 m

L’application f est bijective et dérivable en 0, mais f ™' : R — R, 3 — &y n'est pas
dérivable en 0.

L’énoncé correct est : si I et J sont des intervalles de R et si f : I — J est bijec-
tive, dérivable sur I et telle que f’ > 0 ou f’ < 0, alors f~! est dérivable sur .J et

—1\/ __ 1
<f )_flof_l‘

8B Contrexemple : a =0, b=2m, f:[0;27] — C, t+—— ell. m
Le résultat devient vrai si on remplace C par R, c’est le théoréme de Rolle.

En gardant C, on ne dispose plus que de I'inégalité des accroissements finis et la conclu-
sion correcte est alors :

[f(b) = f(a)] < (b—a) Sup [f)].

t€[a;b]
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Analyse asymptotique

%_VL QMAZG abovdlos Aavs los ovevcices

Les méthodes a retenir 195  Calculs de limites, équivalents, développements limités, dé-
Les énoncés des exercices 201 veloppements asymptotiques

Du mal a Eiemarrer i . 204 e Développement limité, développement asymptotique d’une
Les corrigés des exercices 205 fonction réciproque

Vrai ou faux ? 212

Vrai ou faux, les réponses 213 e Limite, équivalent, développement asymptotique des solu-

tions d’une équations a parameétre.

?o'ud’é essovctiols Al couns
pouy e vesoluchion. dos oxevcices

e Propriétés des fonctions ou des suites ayant une limite fi-
nie ou une limite infinie, pour les opérations algébriques et
l'ordre usuel

o Définition et propriétés de I’équivalence, de la négligeabilité

o Liens entre régularité d’une fonction et existence de déve-
loppements limités

e Théoreme de Taylor-Young
o Opérations algébriques sur les développements limités

e Equivalents et développements limités usuels, a savoir par
coeur

e Sur des exemples simples, notion et manipulation de déve-
loppements asymptotiques.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour calculer une limite
se présentant sous une
forme indéterminée

On a, en utilisant une expression conjuguée :

N Y- (x+1)—x 1

= — 0.
Ve+l+vz Vez+14+yz 2 — +oo

On a, pour z >0 :
1/2 1/3

\/w2+3m—%/z3+222=m(1+§) / —a:(l-i—z) /

T

“ofre 2 o) - S0 o(2) - St

5
donc la limite cherchée existe et est égale a e
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196

(B

Ona: 1 7i:m2—sir212m: (x—sinx)(a;—i—sinm)

1 1
Trouver lim (— — —)
z — 0\sin?z a2

sin2z 2 x2sin? x2sin? z
3 3 3
T T
z—sinx =z — (wf €+o(x3)) = FJro(xs)

x
~ )
z — 0 6

z+sine=z+ (z+o(x)) =2z +o(x) ~ . 2z,
z —

22 sin? z ~ z4.

z — 0
:1:32
1 1 el |
D’ou : —_— - — ~ 6 = -,
sin2z 22 ¢ —o0 g 3
1 1 1

et on conclut :

Méthode

Pour lever une indéter-
mination de la forme 1*°

Prendre le logarithme, ou encore écrire u(x)?(®) = ev(@) nu(),

w FExercice 12.4

— (e

a

On a : chg—i—bsh — 1.
T

Pour (a,b) € R? fixé, déterminer

x — +oo

T (chg +bshg)z.

xr T — +oo

a a
donc, pour z assez grand : ch — +bsh — > 0.
T T

On a: ln[(chg—l—bsh%)z]:xln(ch%—‘rbshg)

Ve

o [(140(1)) 6(% +o( 1)) zam [1+ 2L o(L)]

— 0
:r[%b—l—o(i)] =ab+ o(1) . _—>>+oo ab.

Par composition par exp, qui est continue en ab, on conclut que la
limite cherchée existe et est égale a e P,

Pour former un DL(0)
d’une fonction

Utiliser les DL(0) usuels et les opérations sur ces DL(0) : tronca-
ture, dérivation, primitivation, addition, loi externe, multiplication,
composition, inverse. Se ramener, si nécessaire, au voisinage de 0 par
transformation de 1’écriture.

Essayer d’anticiper l'ordre auquel développer certaines parties de
I’écriture, afin d’arriver au bon ordre pour le développement limité

demandé.
= Fxercices 12.2, 12.7, 12.9, 12.12
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Les méthodes a retenir

—(=zauky

Former le DL4(0) de

f:x +— cos(lncosz).

2 2 h
Ona: Incosz =In (1—% +o(m2)) = —% + o(z?),
—_——
— 0

2
puis :  cos(Incosz) = cos ( — % + o(wz))

1 2 2 1
=1- 5(— % +o(z2)) +o(zt) =1- §w4 + o(z%).

(Bt

Former le DL3(0) de
f:ix— tanz.

—Eass

Nous allons former le DL1(0) de f’, puis primitiver.

Former le DL>(0) de

f: x> Arctan

x
1+z+a22

L’application f est de classe C'! sur R et, pour tout z € R :
1 (1 +2+22) —2(1 +22)

z 2 (1+z+22)?
1 _r
+(1+w+w2)

f(=) =

= i = (1+4o(z))(1+2z+ o(ac))_1
1+ z+22)2 + 22
= (14 o(=))(1 -2z +o(z)) =1 — 2z + o(z).
D’ou, en primitivant et puisque f(0) =0 :

flx) =z — 2% + o(z?).

Pour former un
DL(a) dune fonc-
tion f : z — f(z), ol

a#0

Faire un changement de variable pour se ramener a des DL(0).
Si a € R*, noter t = z — a.

1
Si a = %00, noter t = —.
T

Le résultat final, DL, (a), sera donné a l'aide d’un polyndme en ¢,
ordonné selon les puissances croissantes de t.

En aucun cas on ne développera les puissances de z — a.
= Exercice 12.2
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— &0

On fait le changement de variable t = x — 1, de sorte que :

r=1+t et t — 0.
xz — 1

Ona: f(z) = In(1+z+23) = In (1+(1+¢)+(1+1)%)
4
= In (344t + 362 + 0(t?)) = In3+In (1+ S +o(t))
—_————
— 0

4 116 41
=3+ (§t+t2) — 5P t) =3+ Ttk o 4 o(t?).

. — 4, 1, 2
On conclut : f(1+t)—ln3+3t+9t +t_0>0(t ).

Pour calculer un équi-
valent

simple  d’une
fonction en un point

Ona: In % = In(1 + sh%z) — In(1 + sin? )
=In [1 + (z—i— % +o(x3))2] —In [1 + (x — 3%3 +o(x3))2]

=In |:1+m2+§+0(z4)] —1In [1+m2—§+0(w4)]

—_—————
— 0 — 0

= [(mz + w_; + o(x4)) — %x‘l + 0(x4)]

—[( 2 _ % + o(w4)) — %z‘l +o(m4)]

Méthode

Pour étudier limite,
équivalent, développe-
ment limité pour une
fonction du type :

[z — u(z)*®
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Les méthodes a retenir

—(Ea

1\22
Trouver lim (1 + —) e .
r — oo

3 )

1 1
On a: <1+—2)z e_z:exp[xsln<1+—)f:r]
T T

= exp [zg’(x% — ﬁ +o(xi4)) —z]

:exp[—i—&-o(é)] = exp (o(1)) . 1.

<
[ ) .| Montrer d’abord que la fonction en question est de classe C°°, donc
Pour obtenir le déve- 2 o GnA 8 B 2
TN admet un développement limité a tout ordre, d’apres le théoréme de
loppement limité a un . . .
o Taylor-Young, puis, pour calculer le DL, procéder par coefficients
ordre  numériquement et .
fxe foncti indéterminés.
xe e Onc, 1ot = Exercice 12.13
réciproque ou d’une
fonction satisfaisant une
équation différentielle
. S
\ J

—{Ea

Montrer que 'application
e — 142z
3
est bijective et former le DL2(0) de 'ap-

fR— R, z+—

plication réciproque f~1 de f.

L’application f est dérivable (donc continue) sur R et :
1
Ve eR, f'(z)= g(e”+2) >0,

donc f est strictement croissante.

De plus : lim f=—oc0 et lim f = 4o0.

r — —o0 r — +oo
D’apres le théoréme de la bijection monotone, f est bijective.

Comme f est de classe C* et que f’/ > 0, d’aprés le cours, f~1 est de
classe C*°, donc, d’aprés le théoréme de Taylor-Young, f~! admet un
développement limité & tout ordre en 0, en particulier f~! admet un
DL3(0). De plus, f(0) =0, donc f~1(0) = 0.

1l existe donc (a, b) € R? tel que :
) =ay+o® + o (7).
y — 0
D’autre part, f admet un DL2(0) :

22
flx) = %[(1 +z+ > +o(m2))] -1 +2x) =z+ éxQ + o(z?).
dou: z= f_l(f(m)) =a(z+ %xQ + o(xQ)) + bz? + o(x?)

=az + (% + b)a:2 + o(z?).

Par unicité du DL2(0) de z — x, on déduit : a = 1 et % +b=0,

1
dott : a=1 e b=—-.
6
1
. 1) =y — Zqy2 2
On conclut :  f~ (y) =y 6Y +y o O(y )
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200

Pour obtenir un dé-
veloppement asympto-
tique d’une fonction

Essayer de se ramener a un développement limité par transformation
de I’écriture, mise en facteur, changement de variable.

— (el

Former le développement asymptotique

de la fonction f : * — /& + 1 ala pré-

1
cision o(—) lorsque z tend vers +oo.

Wz

Pour obtenir des ren-
seignements locaux sur
les racines d’une équa-
tion dépendant d’un pa-
rametre n € N.

Montrer d’abord ’existence de ces racines et les situer, a l'aide de
I’étude des variations d’une fonction.

Les renseignements seront obtenus successivement : limite, équivalent
simple, développement limité ou développement asymptotique, etc.

= Exercice 12.15

—— (e

Montrer que, pour tout n € N*, I’équa-
tion z"(z + 1) — 1 =

nue z € [0; +oof, admet une solution

0, d’incon-

et une seule, notée xz,, et déterminer
L= Eg Tn, puis un équivalent simple de
zn, — £ lorsque ’entier n tend vers I’in-
fini.

¢ Soit n € N*.,

L’application fy : [0; +oo[ — R,
(donc continue) sur [0; o0 et :

z+—> 2" (xz 4+ 1) — 1 est dérivable

L )>0 s z>0
Vo € [0; +oof, fh(z)=(n+1)z"™ +na"™~
=0 si =0
donc fy est strictement croissante sur [0; 4oo].
Ona: fr(0)=—-1<0 et fp(xz) —>  +oo.

xr —> +oo
D’apres le théoréme de la bijection monotone, f, est une bijection de
[0; 4o0[ sur [-1; +oo[, donc I’équation fy(z) = 0 admet une solution
et une seule, notée x,.

De plus : fr(1) =1>0, donc z,, €]0; 1].

¢On a, pour tout n € N*, 0 < z, < 1 et a:ﬁ"'l—l—:rg—l = 0, donc :
1)1/n

227 > an T g =1, puis: x> (5

Comme (1)1/n:exp(%1n1) — 1,

2 2 noo
on déduit, par encadrement : z, — 1.
noo
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Enoncés des exercices

1
eOna: z) = —> —, puis, par continuité de In :
Tp+1 noo 2
1
nlnx, — In—-=-1In2,
" w3
n
et on déduit : Inz, ~ ——
n n
D’autre part, puisque x, — 1, ona: lnx, ~ z,—1
In2
On conclut : Tp —1 ~ ——
noo n
\. J

v

-
1T Exemples de calculs de limites sans emploi de développement limité

Calculer les limites suivantes :

. 1 2 V222 +1—Va?+2+3
1 _ .

a)zin?s(x2—5x+6 x2—4x—|—3> ¢) mlﬂlg 22 —3x+2

b) dim (V=2 (@+1) - V(@-1)(z+2))

[ Exemples de calculs de développements limités

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction f définie
par la formule suivante (variable ) :

a) ordre 2, voisinage de 0, In(e?” +2 e” +3) ¢) ordre 6, voisinage de 0, ch (In(chz))
b) ordre 2, voisinage de 0, \/8++/1+6x  d)ordre 2, voisinage de 1, In(1 + x?).

[ Exemple d’utilisation de la formule de Stirling

2 1)!
Trouver lim w

noo \/n 22n(n!)2’
B Exemples de calculs de limites sans emploi de développement limité

Calculer les limites suivantes :

a) lim (thz)e " ™me : sh (chz)
v e <) x ngroo ch(shz)

b) lim (2Arctan x) i)

r — +0o \ T

4 1\n
d) lggg(gcosn—i—gsinE) .
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E 11 Exemple de calcul de limites de fonctions d’écritures proches

Déterminer les limites, lorsque x tend vers 0% de :

BT Exemples d’équivalents de sommations

Montrer :

a) Zn kL~ (2n)! c) an:o gn\/ﬁ
k=1

k=n-+1

n
k n+1
b) > 2 ~ 2
k=0

BT Exemples de calculs de développements limités

Former le développement limité, & ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction f définie
par la formule suivante (variable x) :

142 1 1
a) ordre 3, voisinage de 0, Arctan c) ordre 2, voisinage de 0, —— —
) Vi g 1+ 2z ) v & sin?z  sh’z
sl z? 3
b) ordre 8, voisinage de 0, ((cosz)*" — 1)tan®z.

BT Exemples de calculs de limites par emploi de développements limités

Calculer les limites suivantes :

1 1 : T T z\ L
li ( _ ) e) lim (2% +3% —4%)=
@) s 50 th?z  tan®x r — 0
sinzy & f) lim  (tanz)®™" 2@
T ! 3 T T z\tan T2
¢) lim 3z — 2sinz — tanx 9) xliﬂl(ii +4% —6%) 2,

z— 0 3x—2shz —thx

d) lim (\/x4+3x3—2\/x4+2x3+\/1:4+:z:3)
r — 400
EE 1] Exemple de développement limité d’une fonction composée

a) Former le DL2(0) de ¢ : t — Arctan (1 +t).

b) En déduire le DL4(0) de f:xz — Arctany/ iy
x
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Enoncés des exercices

EET1 P800 Recherche de parameétre pour un comportement local d'une fonction

Déterminer A\ € R fixé pour que la fonction f, donnée par

Fz) = 1 n 1 A 1

T tan?z  tan?2z tan?3z’

admette une limite finie lorsque = tend vers 0, et déterminer alors cette limite.

EET1 P26 Calcul des dérivées successives en un point, par intervention d’'un développement

limité
1

Onnote f:]0;2] — R, z+— f(z) = 211736 Calculer f*)(1) pour k € {0, ..., 4}.
—x

128 Exemples de calculs de développements limités

Former le développement limité, & ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction f définie
par la formule suivante (variable ) :

(D
dre 22, voisinage de 0, ( Sty )
a) ordre voisinage de 0, exp Z P
k=1
2x
b) ordre 3, voisinage de 0, / In(1+¢)In(1 —¢)dt.

T

w2k} Exemple de développement limité d’une fonction réciproque

Onnote f:R — R, z+— f(z)=In(1+2?) — 2.
a) Montrer que f est bijective.
b) Former le DL4(0) de f~1.

EEmm (218 Etude locale des zéros d’un polynéme dont les coefficients dépendent d’un paramétre

On note, pour tout n € N: P, = X3 — (n+2)X? + (2n + 1)X — 1 € R[X].

a) Montrer que, pour tout n € N assez grand, P,, admet trois zéros, notés ay, by, ¢y, tels
2n+1

que: 0<a,<1<b, <3< < Cp.

b) Montrer successivement :

1
cn — + o0, a, — 0, Cp ~ N, bp — 2, ap, ~ —.
noo noo noo noo noo 2m,

EEEE (P4 Exemple d’études asymptotiques de suites définies indirectement

On note, pour tout n € N*: f, :R — R, =+ f,(z) = e® + 2 — nz.

a) Montrer que, pour tout n € N*| f,, admet un minimum g, atteint en un point et un
seul noté x,,.

b) Déterminer des équivalents simples de x,, et u,, lorsque lentier n tend vers l'infini.
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-?w mal & domavver ?

Repérer d’abord s’il s’agit d’une forme indéterminée.
Pour lever 'indétermination, on transformera 1’écri-
ture de f(x) :

o calcul élémentaire, pour a)
« utilisation d’une expression conjuguée lorsqu’inter-

vient la différence de deux racines carrées, pour b), c¢)

Composer les développements limités usuels, en se
ramenant au voisinage de 0 par transformation de
Pécriture.

iae) Utiliser la formule de Stirling, pour n! et pour
(2n)!, en ayant préalablement remplacé (2n+1)! par
2n+1)(2n)! .

Repérer d’abord s’il s’agit d’une forme indéterminée.
Pour lever I'indétermination, on transforme I’écriture
de f(z), par composition par le logarithme lorsque
I’expression proposée contient la variable aux deux
étages.

Utiliser I’expression des fonctions hyperboliques di-
rectes, pour c).

Transformer P’écriture des fonctions de facon que la
variable n’intervienne plus sur plusieurs étages, en
utilisant le logarithme et I’exponentielle.

Notons, dans chaque exemple, S, la sommation pro-
posée.

a) Former S, — (2n)! et isoler le dernier terme.
b) Calculer la sommation géométrique.

¢) Amener une somme de Riemann.
Pour a), on ne peut pas composer directement les
DL, car

vers 0.
Dériver, développer, puis primitiver.

T
——— ne tend pas vers 0 lorsque z tend
i

Pour b) et c¢), déterminer d’abord l'ordre auquel
il faudra développer certaines parties de ’écriture

de f(z).

a) Réduire au méme dénominateur et factoriser
tan2z — th2z.
b) Prendre le logarithme.

¢) Chercher un équivalent du numérateur et un équi-
valent du dénominateur.

d) Se ramener a utiliser le DL(0) de u — (1 -I-u)%7
par factorisation des x*.

e) & g) Prendre le logarithme.

a) Former d’abord le DL1(0) de ¢’, puis primitiver.

sinx

b) Composer les DL de = —— —1 et de ¢.

Former un développement asymptotique de cotan?t
a la précision o(1), appliquer & ¢t =z, t = 2z, t = 3z,
pour déduire un développement asymptotique de
f(x) a la précision o(1).

11 serait trop long de calculer formellement les f(%) (z)
puis de remplacer z par 1. Passer par la notion de dé-
veloppement limité et utiliser le théoreme de Taylor-
Young.

AP o) Reconnaitre dans la sommation la partie réguliere
d’un DL(0) usuel. L’exemple est assez artificiel.

b) Former un DL(0) de la dérivée, puis primitiver.

a) Montrer qu’on peut appliquer le théoréme de la
bijection monotone.
b) Montrer que f~1 est de classe C°°, d’oti 'exis-
tence du DL4(0) d’aprés le théoréme de Taylor-
Young. Pour calculer le DL4(0) de f~—!, pro-
céder par coefficients indéterminés, en utilisant

T = f_l(f(m)), de préférence a y = f(f_l(y))
12.14 B3] Etudier les variations de P,.

Calculer Py (0), Pn(1), Pa(3), Pn(

2n3+1)

et étudier leurs signes.

b) Utiliser les relations entre coefficients et racines
d’une équation, afin d’avoir des liens entre an, by, cn.

b5 o) Etudier les variations de f,,, en calculant f/, et f/.

b) Comparer, pour = € [0; 400, €? et x, pour dé-
duire ensuite ©,, — -+ oo.
noo

En utilisant la relation f},(zn) = 0, qui définit zn,
déduire z,, ~ Inn.
noo

Le minimum pp est donné par pn = fn(zn).
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Corrigés des exercices

On note, dans chaque exemple, f(z) ’expression proposée.

a) 1l s’agit de la forme indéterminée co — co.

On transforme Iécriture de f(z), en factorisant d’abord les
dénominateurs :

1 2
@) = e =3 @-DeE-3
1 1 2y 1 —z+3
_:c—S(:c—Q_w—l)_x—S(x—2)(z—1)
B 1 11
T@—-2@—-1) + 28 1.2 2

b) 1l s’agit d’une forme indéterminée co — co.
Utilisons une expression conjuguée pour transformer 1’écri-
ture de f(x) :
fl@) =@ —-2)(@+1) - (& - 1)(z +2)
(@ - +1)— (@—1)(x+2)
e+ D)+ /z-Dx+2)

—2x
T V- DEt D+ VE@-D@+2)
o —2
JE-D D)+ Ja-Hs D)

0
¢) 1l s’agit d’une forme indéterminée o

Utilisons une expression conjuguée, pour transformer 1’écri-
ture de f(z) :

2x2+1)— (z2+2+3)
V2r2 +1+Vz2+z2+3
_ . (z—2)(z+1)
V2214 Va2t +3 V22 rl+4Va? ta+3
et: 2?2 —3x+2=(x—2)(x—1),dou:
x+1
(zfl)(\/2x2+1+\/12+m+3) z

Vor2 +1—vVz2 +x+3=

2 —z—2

f(a) = )5

a) On a :
f(x)
= In(e?®+4+2e®+3)

(2;)2) +2(1+a+ 2—?) +3 +o(x2)}

—
—

- 1n[(1+2z+

= In (6 + 4z + 322 + 0(12))

O\f\f(;ﬁég d&; w\fadé ]

2 1
= In6+1In (1+§x+ §$2+O($2))

T
= In6+ (%x—f— %$2) - %(%x-l— %m2)2 + o(z?)

)

In6 + (7m+ %IQ) —

14
5 §m2 + o(z?)

w

2 5
In6 + 3¢ + Exz + o(z?).

b) On a, pour z tendant vers 0 :
VI+6z=(1+6x)2
1 1 9
=1+ 5630 — §(6m)2 +o(z?) =143z — 512 + o(z?),

puis :
9
flz) = \/8+\/1+6x:\/9—}-3:16—5124-0(12)
= 3(1+1x—1x2+0(12)>%
3 2
—_——
— 0
_ Lol Ly 1o 1e 2
= 3[1+2(3m 21) 5 gz + oz )]
B 119, )
= 3<1+8m752 + o(z ))
1 19
= 3+5$—ﬂ1‘2+0(1‘2).
¢) On a:
In(cha) =In (14 2 + ©° 4
n(chz) = n( +§+E+o(:{: ))
—_—
— 0
22zt 1 /222 4 2 1 4 4
= (T +50) ~3(5) +o) =507 - o' +ota)
puis
f(a:)zch(ln(ch:c)):ch( 2 i:lczl—l—o(:tcél))
2 12
— 0
1/1 1 2 1 1
= 1+5 (512—51‘44-0(304)) +o(z8) = 1+§x4—ix6+o(x6

d) Puisque z — 1 # 0, on effectue le changement de va-
riable t =2 — 1 —)1 0, z=1+t Ona:
T —>

f@)=In(l+2?) =In(1+1+1t)?) =1In(2+ 2t +¢?)
t2 t2 1, 5
—ln2+ln(1+t+5) —ln2+<t+§)—§t +o(t?)
——

— 0

=1n2+t+o(t?), t=x—1.

).
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On a, en utilisant la formule de Stirling pour n! et pour (2n)!:

2n\ 2n
Gn+1) @neneey () Vermo,

Vn22n(n)2  n22n(nl)? neo 22" (%)Qn%n v

2 1)! 2
On conclut :  lim w = —

noo \/m22n(nh2 /1

a) 1l s’agit d’une forme indéterminée 1°°.
Ona: In(f(z)) = e?*Inzin(thz).

Comme thz — 1, ona:
r — oo

h
In(thx) e thmflzsh—xfl
r —> +o0 chax

et —e™ 7T —2e™®

—1= ~
e? 4+ e % e+ e % &z — +oo

D’ou :
In (f(z)) e Y e Inz(—2 e ~2®)

= —2Ilnz — —00,
xr —> 400

et on conclut : f(z) — 0.
r — +oo

b) 1l s’agit d’une forme indéterminée 1°°.
2

Ona: In(f(z)) =ch(lnz)ln (fArctan :L‘)
™

D’une part :

1
elnz_’_eflnzix‘i’;
2 ) z — +oo

ch(lnz) =

N8

2
D’autre part, comme —Arctanx — 1:
T xr — 400

2 2
In (fArctan m) ~ —Arctanx — 1

s r — oo T

2 2 1
= f(Arctanz — E) = ——Arctan — ~ -
™ 2 ™ T

dot: In(f(@) v g(_ %) - L
donc In (f()) — 71,

r — +oo T

o

puis : f(z) zj+m e”

¢) Il s’agit d’une forme indéterminée —. Transformons

[e%S)
Pécriture de f(z) :
sh(chz) ech® - g—che 2
fl@) = - S B
ch (shx) 2 eshe | ¢—shz
Comme eP% et e tendent vers +o0o et que e ~°P?Z et

e ~%h = tendent vers 0, lorsque x tend vers +o0, on a :

chz )
f(:r) ~ © chz—shz _ e e ¥ SN 1.

z — 400 eshz N r — 400
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d) L’expression proposée ressemble & une suite géométrique

3
dont la raison serait, en valeur absolue, proche de 1 On a:

1 4 1 1
—sin — — 0, donc, pour n assez grand : lfsin f’ < -
3 n,_ mnoo n 8
On a alors, pour n assez grand :

7
87

‘3 +4. 1‘<3| |+‘4_ 1’<3+1
—cosn+ —sin —| < —|cosn —sin—| < -+ —
4 3 n 4 3 n 4 8

3 4 . 1\n 7\
donc : ‘(Zcoanrgsmf) ’<(7> — 0,

n 8 noo

et on conclut que la limite cherchée existe et est égale a 0.

)Ona: f(z)=e* Mz _1=¢cc° —1.

Comme zlnz — 0, ona e*n® — 1,

zlnz ).

z — 0t z — 0t
donc e®™®lngy —  —oco, puis: f(z) — -1
z — 0t z — 0t

2) On a: g(z) — e(zzfl)lnw — e(ezmzfl)lna:_

Comme zlnz — 0, ona e®"® _1 ~ zlnzx,
z — 0t z — 0t
puis (e*™® _1)Ing ~ z(lnx)?.
z — 0t

Par prépondérance classique, z(Inz)2 — 0,
z — 0T

donc (e®*™?® —1)lnz — 0, puis: g(z) — 1.
z — 0t z — 0t
3)On a: h(z) = ev” e — e @TUITIng

Comme z — 1 — -1,
z — 0t

ona (z—1)lnz —  +oo,
z — 0t

puis e(@=Dlne o Lo gle—Dnoyy 5 o,
z — 01 z — 0T

et enfin: h(z) — 0.
z — 01

a) Puisque k! croit trés rapidement lorsque k croit, on peut
conjecturer que le dernier terme de la somme est essentiel. On
isole alors les deux derniers termes et on a, par majoration
d’une somme de réels, pour tout n > 2 :

< Sp = ((2n — D!+ (20))

2n—2
= Y kK<(n-2)@2n-2)!<(@2n -1
k=n+1
Puis :
2n—2
0<Su—nt=( > K)+@n-1I<2@n-1),
k=n+1
. Sn—(2n)! 2
donc : Ogﬁ\% go.

Par théoréme d’encadrement, on déduit que le terme encadré
tend vers O et finalement :

2n
>k~ (2n)

noo
k=n+1
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Corrigés des exercices

b) On calcule la sommation géométrique :

n 1
Sn = Z Qk = 2 _71 =ontl _1 ~ ontl
k=0 2-1 e

1 1 & [k
O D ——8, = — -,
¢) Ona ny/n n]; n

et on reconnait une somme de Riemann.

Comme l'application f : [0; 1] — R, =z —— /z est conti-
nue sur le segment [0; 1], d’aprés le théoréme sur les sommes
de Riemann :

1 [k ! ! 2 311 2
;,;ﬁxfof:/oﬁd“b“]o:g’

2

et on conclut : S, ~
noo

1
a) L’application f est de classe C! sur T :] -3 ; +oo [, et,
pour tout x € I :
1 1+2x) —2(1+=x
f’(w): 1 = ( ) (2 )
1+< +z) (1+22)
1+ 2x
. —1 . 1
T Q4222+ (1 +x)2 246+ 522

On en déduit le DL2(0) de f’ :

1
/ — e —
F@ = 2 + 6z + 5z
! 1
- 21+ (3x+§x2)
2
[ ——
— 0
_ L 5 o 2 2
= 75[ 7<3x+5z>+(3x) + o(x )]
1 13
= -3 (1 — 3z + EIQ + o(xQ))
1 3 3
= —§+§$——x2+o(a:2)

D’apres le cours, puisque f est de classe C! et que f’ admet
un DL>(0), f admet alors un DL3(0) obtenu par primitiva-
tion :

1 322 1328
= f(0) — = o= 3
F@) = 0) = o+ 50 = = +ola?)
1 1
=Gt )

b) On a : (cosz)“”2 — 1= ev’lncosw _ 1

Comme cosz — 1, on déduit Incosz — 0, puis
r —r

z — 0 0
2?lncosxz —> 0. Ainsi:
z — 0
z? 2
(cosz)® —1 ~ z°Ilncosz
r — 0
2 4
x x
~  z?(cosz—1) ~ w2<— —) =——.
r — 0 z — 0 2 2

D’autre part : tanSz  ~ 3.
z — 0

z7

P duit d : ~ =
ar produit, on a donc f(:c)a:*}() 3
D’autre part, f est impaire, donc, sous réserve d’existence,
la partie réguliere du DLg(0) de f est la méme que celle du

DL (0).

Enfin, f admet un DL a tout ordre car, par opérations, f est
de classe C°° au voisinage de 0.

27
On conclut : f(z) = - + o(z®).

2

1 1 sh?z — sin2z

¢) Comme f(z) = —5— — —5— = —5——5— et quele
) J(@) sin?z  sh2z sin? x sh 2z d

DL(0) de sin? zsh?z (au dénominateur) commence par z*,
il nous faut, pour sin? z — sh?z au numérateur, un DLg(0),

afin d’obtenir un DL2(0) de f.

On a, par linéarisation :

.2 1 — cos2x
sin“x = ——
2
1 (2x)? (2x)* (2x2)8 6
_5[1’<1* 2! TR )>]
:x271x4+316+0(16)
3 45 ’
puis
T 1
in2 - 1 2
smeE $2—§z4+4—5x6+0(a§6)
1 1
) 1 2
* 1—§x2+4—5x4+0(:c4)
— 0
_ 1 Lo 2 4 14 4
= ﬁ[l—’— (gac Tk )+§x +o(z ))]
_ 1 1o, 1 4 4
= = (1+3a: + T + o(z ))
111, )
= ﬁ+§+£z + o(z?).

De méme, en changeant certains signes :

1 1 1 1 4 5
=— — -+ —z%+o(z).
sh?z a2 3+15 @)

2
On conclut :  f(z) = 3 + o(z?).

Notons, dans chaque exemple, f(z) l'expression proposée.

a) On a :

() 1 1 tan?z — th2z
)= —5 — =
th?z  tan2z th%z tan2z
(tanz — tha)(tanz + thz)

th2z tan2z
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Et :

3 3
tanz —thz = (x—i—%-i—o(x?’)) — <x—%+o(:€3))
72 3 3 2 3
=37 +O(x)z*>03x’

tanx+thz = (x+o(a:))+(x+o(x)) =2z +o(x) A 2z,

tan?z ~ :):2, th%z ~ z2.
z — 0 x — 0
22322 4
Dou: f(z) ~ 37:7,
z — 0 x2x2 3

et on conclut : f(z) —
z — 0

Q|

b) On a:

(@) = 5 (2) = L 2o — 2 s oh)]
= Sw(-S o) |~ (- S o)
—_————

— 0

donc In(f(z)) —» _L

xz — 0 67

et on conclut : f(z) — e 5.

z — 0
¢) On va chercher des équivalents pour les deux termes de la
fraction donnant f(x). Dans la recherche d’un équivalent de
3z — 2sinz — tanz, par addition de DL(0), on constate que
les termes en x s’éliminent et que les termes en 3 s’éliminent
aussi.

On forme donc des DL5(0) :

3r — 2sinx — tanx

23 xd 5 a3 225 5
—317—2(1—54-5—&—0(3: ))—(az+?+1—5+o(z ))
_ 2 2\ s 5
- (_5! N 15):0 +ol=)

_ 35 5 3 5
= 20m + o(z”) . 201 ,

3x —2shx — thx

23 2 5 z3 2% 5
—3w—2<x+§+§+o(z ))—(x—?+1—5+o(ac ))

On conclut : f(z) — 1.
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d) On a, en mettant 24 en facteur dans chaque racine carrée :

(T (VSN

e
1 2 1 4
(4525 3)
1 1 1
+(1+3 55 32) o (3)]
- :v2[—i 12+o(xi2)] = —= +o(1),
et on conclut : f(x) 2 —i.
e) On a :
1n(f(1‘)):%

In(2% + 3% — 4%)
1

_ 1n(ezln2+ezln3_ezln4)
x

= iln((l—&—xan—l—o(z)) + (1+2ln3+ o(x))

-1 +zln4+o(m)))

1 3
:;1n(1+x1n5+o(a¢))
—_———
— 0

1 3 3
= ;(mlni +o(m)) = ln5 + o(1),

3 . L, ,
1 3 puis, par continuité de I’expo-

donc In (f(x)) —,n
3
2

x

0

x 0

nentielle : f(z) —
s
f) Puisque x — %7 # 0, faisons le changement de variable

t:w—z — ot, :cz%—i—t. On a:

= —(3)"
In (f(a:))
= tan2zln(tanz) = tan (g + Qt) In (tan (% + t))

1 ! 1+ tant
_ n—"=>"
tan2t 1 —tant

1
i (In(1+ tant) — In(1 — tant))

1
~ tan2t ([tant +o(tan t)] - [ —tant + o(tan t)])

1
= (2tant + o(tant))

~ tan 2t
2tant 2t 1
t—0 tan2t t—o0 2t
d’ott : In (f(z)) — —1, puis: f(z) — e L.
= — (%) = — (%)
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Corrigés des exercices

g) Puisque £ — 1 # 0, faisons le changement de variable

t=x—1 —> 0 r=1+¢ Ona:
r —
¢ T ¢ <7r+7rt> 1 1 2
an — = tan { — —_— )= ~ _ = -
2 2 2 tanﬂ—t t—o0 7t mt
2
In(3% 4 4% — 6%)
= In(3-3'+4-4' —6-6?)
_ ln(3et1n3+4etln4_6etln6)

= I (3(1+tm3+0(t) +4(1+tnd+ o(t))
~6(1+tIn6 +o(1)) )

= In(1+(3In3+4In4—6In6)t+o(t)) = at+o(t).

noté «
Dot : In (f(z)) = tan - In(3" 4+ 4% — 6%)  ~ 2
: 2 t — 0 7r’
2
donc : In(f(z)) — ——a, puis :
z —> 1 e
_2a a2 33.4%y-2
f@) = e w = (e 7 = ()

IS

(@)

a) On ne peut pas composer les DL(0) directement, car
1+t — 1.
t— 0

L’application ¢ est de classe C! sur R et :

1 1
14+ (1412 242t +12°
On forme le DL1(0) de ¢’ :

VteR, ¢'(t) =

2 _
o'(t) = 1(1+t+t—) g %(17t+o(t)) = %f%t+o(t).
——

2 2
— 0
D’aprés le cours, ¢ admet un DL2(0) obtenu en primitivant :
142 1, 5
(t)—go(0)+7tfff+o(t )= ZJrftht + o(t*).

sinx

b) D’abord, au voisinage de 0, > 0, donc f(z) existe.

L’énoncé sous-entend que f admet une limite finieen 0; ona:
T
f(x) — Arctanl = —.
x — 0 4

On va utiliser le résultat de a),
sinx

en remplacant ¢t par

T

Formons le DL4(0) de cette expression, en partant d’un
DL5(0) de sinz :

sinz 1 (xflx3+*x +0(9ﬂ5)>

T T 3! 5!

sin;r_1 <1—lx +ix4)%—1

T 6 120
— 0
:1—&—%( (15 2+%4)—é<—éx2>2—1+0(x4)

1 4
T R” +1440 * o),

sinz 1 5 4
#(y BETH +144oz +olah)

T, 1 1 22+ L 2)? 4

*z*g( 7 ) 1(‘%) +o(z%)

T_ Ll s

4 24 720

a* + o(a?).

1
Formons un développement asymptotique de P—
an

lorsque
t tend vers O :
1 1

tant

t3
t+ 5+ o(t?)

=L Do) = (1 B o).

e

— 0
Puis :
1 1 t2 2

==(1-= t2
tan?t t2< 3+0( ))
1 2t2 9 1 2
_t—2<17?+0(t)>_t—277+0(1)

d’oti, en remplagant ¢ successivement par x, 2x, 3z :

0= (-3 (@~ 3)

1 2 5 A\ 1 2
Y D=(2-2)=+Z-2 1).
((393)2 3>+°() <4 9)x2+3( )+ o)
A 4
Ona: §—f:0<:)> )\:—5.
4 9 4
4 A
Si)\;éj, alors§777$0, f(x) — oo, f n’a pas
4 4 9 x — 0

de limite finie en 0.
45 2 2 145 37
Si A= —, alors f(z) — 7()\—2):7(——2):—.
4 z — 0 3 3\ 4 6
Finalement f admet une limite finie en O si et seulement si

45 . 37
A= T et cette limite est alors 5

L’application f est de classe C* sur |0; 2[, donc, d’apres le
théoréme de Taylor-Young, f admet un DL(1) & tout ordre,
en particulier & 'ordre 4, et :

4
@) =S ae-1+_ o (-1,
k=0
(k)
oll aj = f k!(l) pour k € {0, ...,4}.
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Notons h =z — 1 —>10, z=1+h. Ona:

xr —

Inz In(1+ h) 1
= =T (m(1+h
f@=5— === = (m0+m)—

h? B3 R4

— _ - 4 2 3 4 4
= (n St g tolh ) (1+h+h2 4%+ B0+ o(h))
1 5 7
=h+=h?4+=n3+ —hnt h?).
+oh? o h Skt o)

On a donc, par unicité du DL4(1) de f, par identification

avec la formule de Taylor-Young :

FOM) =0lag =0, fMA)=1la; =1, fFPQ) =2as =1,
F®) =3laz =5, (1) = 4lay = 14.

a) On reconnait en la somme proposée la partie réguliére du
DL2(0) de In(1 4 ). On a :

20

(_1)k+1 & 3321 x22 29
n(l4a) =S S w20 27 .
n(l+z) ,; . " + 51 5 + o(z*?)

D’ou :
20 k+1
-1

f@) = e (3TN

221 422
= exp (ln(l +z) — o1 + 22 + o(x22))

21 222

= (1+x)exp<—x2—1+§+o(x22))

21 22

_ . 22
= (1+I)(1 o1 T ol ))
x2! 1 1
= 1 _r Ly 22 22
tro gy +(22 21)$ +o(@™)
1 1
- 1 I B ) 22y
+x 211 4623: + o(z*%)

b) L’application
g:]-1;1 — R, t— gt)=In(1+¢t)In(1—1¢)

est continue sur ] — 1;1[, donc lapplication
2z 1 1
f:acb—)/ g(t)dt est de classe C! sur I:]_,;,[
z 22
et :

f'(@) = 29(2z) — g(=)
=2In(1+ 2z)In(1 — 2z) — In(1 + z) In(1 — z).

Pour obtenir un DL3(0) de f, on forme un DL2(0) de f’ :
(@) =22z + o(z)) (— 2z + o(z)) + (z + o(z)) (z + o(z))
= 722 + o(z?).

Par primitivation d’'un DL(0), on en déduit que f admet un
DL3(0) et que :

x3
@) = £0) + (=75 +oa®) = fgxfs +o(a®).

a) D’apres les théorémes généraux, f est dérivable sur R et,
pour tout z € R :

1= x2 —_1)2
Fla) = 2x _1:23: 11—z :_(a: 1) <o,
1+ 22 1+ 22 1+ 22
et f’ ne s’annule que pour z = 1.

De plus : f(x) gd +oo et f(x)

—
r — +oo

—00.

Il en résulte, d’apres le théoréme de la bijection monotone,
que f est bijective.

b) D’aprés a), on peut former le tableau de variations de f :

T —00 0 H +o0
f' () - 0 -
ToO —og—
fx) In2-1 —_
Puisque f est de classe C* sur I =] — oco; 1] et que f’ ne

s’annule en aucun point de I, f réalise une bijection de I sur
J =]In2 —1; 400, et la bijection réciproque, notée f~! en-
core, est de classe C°° sur J. Il en résulte, d’apres le théoréme
de Taylor-Young, que f~! admet un DL(0) & tout ordre, en
particulier & I'ordre 4. Il existe donc (a, b, c,d) € R?* tel que :

F7Hy) = ay +by? + ey’ + dy* + o(y™).
En notant = = f~1(y), on a :
1
y=f(x)=In(1+2?) —z= (332 — 5:1:4 +o(a;4)> -
1
=—z+a2%— 5:1:4 + o(z?).
d’ou :
=" (f(x))
1
= a( —z4a?— 5@‘4) + b(—z + z2)?
+e(—z +22)2 +d(—2)* + o(z?)
1
= a(—a:+:c2 — 5&:4) +b(z? — 22 + %)
+e(—z + 321) + dzt 4 o(2?)
= —azx+ (a+b)z?+ (—2b— )z

1
+(f §a+b+3c+d)m4 + o(z*).

Par unicité du DL4(0) de la fonction  — x, on déduit :
1
—a=1, a+b=0, —2b6—c=0, f§a+b+3c+d=0.
On résout ce systeme linéaire par cascade :
1 9
a=—-1,b=—a=1,¢c=-2b=-2, d=-a—b—3c= —.
2 2
On conclut au DL4(0) de f~1 :

, 9
) =-y+v° —2y3+§y4+y o, "
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Corrigés des exercices

a) Le polyndéme P, est dérivable et :
P, =3X?-2(n+2)X+(2n+1)=(X-1)(3X - (2n+1)).
2n+1

3
On forme le tableau des variations de P, :

On a

> 1 pour n > 2. Supposons donc n > 2.

x —00 1 % +o0
P! (z) + 0 - 0 +
+o0

On calcule :
P,(0)=-1<0, P(l)=n—-1>0,
P,(3)=-3n+11 <0 pourn > 4.
2n+1

Pour n > 4, on a

1s 2

> 3, donc, comme P, décroit sur

2n+1) <o.

, il en résulte : P(

D’apres le théoreme de la bijection monotone par intervalles,
on en déduit que, pour tout n € N assez grand, P, ad-
met exactement trois zéros réels, notés an,bn,cn tels que :

o+ 1
O<an<1<b, <3< nt < cnp.
x |—oc0 0  an 1 by 3 ntl ¢, +o00
P! (x) + 0 - 0 +
>0 +oo
Y/ \Y
0 0 ,/
Py (2) / \ 0
<0 <0 /
/ N
—oo <0

b) D’apres les relations entre coefficients et racines, on a :
an +bn +cn =n+2,
anbn + ancn + bpcn = 2n + ]_7

anbncn = 1.

2 1
1) Puisque cn>%7 ona:c, — + o
2) Comme : 0< ayp = <— — 0,
nCn Cp MO

on déduit a, — O.
noo

3)Ona:cpn=M4+2)—bp —an, et 0<anp <1<by, <3,
donc:cpn =n+24+0(1),et donc:cn ~ n.
noo

_2n+1 — anbn — ancp

4)Ona: by

Cn

Comme ap, — 0, 1 <bp <3et 0<anc, =— <1,
noo n
ona: 2n-+1—apby, —ancn, ~ 2n,
noo

2

et donc: b, ~ —n—>2.
noo ¢, noo

1 1

5) Enfin : an, = ~ —

bpcp, moo 2n

a) Soit n € N*. L’application f, est de classe C2? sur R et,
pour tout z € R :

fi(x) = e® + 2z —n, fil(x) = e® +2>0.

On en déduit les variations de fy, :

x —00 Tn +oo
fr () + +
—+00
(@) 0o
—00
+0o0 +o0o
fn(z) ~ —
Hn

Il en résulte que f, admet un minimum pu, atteint en un
point et un seul noté . Ainsi : f},(zn) =0 et pp = fn(zn).

b) 1) «Ona: f,(0) =1—n <0, donc 0 < zp.

eD’aprés une inégalité classique, on a, pour tout
te]—1; +oof, In(1+t)<t, donc 1+t< e, puis
t<et—1<et, donc n=e% +2,<3e?, dou

n n
e > — z,>In— — 400,

3 3 noo
et donc : xnn, — —+ oo.

noo

eOna: n= e% 42z, = e (1 + 2z,e %n). Comme

Ty, —> + 00, par prépondérance classique, z, e “¥n — 0,
noo noo
dott n ~ e®".
noo
Ainsi : e*n =n+ o(n),
d’ou :
zn =In(n+o(n)) =lnn+In(1+0(1)) =Inn+o(1),

et on conclut : z,, ~ Inn.
noo

2) On a pn = fu(zn) = e*n + x% — nr, et
ern 4+ 2z, —n =0,donc e*n = -2z, +n, dou :

i, = (—2zn+n)+a:%—n;tn =zp(—n+zn —2) +n.

Comme z, ~ Inn, on a —-—n+x, —2 ~ puis

Zn(—n+xn —2) ~ —nlnn,

—n,

et on conclut : punp ~ —nlnn.
noo
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Vi o Fav ?

On a, par prépondérance classique : z e *lnz — 0.

T — +o0o

1
On a, par prépondérance classique :

WECH Si f(x) g(x), alors : f(z) — g(x) — 0.

~
r —r a x

Si f(x) —g(x) — 0, alors: f(x)

~
r —r a xr —r a

Si A € R* est fixé, alors :  f(x)

~
r —r a T

Si f(x) [t x?, alors fo)l T

1WA Si f et g sont dérivables en a et si f(x) g(z), alors f'(z)

~
r —r a

1R On a mits) = g 0 car (it R

Si f(z) ~ g(x), et si, au voisinage de a, g(z) > 0,
r —r a

alors, au voisinage de a : f(z) > 0.
VBN Si f: R — R est de classe C" ! et si f/ admet un DL, (0)
f'(x)=ao+az+ - +a 2"+ o (a"),
z —

alors f admet un DL, 1(0) et celui-ci est :

x2 xn+l
flz) = aoz + a1 = 4+ an

-

(<] <] (<]
[Tl T R

<]
T

<] (<]
[T [T

(<] (<]
[T T

<]
(T

<]
(T
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Vrai ou Faux, les réponses

-\@ ol E PIVE'N les fébooméaé

On a, par prépondérance classique : z e “Ilnx = 22e %22 mze — 0.
—— 1 — 4+
— 0 — 0

<
u

Il ne s’agit pas d’une prépondérance classique, puisque le logarithme porte sur une ex- i |
pression contenant une exponentielle.

1n(e””3+1) 2+ In(1+ e*ms) 3

On a =z —  4o00.

22 22 T — +oo 22 T — Foo
Contrexemple : a =400, f(z)=z+1, g(x)==.
Ainsi, il se peut que le rapport Lx; tende vers 1 sans que la différence f(z) — g(z)
tende vers 0. ol
Contrexemple : a =400, f(z)= %, g(x) = % ]
Ainsi, il se peut que la différence f(x) — g(x) tende vers 0 sans que le rapport %

tende vers 1.
1P4 C’est un résultat du cours. [ |

Bien noter que 'on suppose que A n’est pas nul.

Une éventuelle limite de f(z) lorsque = tend vers +00 ne doit pas dépendre de x.
f(z)

Le résultat correct est : ———= ~ x, avec un équivalent et non une limite.
r+1 z — 400
Contrexemple : a =0, f(z)=2>+1, g(z) =z + 1. [ |
L’explication donnée est fausse, car on n’a pas le droit de soustraire les équivalents. [
2
x 2
1 1 z—In(l+x) x—($—7+0(9«“)>
Ona: — — — = =
In(l+2z) = zln(l + x) z(z + o(z))
z? 9 x?
_a ) 5
24 0(x2) =z —o0 22 2’
1 1 1
d P — = .
one Inl+z) zz—o0 2#0
C’est un résultat du cours.
1PSTIN 11 y a eu oubli de la constante additive f(0), le résultat correct est :

2 xn—&-l

f(x):f(0)+aom+a1%+...+an (l’n+1),

n+1l z-—o0
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%_VL QMAZG abovdlos Aavs los ovevcices

Les méthodes a retenir 215 e Montrer une divisibilité

€ ¢ exercices 21 . . < s
Les enonces des ) e Montrer qu’'un entier est composé, c’est-a-dire n’est pas pre-
Du mal a démarrer 7 221 mier
Les corrigés des exercices 221 ) _ ) ) ) ) o )
Vrai ou faux ? 295 » Résolution d’équations diophantiennes, c’est-a-dire d’équa-
Vrai ou faux, les réponses 226 tions donc la ou les inconnues sont dans Z

)

¢ Résolution de congruences ou de systémes de congruences,
a inconnues dans Z

o Utilisation du petit théoréme de Fermat.

“Yode cccontiole A couve
pouy e vasoluchion. dos exevcices

o Définition et propriétés de la divisibilité dans Z, théoreme
de division euclidienne dans Z, définition et propriétés des
congruences

o Définitions et propriétés des pged et ppcm

o Définition et propriétés des nombres premiers entre eux,
théoreme de Bezout, théoréme de Gauss

e Définition d’un nombre premier, existence et unicité de la
décomposition primaire d’un entier n > 2.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour montrer qu’un en-
tier A (supérieur ou égal
a 2) est composé, c’est-
a-dire n’est pas premier

On a, pour tout n € N tel que n >4 : )
A=n*—8n?24+4=(n2-2)2 —4n? = ((n2—2)—2n)((n2—2)+2n)
=((n-1)%2-3)((n+1)?-3).
n(?tréu noté v ’
Puisque n >4,onau>32—-3=6>1letv>52—-3=22>1.
L On conclut que A n’est pas premier. )

Méthode

Pour montrer qu'un en-
tier a divise un entier b

On a, pour tout n € N :

24n+2+3n+2:22'(24)n+32_3n:4_16n+9'3n
=4-3"49-3"=(4+49)3" =13-3" =0,
[13] [13]

donc: 13| 24712 4 3n+2,
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Méthode

Pour résoudre une équa-
tion diophantienne

On a, pour tout (z,y) € Z?, par mise sous forme canonique de tri-
noémes :

224y -2 —4y+3=0 = (z-1)2+(y—-22=2
(z—-1)2=1 z—1=1ou —1 z=20ul

aad Nl
(y—2)2=1 y—2=1ou —1 y=3oul.

On conclut : & = {(2, 3), (2, 1), (0, 3), (0, 1)}.

Pour résoudre une équa-
tion faisant intervenir
pged et/ou ppem  de
deux nombres entiers

Y

1) Soit (z,y) convenant. Notons d = z A y.
Tl existe (X, Y) € (N*)2 tel que : x=dX, y=dY, XAY =1.
On a alors d? + d?XY = 101, c’est-a-dire d?(1 + XY) = 101.

Comme 101 est premier et que 1 + XY > 2, on déduit d? = 1, donc
d =1, puis XY = 100.

Comme X AY =1 et que XY = 100 = 2252, on déduit, & I'ordre prés :
(X =1 et Y=100) ou (X =4 et Y =25),

puis: (z=1 et y=100) ou (x=4 et y=25).

2) Réciproque immédiate.

On conclut : S = {(1, 100), (4, 25), (25, 4), (100, 1)}.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour montrer qu’un en-
tier a (donné numéri-

quement) divise un en-
tier N

Ona: (Z) :k!(pp—ik)!’ donc : k!(p—k)!(i) =pl. )
11 est clair que p | p!, donc p | k!(p — k)'(i)
Comme k € {1,...,p — 1}, p est premier avec 1,...,k — 1, donc d’aprés
le cours , p est premier avec k!.
De méme, p est premier avec (p — k)!.
D’apres le théoréme de Gauss, on conclut : p | (Z)
J

Méthode

Pour obtenir des

congruences modulo
2,4, 8

Raisonnons par I’absurde : supposons abc impair.

Alors, nécessairement, a, b, ¢ sont tous les trois impairs, donc a+b+c,
qui est la somme de trois nombres impairs, est impair, contradiction.

Ce raisonnement par ’absurde montre que abc est pair.

Méthode

Pour déterminer le der-
nier chiffre de 1’écriture

décimale d’un entier na-
turel a
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— (=)

Quel est le dernier chiffre de I’écriture
décimale de A = 20132014777 2

Ona: 2013=3 [10], donc A = 32014*""" [10].
On remarque : 32 =81 =1 [10].

Cherchons la congruence de 20142015 modulo 4.
On a: 20142015 = (2.1007)2015 = 220157072015
donc il existe n € N* tel que 20142015 = 4n,

Dot : A=3n=@3H" = 1" =1.
[10] [10]

On conclut que le dernier chiffre de I’écriture décimale de A est 1.

Pour résoudre un sys-
teme de congruences si-

multanées a une incon-
nue

Résoudre la premiere congruence, reporter dans la deuxieme, etc.

= Exercices 13.11, 13.12

—— (e

Résoudre le systéme d’équations, d’in-
connue x € Z

3z=1 [5]
2c =5 [7].

7

1) Soit & € Z convenant.

M1l
o

On a 3z =1 [5], donc, en multipliant par 2, 2 -3z [5], puis,

comme 2-3=6=1 [5], on obtient z =2 [5].
Il existe donc a € Z tel que z = 2 + 5a.
On a:

20=5 [7] — 4+10a=5 [7] < 3a=1 [7]

= 5:3a=5 [7] < 15a=5 [7] < a=5 [T
11 existe donc b € Z tel que a = 5+ 7b, d’out :

@ =2+ 5(5+ 7b) = 27 + 35b.

2) Réciproquement, soient b € Z et x = 27 + 35b. On a :
3z =81+105b=1 [5]
20 =54+70b=5 [7]

donc z convient.

On conclut : S = {27+35b; be Z}.

Remarque : On a choisi ici de séparer implication et réciproque, mais

on aurait pu aussi raisonner par équivalences logiques successives.

Pour obtenir des résul-
tats portant sur les divi-
seurs d’un entier n € N*

Essayer d’utiliser la décomposition primaire de n.

= FExercice 13.16
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Enoncés des exercices

—(Eaml

Soit n € N tel que n > 2. On, note
N

i = H p:" la décomposition primaire
i=1

de n, avec N € N*| p1,...,pN premiers

et deux & deux distincts, r1, ...,y € N*.

Déterminer le nombre de diviseurs de n
dans N*.

Pour qu'un entier z € N* divise n, il faut et il suffit qu’il existe
(s1,...,5n) € NN tel que :

N
1:=pri et (Vie{l,.,N}, 0<s;<rmy).
i=1

Chaque s; prend r; +1 valeurs et les nombres x ainsi obtenus sont deux
a deux distincts par unicité de la décomposition primaire de x, donc le
nombre d(n) de diviseurs de n dans N* est :

N
d(n) = [[(si + 1.
=1

Ve

-
= ‘l//vu)vméé A0S X0V CICOS m————————————————
Exemple de nombre composé

Montrer que le nombre entier A = 5% + 430 est composé, c’est-a-dire non premier.

Exemple de divisibilité

Exemple de nombre premier satisfaisant une condition simple

Trouver tous les nombres premiers p tels que p® + 2 soit aussi premier.

mTT
HTT
Montrer :  Vn €N, 14 | 34+2 4 52+l
mTT
mTT

Reste de la division euclidienne du carré d’un entier par 8

a) Soit a € Z. Montrer que le reste de la division euclidienne de a? par 8 est égal a 0, 1,

ou 4.

b) Soit n € N. montrer que, si 8 divise n — 7, alors n ne peut pas étre la somme de trois

carrés d’entiers.

T Exemple d’utilisation de congruences
Montrer, pour tout (z,y) € Z? : 13 | 7o + 3y <= 13 | 5z +4y.
T Réduction d’un nombre par congruence
4
Quel est le dernier chiffre de ’écriture décimale de a = 73 2
BT

Condition pour qu’une racine carrée d’une certaine fraction soit un entier

11In—5
Trouver tous les n € Z tels que 4/ ZnTo eN.
n+4
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E 11 Exemple d’équation diophantienne du second degré, avec factorisation
Résoudre dans Z? : 2% = 9y? — 39y + 40.
EE 11 Exemple d’équation diophantienne n’ayant aucune solution
Montrer que I’équation 22 — 3y? = 17 n’a pas de solution dans Z?2.
BT Condition de divisibilité par calculs modulo 5
Montrer, pour tout (a,b) € Z? : 24a®> +1=0%> = 5 | ab.
BT Exemple de résolution d’un systéme de trois congruences simultanées a une inconnue
be =7 [11] (1)
Résoudre dans Z le systeme de congruences :  (S) Ter =11 [5) (2)
1z =5 [7] (3).
E 11 Exemple de résolution d’un systéme de trois congruences simultanées a une inconnue
z=1 [6] (1)
Résoudre dans Z le systéme de congruences :  (S) z =3 [10] (2)
=T [15] (3).

EET1 (ki) Résolution d’un systéme d’équations sur le pged et le ppcm de deux entiers
a) Pour (a,b) € (N*)? fixé, résoudre le systéme d’équations, d’inconnue (z,y) € (N*)2 :

TANYy=a
xVy=hb.

b) Exemples : Résoudre (S) dans chacun des deux exemples suivants :
1) a=10, b=22 2) a=8, b=280.
BT Utilisation de décompositions primaires
Soit n € N*. On suppose :  (Ja € N*, n=d?) et (IbeN*, n=">%).
Montrer : 3¢ € N*, n = c5.
EETT] SkRED Nombres de Fermat

Pour n € N, on note F,, = 22" +1.

Montrer que les F), (n € N) sont premiers entre eux deux a deux.

EEE] (ki) Utilisation de décompositions primaires
Soit (a, b, ¢, n) € (N*)* tel que : a Ab=1 et ab=c".
Montrer qu’il existe (o, 3) € (N*)? tel que : a = o™ et b= B".

EEEE  SkfibA Exemple de divisibilité : utilisation du petit théoréme de Fermat

Démontrer, pour tout (z,y) € Z%>: 56786730 | %'y — xybt.
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Corrigés des exercices

-?up mal & domavver (P

Factoriser A en utilisant une identité remarquable.

1re méthode : utilisation de congruences modulo 14
Réduire 34"+2 4 527+1 modulo 14, par calculs.
2é méthode : récurrence sur n

En notant u, = 347+2 4 527+1 montrer, par récur-
rence sur n, que 14 | uy. Pour passer de 14 | uy &
14 | up+1, exprimer uy4+1 en faisant intervenir uy,.

3é méthode : reconnaitre une suite récurrente linéaire
du second ordre a coefficients constants et sans se-
cond membre.

Examiner le cas p = 2.

Si p est impair, passer modulo 3.

a) Séparer en cas : a pair, a impair.
b) Calculer tous les restes possibles de la division eu-
clidienne de a? 4+ b% 4 ¢2 par 8, en utilisant le résultat
de a).

Utiliser des congruences modulo 13.

Réduire a modulo 10.

A cet effet, remarquer 74 = 1 [10], et réduire 38*
modulo 4.

1374 Sin convient, déduire n+4 | 11n—>5, puis n+4 | 49.

13.6

ikit ) Transformer ’équation proposée de fagon a factori-
ser.

On a, en utilisant une identité remarquable sur la somme de
deux cubes :

A= 545 4 430 — (515)3 4 (410)3
— (515 + 410) ((515)2 _ 515 ) 410 + (410)2) .
———

noté u

Il est clair que u € N et u > 2.

noté v

D’autre part, v € N et :
v = 515(515 _ 410) + (410)2 > (410)2 > 2.

On conclut que A est composé.

Passer modulo 3.

k310 Remarquer que, si 24a® + 1 = b2, alors, modulo 5 :
a?+b2=1.
Calculer tous les 2 modulo 5, pour x € Z, puis tous
les a + b2 modulo 5 pour (a,b) € Z2.

kBB Résoudre (1), puis reporter le résultat dans (2), et,
enfin, reporter dans (3).

15 Résoudre (1), puis reporter le résultat dans (2), et,
enfin, reporter dans (3).

Ikl Si a J b, montrer que (S) n’a pas de solution.
Sia | b, noter ¢ € N* tel que b = ac.

Pour (z,y) € (N*)2, considérer d = z Ay, et
(X,Y) € (N*)2 telque: = =dX, y=dY, XAY = 1.

Exprimer le résultat demandé, a 'aide de X, Y.

kBN Considérer la décomposition primaire de n.

ikl Pour (m,n) € N2 tel que m < n, en notant

k = n — m, exprimer F), en faisant intervenir Fy,.

ilefili) Utiliser les décompositions primaires de a, b, c.

Former la décomposition primaire de 56 786 730 et
remarquer que c’est un produit de nombres premiers
deux & deux distincts, tels que, si p est I'un de ces
nombres premiers, alors p — 1 divise 60. Utiliser le
petit théoréme de Fermat.

O\f\fl.ﬁé,g Gglg oxkov CLCLg ]

hode : utilisation de congruences modulo 14
On a, modulo 14, pour tout n € N :
34nt2 L 52ntl —g. (31" £ 5. (25)" =9-81" 4+ 525"
[154]9 (=3)"+5-(=3)" =14 (=3)" =0,
donc : 14 | 34n+2 4 52ntl
2¢é méthode : récurrence sur n
Notons, pour tout n € N : w, = 34712 4 52n+1,

eOna: up=232+5=14, donc 14 | up.

-~

CORRIGES
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e Supposons pour un n € N fixé : 14 | up.
Exprimons uyn+1 en faisant intervenir uy, :
Upg1 = 34(n+1)+2 + 52(n+1)+1 _ 34n+6 + 52n+3
— 34 . 34n+2 + 52n+3 — 34(“71, _ 52n+1) + 52n+3
= 3%, + 5271 (52 — 3%) = 3%y, — 56 - 52!
= 3%u, —4-14 .52+
Comme 14 | up, on déduit 14 | wup1, ce qui prouve le

résultat demandé , par récurrence sur n.

3¢ méthode : reconnaitre une suite récurrente linéaire du se-
cond ordre a coefficients constants et sans second membre
Notons, pour tout n € N :

Up = 34n+1 + 52n+1 —9. (34)77, +5. (52)71,
On reconnait le terme général d’une suite récurrente li-
néaire du second ordre & coefficients constants et sans se-
cond membre. L’équation caractéristique a pour solutions
3% et 52, donc c’est, avec une inconnue notée r, I’équation
r2 — (3* +52)r +3%.52 = 0. On a donc :

Vn € N, Un+2 = (34 + 52)un+1 — 3. 52un.
Montrons, par récurrence a deux pas sur n, que pour tout
neN: 14 | un.

« La propriété est vraie pour n = 0, car up = 32 + 5 = 14.

o La propriété est vraie pour n = 1, car :

up =3%4+5%3 =729+ 125 =854 =14-61.

eSil4 | un et 14 | upy1, alors, d’apres Pexpression de up 42
en fonction de un et up41, on a: 14 | unpyo.

Ceci montre le résultat demandé, par récurrence sur n, a deux
pas.

1) Si p est pair, alors, comme p est premier, p = 2, donc
p? 4 2 = 6, qui n’est pas premier.

2) Supposons p impair. Passons modulo 3.

«Sip =0 [3], alors, comme p est premier, p = 3, donc
p? +2 =11, qui est premier.

«Sip =41 [3], alors, modulo 3, p> +2=14+2=3=0,
donc, comme p? + 2 est premier, p? +2 =3, p = 1, exclu.

On conclut qu’il y a un nombre premier p et un seul conve-
nant, c’est p = 3.

a) «Si a est pair, alors 4 | a?, donc le reste de la division
euclidienne de a2 par 8 est & 0 ou 4.

¢ Si a est impair, il existe b € Z tel que a =2b+ 1, et on a
a? =4b? +4b+ 1 =4b(b+1) + 1.

Comme b(b+ 1) est pair, car b ou b+ 1 est pair, on en déduit

que le reste de la division euclidienne de a? par 8 est 1.

b) Supposons qu'il existe (a,b,c) € Z3 tel que

n = a? + b2 + 2. Le reste r de la division euclidienne de n

par 8 est donc parmi les sommes de trois nombres pris parmi

0,1,4 (réduits modulo 8), donc r € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, donc

r#T.

On a, pour tout (z,y) € ZQ, en utilisant des congruences
modulo 13 :

13|72 4+3y < Tx+3y=0 T 2(7c+3y) =0

< ldz+6y=0 <= z+6y=0 5M<:3i1 5(x+6y) =0

<— 52+30y=0 < bzx+4y=0 < 13 | 5z + 4y.

13.6
% de trouver la classe de a modulo 10.
On a, modulo 10 : 72 =49 = —1,
donc 74 = (72)2 = (-1)2 = 1.
On va donc chercher la classe de 33" modulo 4.
On a, modulo 4 : 32 =9=1,
donc, modulo 4 : 383" = 3878 = (32)83'4 =18"4 =1

Il existe donc k € N tel que : 38" = 4k + 1, d’ou :
4
a=7" =74+l o (phk 7 = 1k 7 =7,
[10]

On conclut : le dernier chiffre de I’écriture décimale de a est 7.

Soit n € Z tel que € N.Onaalors: n+4 | 11n—5.

n
Mais : 1ln —5=11(n+4) — 49, d’otu : n + 4 | 49 et donc :
n+4 € Divz(49) = { —49, -7, -1, 1, 7, 49}, puis :

11n—5

n € {—53, —11, =5, —3, 3, 45}.

On teste tous les cas, par exemple sous la forme d’un tableau :

n —53 —11 -5 -3 3 45
1In—5
—_— 12 18 60 -38 4 10
n+4
11ln—5

On conclut, pour tout n € Z : eEN << n=3.

n+4
Ainsi, il existe un n € N et un seul convenant, c’est n = 3.

Utilisons la mise sous forme canonique d’un trinéme :

2
9y2—39y+40:(3y—§) —%
d’out :

z2 = 9y — 39y + 40
1372 9
<~ x2:(3yf?) 1
— 422 =(6y—13)2 -9
— (6y—13)2—422 =9

— (6y — 13 — 2z)(6y — 134+ 22) =9



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

6y —13 -2z =u
6y —134+2zx =v
uv =9

2(6y —13) =u+wv

dr=v—u

uv =9
v—u
T =
4
= A er, Loy, ) ubot
6 12
uv =9

De plus : Divz(9) = {-9, -3, -1, 1, 3, 9}
On consigne les résultats dans un tableau, en ne gardant que
les cas pour lesquels x et y sont entiers :

u -9 -3 -1 1 3 9
v -1 -3 -9 9 3 1
x . . . 2 . -2
Y . . . 3 . 3

L’ensemble des solutions de I’équation proposée est donc

{(27 3)7 (_2= 3)}

On peut contréler ces résultats en reportant dans I’équation
de I’énoncé.

13.9
Utilisons des congruences modulo 3.
Soit (x,y) € Z2 une solution.
22 =32 +17=17=—1.
=0 = 22=0

On a alors, modulo 3 :

Mais :
r=41 = 22=1.
Ainsi: Vz €7Z, 22 =0 ou 1, d’ol une contradiction.

Ceci montre que I’équation z2 — 3y2 = 17 n’a pas de solution
dans Z2.

13.10
Soit (a,b) € Z2 tel que 24a? + 1 = b2.

Calculons les carrés d’entiers modulo 5, par exemple sous
forme d’un tableau :

Vx € Z, xQ?—l ou 0 ou 1.

D’autre part, modulo 5 : b2 =24a? + 1= —a? + 1,
donc a? +b% = 1.

Ainsi :

Calculons les sommes de deux carrés modulo 5, par exemple
sous forme d’un tableau, donnant a2 + b2 modulo 5 & partir
de a2 modulo 5 et de b modulo 5 :

b2
-1 0 1
a2
-1 —2 -1 0
0 -1 0 1
1 0 1 2
On a donc, modulo 5 :
a?2=0 a?=1
2+ =1 = ( ou )
=1 =0

Enfin, d’apres le tableau des carrés modulo 5, on a :
Ve ez, (2>=0 = z=0).

dot: a=0 ou b=0, donc ab=0, clest-a-dire: 5 | ab.

13.11
1) Résolvons la premiére équation (1) de (S).

Soit € Z. On cherche I'inverse de 5 modulo 11. Cet inverse
existe car 5A11 = 1. On remarque : (—2)-5=—-10=1 [11],
donc l’inverse de 5 modulo 11 est —2. D’ou :

1) bz=7 [11] < (—2)5z = (—-2)7 [11]
<~ z2=-3 [11] <= Ja€Z, z=-3+1la.
2) On reporte ce résultat dans la deuxiéme équation (2) de

(S), et on raisonne comme ci-dessus (en commengant par sim-
plifier les nombres modulo 5) :

(2) Ta=11[5] < 20=1 [5] & 2(-3+1la) =1 [5]
<= 22a=7 [5] < 2a=2 [5] S 3(2a) =3-2 [5]
< a=1 [5] < 3Jb€Z, a=1+5b
On obtient : = —3 4+ 11la = —3 + 11(1 + 5b) = 8 + 55b.
3) De méme, on reporte dans I’équation (3) de (S) :
3) llz=5 [7] < 4o=5 [7] < 4(8+55b) =5 [7]
< 220b=-27 [7] < 3b=1 [7]
< 53b)=5-1[7 < b=5 [T]
5AT=1
<= 3JkE€Z, b=54+7k.
On obtient : = = 8 + 55b = 8 4+ 55(5 + 7k) = 283 + 385k.
On conclut que I'ensemble des solutions de (S) est :
{283 + 385k k € Z}.
13.12
1) Résolvons la premiere équation (1) de (S). On a :

(1) z=1 [6] < Fa€Z, z=1+6a.

2) Reportons dans la deuxiéme équation (2) de (S) :
(2) 2=3 [10] <= 1+6a=3 [10]
< 6a=2 [10] < 3a=1 [5].
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Comme 2-3 =6 =1 [5], 3 est inversible modulo 5 et son
inverse est 2, d’ou :

3a=1 [5] < 2(3a)=2-1 [5]
< a=2 [5] < JbEZ, a=2+5b
On obtient : =14 6a =1+ 6(2+ 5b) = 13 + 30b.
3) Reportons dans la troisiéme équation (3) de (S) :
(3) z=7 [15] < 13+30b=7 [15]
> 30b=—6 [I15] < 0=—6 [15],
On conclut que (S) n’a pas de solution dans Z.

a) «Si a ) b, alors, comme, pour tout (z,y) € (N*)2,
z Ay | xVy, (S) n’a pas de solution.

impossible.

e Supposons a | b. Il existe ¢ € N* tel que b = ac.
Soit (z,y) € (N*)2. Notons d = z Ay, (X,Y) € (N*)2 tel

que: z=dX, y=dY, XAY =1.0na:

TAYy=a d=a d=a
(S) — —

xVy=»> dXY =b XY =c.

On conclut que ’ensemble des solutions de (S) est :
c
S:{(aX, aY¥); X e ¥ = £, X/\Y:l}.
b) 1) a=10, b=22:
Comme a /b,ona:S=2.
2)a=8, b=280:
Ona:8]| 80, 80=28-10, ¢=10. D’ou:

10
S:{(sx, 8Y); X | 10, ¥ = ., X/\Y:l}

X =1 X =2
= {(SX, 8Y); ou ou
Y =10 Y =5
X =5 X =10
ou }
Y =2 Y=1

= {(8, 80), (16,40), (40,16), (80,8)}.

N

Notons n = H pz’“ la décomposition primaire de n.
k=1

Puisqu’il existe a € N* tel que n = a2, on a :

Vk € {1,..,N},
Puisqu’il existe b € N* tel que n = b3, on a :

vk e€{1,..,N}, 3| ak.
Comme 2A 3 =1, il en résulte : vk e {l,..,N}, 6| ai.
Ainsi, pour tout k € {1,...,N}, il existe B € N tel que
ag = 6B.

2‘Oék.

N
On a alors, en notant ¢ = H pi’“ :
k=1

N N N 6
n:Hp:k:Hpgﬁk:<Hpgk> — 5
k=1 k=1 k=1

Soient m,n € N tels que m < n, et d € N* un diviseur
commun & Fy, et Fy,. Notons k =n —m.

Ona: F,=(22")2 4+1=(Fn-12 +1.

En développant par la formule du binéme de Newton, il en
résulte : Fy, | Fp — 2.

On déduit : d | 2.

mais, d’autre part, F,, et F, sont impairs, d’ou d = 1, et
finalement : F, A F, = 1.

Considérons les décompositions primaires de a, b, ¢ :

N N N
T S t;
a=II»" o=IIw" c=I]»"
i=1 =1 i=1

ou N € N*  p1,...,pn sont premiers et deux & deux distincts,
et les exposants sont dans N.

D’une part, comme a Ab=1,on a :
vie{l,..,N}, (ri=0 ou s; =0).
D’autre part : Vi € {1,..., N},

Il existe donc ajy, ..

(n|ri et n|s).
N, B1,...,8N8 € N tels que :

Vie{l,..,N}, (ri=na; et s; =np;).

N N
En notant a:Hp?i et 5:pri, ona:
i=1 i=1
(a1 ﬂ) € (N*)27 a’:anv b:Bn

On forme d’abord la décomposition primaire du nombre de
gauche dans I’énoncé :

56786730 =2-3-5-7-11-13-31-61.
Soit p I'un de ces facteurs premiers.

Alors : p—1 €41, 2, 4, 6, 10, 12, 30, 60}, donc p — 1 | 60.

D’apres le petit théoréme de Fermat, on a, puisque p est pre-
mier, pour tout a € Z tel que p ne divise pasa : aP~1 =1 [p].
Comme p — 1 | 60, il en résulte : a®® =1 [p].

Soit (z,y) € Z2.
eSip | xzoup | y,alorsp | 28ty — zybl.

e Supposons p J x et p J y. Alors, comme on I'a vu plus
haut : 20 =1 [p] et 490 =1 [p], dou :

0y — ayf = my(z60 — yﬁo) =zy(l1—1)=0 [p].
Ceci montre : p | 281y — 2y61.

Ainsi, les facteurs premiers p considérés divisent 61y — 2951,
donc leur produit le divise aussi et on conclut :

56786730 | zy®' — axy0t.
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

Pour tous a, b, ¢ € Z, si ¢|a et c¢|b, alors c| (a + b).
Pour tous a, b, ¢c € Z, si a|c et b|e, alors (ab) |c.
Si un entier a divise un produit de deux entiers bc, alors a divise b ou c.
Pour tous a,b,c € Z*, si a|(bc) et si a Ab =1, alors a|c.
Si un entier est impair, alors son carré est congru & 1 modulo 8.

Le produit du pged par le ppem de trois nombres entiers est égal au produit de ces trois

nombres.
Pour tout n € N tel que n > 5, le nombre n? — 9 n’est pas premier.
Soient a € N tel que a > 2, p, ¢ deux nombres premiers distincts.
Siplaetq|a, alors (pq)|a.
On a, pour tout (a,b,n) EZxZ xN*: a=b [n] = a®>=b*> [n?.

JCHILIE Le petit théoréme de Fermat dit que, pour tous a,p € N* tels que p ne divise pas a, on a
aP~t' =1 [p] siet seulement si p est premier.
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-\[4‘; ol £ ZIVE'N les \fé_boovLéaé

C’est un résultat du cours.

Contrexemple : a=b=c=2.

Il y a eu oubli de I’hypotheése : a et b sont premiers entre eux.

Contrexemple : a =4, b=2, c=2.

Il y a eu oubli de I’hypothese : a est premier.

C’est un résultat du cours, le théoreme de Gauss.

On a, pour tout a € Z : (2a+1)? = 4a® +4a+ 1 et a(a + 1) est pair, car a ou a+ 1 est
pair, donc (2a + 1)? est congru & 1 modulo 8.

Contrexemple : a =6, b =10, ¢ = 15.
On a alors : pged (a, b, ¢) - ppem (a,b,¢) =1-30 =30 et abe = 900.

Ona: n2—9=(Mm-3)(n+3) et n—3>2, n+3>2, doncn?—9 admet au moins
un diviseur autre que 1 et lui-méme, donc n? — 9 n’est pas premier.

15 C’est un résultat du cours.

Contrexemple : a =5, b=1, ¢ =4.
On aalors : 5=1 [4], mais on n’a pas 25 =1 [16].

KT 11 y a seulement une implication et non une équivalence logique.

Si p est premier et si p ne divise pas a, alors a?~! mod 1 [p].

< <
| |

<
[ |

VE

<
|



Structures algébriques

usuelles

% Q“A/_éwé abovdlis Aavs los oxovcices

Les méthodes a retenir 228 . Etude d’une loi interne
Les énoncés des exercices 232 , .1 ..
o e Montrer qu’'un ensemble muni d’une loi interne est un
Du mal & démarrer ? 235 )
o . groupe ou un sous-groupe d’un groupe
Les corrigés des exercices 236 ) o
Vrai ou faux ? 240 e Montrer qu'un ensemble muni de deux lois internes est un

Vrai ou faux, les réponses 241 anneau ou un corps

e Calculs dans un ensemble muni d’une loi interne, dans un
groupe, dans un anneau, dans un corps.

/’Potvd'é essontiols ALu couvs
powy lee vasoluhion. Heos eoxevcicos

o Définitions de : loi interne, commutativité, associativité,
élément neutre, élément symétrisable, symétrique, distri-
butivité

e Définitions de : groupe, sous-groupe

o Définitions de : anneau, corps

e Les exemples usuels : anneau Z, corps Q, R, C, pour les lois
usuelles.
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:

Bien détailler chaque étape de raisonnement ou de calcul, car les auto-
matismes de calcul acquis dans les classes antérieures sur les opérations
usuelles sur les nombres ne sont pas, a priori, valables pour des lois
internes quelconques.

Pour effectuer des cal-
culs portant sur une loi
interne qui n’est pas une

loi usuelle = Exercices 14.1, 14.12
\ J
—CEID ~
s " Soit (a,b) € E2.
Soit B llcl’)l ensemble muni d’une loi in- On a, en appliquant 'hypotheése & (b,a) : a = (bxa) *b, dou :
terne x. On suppose : a*(bxa) = ((b*xa)=b)x(b*a).
V(a,b) € E?, (axb)xa=b. Puis, en appliquant I’hypothese a (b* a,b) : ((b*a) xb) x (b*xa) = b,
Montrer : et on conclut : ax* (b*xa)=">.
V(a,b) € E2, ax(bxa)=b.
| J
\, J/

~

e

Revenir aux définitions.

Pour montrer qu’une loi - Exercices 14.1. 14.12
interne est commuta- D

tive, ou est associative,
ou admet un neutre,
ou que certains élé-
ments admettent un sy-

métrique
\ S
~ J
— Rl Y
w* (u*a) (T) u*a (T) a
( ) ¢On a, pour tout a € E :
Soient E un ensemble, u € E, * une loi w* (u* a) (?) a* (u*u) (T) a*u,
interne dans E telle que : dott: (3) aru—a
(1) Va€ E, uxa=a «On a, pour tout (a,b) € E2 :
2 V(a,b,c)eE3, axb = ux(a*xb) = bx(axu) = bxa,
ax(bxc)=cx(bxa). & 2 3)
Montrer : Ya € E, a*xu=a dott: (4) axb=bx*a, donc x est commutative.
3 .
et en déduire que * est commutative et +On a, pour tout (a, b, c) € B :
associative. axb)xc = cx(axb) = cx(bxa) = ax*(bxc),
| ) (@xb)re = cx(axt) = cxlbra) = ax(bxo)

donc * est associative.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour montrer qu'une loi
interne dans un en-

semble F n’est pas com-
mutative

On a, par exemple :

1x0=142-0=1 e 0%x1=04+2-1=2,

donc 1%0# 0% 1, et on conclut que la loi * n’est pas commutative.

Méthode

Pour montrer qu'une loi
interne dans un en-
semble F n’est pas asso-
ciative

On a, par exemple: 0—(1—1)=0 et (0—1)—1=-2,
donc0—(1—-1)#(0—1)—1,

et on conclut que la soustraction dans R n’est pas associative.

Méthode

Pour simplifier par un
élément dans un calcul,
par exemple, pour pas-

ser de a x T = a*xy a
xT=y
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(=)

Soit E un ensemble muni d’une loi
interne - associative, admettant un
neutre e, et a € E tel que a? = e.

Soit (x,y) € E? tel que : aza = aya.

Montrer : = =y.

On a, en multipliant a gauche par a et en multipliant & droite par a :

a(aza)a = a(aya)a, c’est-d-dire a’za? = a?ya?, d’ou exe = eye, puis

T=1y.

Pour montrer qu'un en- o
semble F muni d’une
loi * est un groupe

Ne pas oublier de montrer que * est interne dans F.

Si la loi * n’est pas une loi usuelle, revenir a la définition d’un
groupe : montrer que * est associative, que £ admet un neutre
pour %, et que tout élément de £ admet un symétrique pour .

Si la loi * est une loi usuelle, essayer de montrer que (E, %) est
un sous-groupe d’un groupe usuel (G, x) : montrer que E C G,
que le neutre de (G, *) est dans E, que, pour tout (z,y) € E?,
xxy € E, et que, pour tout € F, le symétrique z~! de x dans
G est dans FE.

= FExercices 14.2, 14.7, 14.8

— (el

e Soient z,y € G.

Soit E un ensemble muni d’une loi
interne - associative et admettant un
neutre e.

On note
Gz{meE; J2' € E, mz':m'm:e}.

Montrer que - est interne dans G et que
(G, -) est un groupe.

Il existe ', ¥y’ € E telsque: zz’ =x'z =€ et yy =y'y=e.
(zy)(y'2") = z(yy' )z’ = zea’ =22’ =¢

On a
W'z (zy) =y (@'2)y =y'ey=y'y=e,

donc: zy € G.

Ainsi, - est interne dans G.
e Comme ee =e,ona: e€QG.

¢On a: Vx € G, (a:e =z et exr= :t), donc e est neutre pour - dans G.

J «Soit z € G. 1l existe 2’ € E tel que zz’ = 2’z = e.

On a alors 2’2 = 22’ = e, donc 2’ € G.
Ainsi, tout élément de G admet un symétrique pour - dans G.

On conclut que (G, -) est un groupe.

Pour montrer qu’'une
partie H d’un groupe
(G, ) est un sous-groupe

de G

Essayer de revenir a la définition de sous-groupe : montrer que H C G,
que le neutre de G est dans H, que, pour tout (z,y) € H?, zy € H,
et que, pour tout = € H, le symétrique 2~ de z dans G est dans H

= Exercices 14.4, 14.5, 14.8
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Les méthodes a retenir

—(Ea

Soient (G, ) un groupe, H C G.

On suppose que - est interne dans H et
que (H,-) est un groupe.

Montrer que H est un sous-groupe de G'.

Notons e le neutre de G, f le neutre de H.

e Puisque f est neutre dans H, on a ff = f, et, puisque e est neutre
dans G, on aef = f. D’ou ff = ef, puis, en multipliant a gauche par
le symétrique de f dans G, on déduit f = e.

Ceci montre : e € H.
e Par hypothese, - est interne dans H.

e Soit z € H.

Puisque H est un groupe, il existe y € H tel que zy = f.
On a alors, en notant z~! le symétrique de = dans G :
zx~l =e=f=uzy, donc zz~! =y,

d’otl, en multipliant & gauche par =1 : z=! =y.

Ceci montre : Vx € H, =z~ ! € H.

On conclut que H set un sous-groupe de G.

Méthode

Pour manipuler des
sous-groupes

Utiliser la définition de sous-groupe d’'un groupe.

w FExercices 14.4, 14.5

—{Ea

Soient (G, -) un groupe, H, H' deux sous-
groupes de G.

Montrer que H N H' est un sous-groupe
de G.

eOn,a: ec H et ec H', donceec H N H'.

e Soient z,y € H N H'.
On aalors zy € H et zy € H', donc zy € H N H'.

eSoitz e HNH .Onazx e Hetx € H ,doncz~ € Het 2~ € H',
donc z=1 € H n H'.

On conclut que H N H’ est un sous-groupe de G.

Méthode

Pour utiliser une hypo-
these portant sur tout
élément d’un anneau

Penser a appliquer cette hypothese a z, a y, a z +y, a 1 + x,...

= Fxercice 14.9
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s N Soit (a,b) € A2 tel que ab = 1.
Soit (A,+,-) un anneau tel que : On a:
V(z,y) € A?, a(ba—1) =a(ba) —a = (ab)Ja—a=la—a=a—a=0.
(zy=0 = (=0 ou y=0). D’apres ’hypothése, il en résulte : a =0 ou ba —1=0.
Montrer : Sia=0,alors l=ab=0b=0et ba=00=0=1.
V(a,b) € A% (ab=1 = ba=1). Siba — 1 =0, alors ba = 1.
\ & J
& J

-
—

1T Exemple d’étude de loi interne
Soit # la loi interne définie dans R par : V(z,y) € R?, zxy =z +y+ x>
a) Vérifier que * est commutative.
b) La loi x est-elle associative ?

¢) Montrer que R admet un neutre pour * et calculer ce neutre.

d) Résoudre les deux équations suivantes, d’inconnue = € R :

(1) 1x2=0 (2) 1xz=1.

T Exemple de groupe

On note * la loi interne dans G = C x R définie, pour tous (z,t), (2/,t') € G par :
(z,0)* (2, 1) = (z+ 2/, t + ' + Im (z2)).
Montrer que (G, ) est un groupe. Est-il commutatif ?

EET1 Calculs dans un groupe

Soient (G, -) un groupe, e son neutre, a,b € G tels que : ba = ab® et ab = ba?.
Montrer : a =b=e.

BT 108 La réunion de deux sous-groupes n’est qu’exceptionnellement un sous-groupe

Soient (G, ) un groupe, H, K deux sous-groupes de G.

232 Montrer que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si : H C K ou K C H.
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Enoncés des exercices

T m Opération sur deux sous-groupes d’un groupe

Soit (G, ) un groupe. Pour tous sous-groupes H, K de G, on note :
HK = {hk; (h,k) € H x K}.

Soient H, K deux sous-groupes de G. Montrer que les quatre propriétés suivantes sont
deux a deux équivalentes :

(i) HK est un sous-groupe de G
(i) KH est un sous-groupe de G
(iii) HK C KH
(iv) KH C HK.

T m Eléments d’ordre fini d’un groupe

Un élément = d’'un groupe (G,-), de neutre e, est dit d’ordre fini si et seulement s’il
existe n € N* tel que 2" = e. Si z est d’ordre fini, le plus petit entier n € N* tel que
" = e est appelé m 'ordre de z.

Soit (G, -) un groupe, (a,b) € G2. Montrer :

a)si a, b, ab, sont d’ordre 2, alors ab = ba

b) si a est d’ordre fini, alors a~! l'est aussi et a et a~! ont le méme ordre

c) si a est d’ordre fini, alors bab—! 'est aussi, et a et bab~' ont le méme ordre

d) si ab est d’ordre fini, alors ba l'est aussi, et ab et ba ont le méme ordre.

[ Transfert de la structure de groupe
a) Soient (G, -) un groupe, E un ensemble, f : E — G une application bijective. On note
x la loi interne dans E définie par : Vr,y € E, xzxy= ffl(f(x)f(y)),
ot f~! désigne la bijection réciproque de f.
Démontrer que (F, %) est un groupe.

On dit qu'il y a transfert de la structure de groupe, du groupe (G, -) sur (E, *).

b) Exemple : On note x* la loi interne dans R définie par :

Y(z,y) €ER?, zxy= /a3 +y3.

Montrer que (R, *) est un groupe.

| m Exemple de groupe et de sous-groupe

On note G I'ensemble des applications f : [0; +o0o[ — [0; +o00[, de classe C*, telles que :
[0, f(0)=0, lim f(r) =+oo,

a) Montrer que (G, o) est un groupe. Est-il commutatif ?
b) On note H ’ensemble des f € G telles que f(z) ~ x.

xr — 400

Montrer que H est un sous-groupe de G et que H # G.
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Anneaux booléiens

Soit (A, +,-) un anneau. On suppose : Vo € A, 22 = .

a) Montrer : Vo € A, 2z =0.
b) Etablir que A est commutatif.

1) Etude d’inversibilité dans un anneau

Soient A un anneau, (a,b) € A2. On suppose que ab est inversible & droite, c’est-a-dire
qu’il existe z € A tel que (ab)z = 1, et on suppose que ba n’est pas diviseur de zéro a
gauche, c’est-a-dire que, pour tout y € A, (ba)y=0 = y=0.

Démontrer que a est inversible dans A.

1055 Etude d’inverses dans un anneau

Soient A un anneau, (a,b) € A%. On note 1 le neutre de la deuxi¢me loi de A. On suppose
que a, b, ab — 1 sont inversibles dans A.

a) On note ¢ = ab — 1.
Montrer que a — b~! est inversible dans A et que (@ —b=1)~1 = beL.
b) On note d = a=! — (a —b~1)~L. Montrer que d est inversible dans A et que d~! = —ca.

Loi interne vérifiant une condition

Soit E' un ensemble muni d’une loi interne notée multiplicativement, associative et telle
qu’il existe a € E tel que : Vy € E, Jx € E, y = azxa.

a) Démontrer que (E,-) admet un neutre, noté e.

b) Etablir que a est symétrisable et exprimer le symétrique a~! de a.

k) Eléments nilpotents d’'un anneau

Soit A un anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si et seulement s’il existe n € N*
tel que a™ = 0.

a) Soit (a,b) € A% Montrer que, si a est nilpotent et si ab = ba, alors ab est nilpotent.
b) Soit a € A nilpotent. Montrer que 1 — a est inversible dans A et exprimer (1 —a)~*.

¢) Soit (a,b) € A% Montrer que, si a et b sont nilpotents et ab = ba, alors a + b est
nilpotent.
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Du mal a démarrer ?

a) Immédiat.

b) Montrer que * n’est pas associative en calculant
(z*y)*z et x* (y*z) pour un choix de (z,y, z) assez
simple, et en obtenant deux résultats différents.

188 Puisque G n’apparait pas comme sous-groupe d’un
groupe connu, pour montrer que G est un groupe, re-
venir & la définition, en étudiant successivement 1’as-
sociativité, 'existence d’un neutre, 'existence d’un
symétrique pour tout élément de G.

Pour montrer que % n’est pas commutative, calculer
(z,t) * (2/,t') et (2',t') % (2,t) pour un choix assez
simple, et en obtenant deux résultats différents.

Montrer, par exemple, ba = (ba)(ab) et utiliser le fait
que, dans un groupe, tout élément est simplifiable.

/08 Un sens est évident.

Pour l'autre sens, raisonner par ’absurde.

Faire un cycle d’implications, par exemple :
() = (1) = (1)) = (w) = (4).
Utiliser la notion de sous-groupe, par sa définition.

) o) Montrer (ab)(ab) = (ba)(ab) puis composer a
droite dans chaque membre par 'inverse de ab.
b) Montrer que, si a® = e, alors (a~1)" = e. Utiliser
les roles symétriques de a et a~1 pour montrer que
a et a~! sont de méme ordre.
¢) Sia™ = e, calculer (bab=1)".

d) Utiliser ¢).

a) Pour montrer que (E, *) est un groupe, revenir a
la définition de groupe, en se ramenant, grace a f,
aux conditions sur G.

b) Utiliser f: R — R, z +— 3.

a) Revenir & la définition de groupe, ou bien montrer
que G est un sous-groupe du groupe des bijections de
[0; o0 sur [0; +oof.

b) Se rappeler que, par définition, une application
d’un intervalle de R dans R est de classe C! si et
seulement si elle est dérivable et a dérivée continue.
Pour D’associativité, utiliser ’associativité de la loi
o dans l’ensemble des applications de [0; +oo[ dans
[0; 4o0l.

¢) Utiliser la définition d’un sous-groupe (ou une ca-
ractérisation). Se rappeler que f(x) T si-

@—>1.

xr x — 4oo

~
r — oo

gnifie :

RN o) Appliquer ’hypotheése & z et & 14z, ot 1 désigne
le neutre de la deuxiéme loi (notée multiplicative-
ment) de A.

b) Appliquer 'hypotheése & z, & y, & = + y.
BN Calculer ba(bza — 1).

a) Montrer : a — b~! = ¢b~!, puis calculer (a —
b~1)~1 & partir de cette égalité. En effet, I'inverse
d’une somme ou d’une différence (quand cet inverse
existe) ne parait pas simple tandis que l'inverse d’un
produit (d’éléments inversibles) s’exprime simple-
ment.

b) Calculer d et obtenir d = —a~'c™1, puis finir de
fagon analogue a la solution de la question a).

15PN o) Obtenir l'existence de b € E tel que : a = aba.

Pour y € F, il existe z € E tel que y = aza; calculer
(ab)y et y(ba).
b) Faire intervenir b € E tel que a = aba, comme en
a).

UKD o) Soit (a,b) € A2 tel que ab = ba.
Montrer, par récurrence sur k : Yk € N*, ab® = bFa.

Déduire, par récurrence sur k :
Vk € N*, (ab)* = a*b*.

b) Se rappeler la formule sur une sommation géomé-
trique.

¢) Utiliser la formule du binéme de Newton.
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a) On a, pour tout (z,y) € R? :

yrz=y+z+y’cs’ =z+y+a’y’ ==y,
donc * est commutative.
b) On a, par exemple :
(1x1)x (1) = (1+1+1212) ( 1) =3%(-1)
34 (—1) +3%(—1)? =11,
La(1x(=1)) = 1% (L+ (-1 +13(=1)?) =1x1
=1+1+1%17 =3 #11,

donc * n’est pas associative.

¢) Ona, pourtout z € R: Oxxz=2%0=0,

donc R admet un neutre pour * et ce neutre est 0.
d) (1) On a, pour tout z € R :
lsz=0 <= 1+z+22=0,

et cette équation du second degré n’a pas de solution dans R
puisque son discriminant A =1—4 = —3 est < 0.

On conclut que ’équation 1xz = 0 n’a pas de solution dans R.
(2) On a, pour tout z € R :

=1 <= 2242=0
(:c:—l ou ac:()).

leaz=1 < 1+z+az°

On conclut que I’équation 1 x x = 1 admet exactement deux
solutions dans R, les réels —1 et 0.

Remarquer d’abord que * est bien une loi interne dans
G=CxR.

1) Associativité :

On a, pour tous (z,t), (2/,t'), (2",t") € G :

()% (2 #)) # (2 7) = (242", t 4+t +1m (22)) * (", ¢
= (+2)+2", (t+¢ +Imz2)) +¢7 +1m (2 + 2)2"))
= (z +2'+2", t+t' +t" +Im (22') + Im (22") + Im (?z"))
et

(2, 0)* ((2/, ) (2",")) = (2,

= (z + (2 +2"), t+ (¢ +t" +Im (22")) + Im (2(z' + z")))

t)* (z'—&—z”, t' +t" +Im (?z"))

= (z—&-z'—i—z”, t+t' +t" +Im (2'2") +1Im (22') + Im (22" )
On a donc :
((,t) = (2/,1)) + (2, 1") = (2, 1) *

et on conclut que * est associative.

((Z t) (// //))

O\f\f'ﬁé,g 6Q2§ okov CLC&g ]

2) Neutre :
On a, pour tout (z,t) € G :
(2,t) * (0,0) = (z,t) et  (0,0) *(2,t) = (2,1),
donc (0,0) est neutre pour *.
3) Symétriques :
Soit (2,t) € G. On a, pour tout (2/,t') € G :
(z,t) * (2/,t') = (0,0)
(z/,t') * (2,t) = (0,0)
(242, t+t +1Im(z2')) = (0,0)
(2 + 2z, t' +t+Im(2'2)) = (0,0)

z+2 =0 2 =—z

= t+t'+Im(Z2) =0 <= qt+t' +Im(—|z]?) =0

t'+t+TIm(2'2) =0 t' +t+TIm(—|z[?) =0
2 =—z z
—

t4+t' =0

Ceci montre que (z,t) admet un symétrique (et un seul) et
que ce symétrique est (—z, —t).

On conclut que (G, %) est un groupe.

4) Commutativité :

On a :
(1,0)%(i,0)=(1+1i, 0+0+Im(Ti)=(1+1,1)
(i,0)%(1,0)= (i +1, 04+ 0+Im(i1)) =1+ i,-1),
donc (1,0) * (i,0) # (i,0) = (1,0),

et on conclut que (G, *) n’est pas commutatif.

On a : ba = ab? = (ab)b = (ba?)b = (ba)(ab).
Comme ba est inversible dans G, il s’ensuit, en multipliant
les deux membres par (ba)~! & gauche : e = ab.

On a alors b =a~!, donc ba = e.

Ensuite : e = ab = ba? = (ba)a = ea = a,

etonaainsia=epuisb=a"1 =e.

1)SiHCKouK CH,alors HUK=KouH UK =H,
donc H U K est un sous-groupe de G.

2) Réciproquement, supposons que H U K soit un sous-
groupe de G. Raisonnons par ’absurde : supposons H ¢ K
et K ¢ H. Il existe a € H tel que a ¢ K, et il existe b € K
tel que b ¢ H.

Puisque H U K est un sous-groupe de G et que a et b sont
dans H U K, on a ab € H U K, c’est-a-dire : ab € H ou
ab € K.
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Corrigés des exercices

« Supposons ab € H. Comme b = a~'(ab), que a € H et
ab € H et que H est un sous-groupe de G, on déduit b € H,
contradiction.

« Supposons ab € K. Comme a = (ab)b™!, que b € K et
ab € K et que K est un sous-groupe de G, on déduit a € K,
contradiction.

Ce raisonnement par 1’absurde, montre : H C K ou K C H.

14.5
Supposons que HK est un sous-groupe de G.
Soit * € HK. Comme 2z~ € HK, il existe (h,k) € H x K
tel que z~1 = hk.
Onaalors: z=(z" )7 = (hk)™' =k~ 'h7! € KH.
Ceci prouve : HK C KH.
Supposons HK C KH.

oIl est clair que, en notant e le neutre de G, on a
e=eec KH.

eSoit € KH. Il existe (h,k) € H X K tel que = kh.
Onaalors: 27t =(kh) ' =h"'k"' e HK C KH.
e Soient z,y € KH. Il existe (h,k) € HX K, (W,k') € HxK
tels que © = kh et y = k'h’.
Comme hk’ € HK C KH, il existe (h”,k") € H x K tel que
hk' = k"R, d’ot :

zy = (kh)(K'R') = k(k"n' )W = (kk")(h"'h') € KH.
Ceci montre que K H est un sous-groupe de G.
(i) = (v):
Se déduit de (i) = (iii) en échangeant H et K.

(v) = (i):
Se déduit de (ii5) = (ii) en échangeant H et K.
On a montré : (i) = (iit) = (i1) = () = (4).

Finalement, les quatre propriétés envisagées sont deux a deux
équivalentes.

a) Ona: (ab)(ab) = (ab)? = e = b? = beb = ba?b = (ba)(ab),
ab = ba.
b) Supposons a d’ordre fini et notons n son ordre.

Ona: (ahH)? = (a")"! =e ! =e, donca™?! est d’ordre
fini et, en notant p son ordre, on a : p < n.

d’olt, en multipliant & droite par (ab)~! :

En échangeant les roles de a et a—! et, puisque

(a=1)~1 = a, on obtient aussi n < p.

Finalement, a1 est d’ordre fini, et de méme ordre que a.
¢) Supposons a d’ordre fini, et notons n son ordre.

On a: (bab™1)™ = ba™b~! = beb~! = e, donc bab~! est
d’ordre fini et, en notant g son ordre, on a : ¢ < n.

En échangeant les roles de b et b—1, on obtient aussi n < q.

Finalement, bab—! est d’ordre fini, et de méme ordre que a.

d) Remarquer : ba = b(ab)b~! et appliquer c).

a) Remarquer, pour alléger les calculs, que, pour tout

(2.9) € B : f(z+y) = f(2)/(3), ot que, f étant bijec-
tive (donc injective), on a, pour tout (a,b) € E?,

fla) =f(b) = a=0,

ce qui permettra, dans certaines conditions, de simplifier
par f.
1) Neutre :
En notant e le neutre de (G,-) et e = f~1(e), on a e = f(e)
et, pour tout x € E :

f@xe) = f(z)f(e) = flz)e = f(=)

flexz) = fle)f(z) =ef(z) = f(=),
d’ou, puisque f est injective : zxe =z et e xx = x,
ce qui montre que € est neutre pour * dans F.
2) Associativité :

On a, pour tout (x,y,z) € E3

f(@xy)*2) = flaxy)f(2) = (F(@)f () f(2)
= f@)(fW)f(2) = f(@)f(y*2) = f(z* (y*2)),

d’ol, puisque f est injective, (x * y) * z = z * (y * 2),
ce qui montre que * est associative dans E.

3) Symétriques :

Soit 2 € E. En notant t = f(z) € G, t~1 le symétrique de t
dans le groupe (G,-) et 2’ = f~1(¢t7!), on a:

fl@xa') = f(2)f(@') =tt=" =e = f(e)
f@ xz) = f@)f(x) =t"t=e=f(e),

d’oti, puisque f est injective, zxz' = e et ¥’ xx = ¢,
ce qui montre que z admet un symétrique pour * dans E.

Finalement, (E, *) est un groupe.
b) D’apres le cours, (R, +) est un groupe.

L’application f: R — R, a — 23 est bijective et son ap-
plication réciproque est f~1:R — R, t+— ¢/¢. On a:

V(z,y) €R?, zxy= Y23 +y3 =" (f(=) + f(v)).

D’aprés a), on conclut que (R, *) est un groupe.

a) 1) Loi interne :

Soit (f,g) € G2. Alors, go f : [0; +oo[ — [0; +o0[ existe,

go f est de classe C' par composition,

(gof) =(g"of)f >0car f'>0et g >0,

(90 £)(0) = g(£(0)) = g(0) =0,

et gof(zx) —> +oo, par composition de limites,
r — +oo

puisque f(ac)ac j+w 400 et g(y) — oo

y — +oo

Il en résulte g o f € G et donc o est interne dans G.
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2) Associativité :

La loi o est associative dans ’ensemble des applications de
[0; +oo[ dans [0; +oo[, donc o est associative dans G.

3) Neutre :

En notant ¢ = Id[g; 4oo[, € est une application de [0; +oof
dans [0; +oo[, de classe C1, & = 1 > 0, £(0) = 0,
e()=x —> +oo, donce € G.

r — +oo

Ona: VfeGqG, foe=cof=f,

donc € est neutre pour o dans G.

4) Symétriques :

Soit f € G. Comme f’ > 0, f est strictement croissante sur
Pintervalle [0; +oo.

Puisque f est continue, strictement croissante, que f(0) =0
et que f(x) — +oo, d’apres le théoréme de la bijection
r — foo

monotone, f est bijective, f~! est continue, f~1(0) = 0 et

f~Yx) — +oo. De plus, puisque f est de classe C' et
r — +oo
que f’ ne s’annule pas (car f’ > 0), f

1 est de classe C! sur

1
. —1y/ _ i e
[0; +ool et (f )/—W>O. On déduit : f~! € G.
Ainsi: f71€G et fof l=flof=c

On conclut que tout élément de G admet un symétrique pour
la loi * dans G.

D’apres 1),2),8),4), G est un groupe pour la loi o.
5) Commutativité :
Il est clair que les applications
f:00; oo — [0; 400, = +— 2z
p:[0; +oo[ — [0; +o0], T+ e® —1

sont éléments de G.
On a, pour tout = € [0; +oo :

(90 F)(@) = p(20) = o2 — 1

(Fog)() = f(e¥ — 1) =2(e% —1) =2 e% — 2.

En particulier : (po f)(1) = e?2 —1et (fop)(l)=2e —2,
donc (po f)(1) # (fop)(1), ot po f# foe.

Ceci montre que G n’est pas commutatif.

b) 1) Il est clair que H C G, par définition de H.

2) Le neutre € de G est dans H car e(z) =z ~ x.
r — +oo

3) Soient f,g € H. Remarquons que, puisque g est stricte-
ment croissante (car g’ > 0 sur l'intervalle [0; +00[) et que

g(0) = 0, on a g(x) > 0 pour tout z > 0. On a alors, pour
z>0:

(g0 f)a) _ @

done (90 f)(@) v

N
8

4) Soit f € H. Comme f~l(z) — +4oo et
r — 4oo
y ~

) e (),

ffl(l")x N

on a, par composition de limites

+oof(f71(x)) =2z, dou f~! € H.

On conclut : H est un sous-groupe de G.

5) L’application f : [0; +oo] — [0; 400, @ — 2z est élé-
ment de G (cf. a) 5)), mais n’est pas élément de H, car
f(z) b z. Ceci montre : H # G.

r — +oo

a) Soit € A. En appliquant 'hypothése d x et & 1+z,0ona:

22 =xzet (1+2)2=1+z. Alors:

(+z)? =142 <= 1+2z4+22 =142 < z4+22=0
< z+zx=0 < 2x=0.

On conclut : Vz € A, 2z =0.

b) Soit (x,y) € A2. On applique ’hypothese & z, & y, & z+y,

d’ou :

ety=(e+y)?=2"+aytyz+y’ =z +y+ (2y+y2)

et donc : zy + yx = 0.

Mais, d’aprés a) : zy + zy = 2zy = 0.

On déduit, par soustraction :
l’anneau A est commutatif.

Puisque ab est inversible & droite, il existe x € A tel que :
(ab)z =1.On a:

ry = yx, et on conclut que

ba(bza — 1) = ba(bra) — ba = b(abz)a — ba = bla — ba = 0.
Comme ba n’est pas diviseur de zéro a gauche, il en résulte :
bxa — 1 =0, donc bxa = 1.

Ainsi, a(bz) =1 et (bx)a = 1, donc a est inversible dans A,
et a”l =bz.

a)Ona: a—b"!=(ab—1)b"1 =cb~!. Comme c et b~!
sont inversibles dans A, par produit, cb~1 est inversible dans
A, donc a — b~ ! est inversible dans A et :

(a—bHl=(cb )L =0"1)"tct =bc 1.
b) On a :

d=at—(a—b"H =07t —be?
=(a"te=b)c P =a"l(c—ab)c?!
= a_l((ab -1)— ab)c_1 =a N (-1t =—a"te

1 1

Comme a~ " et ¢+ sont inversibles dans A, par produit,
a~te™ ! est inversible dans A, donc d est inversible dans A
et :

d71 — (_aflcfl)fl — _(aflcfl)fl

= —(cfl)’l(a’l)’1 = —ca.
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Corrigés des exercices

a) ¢ En appliquant 'hypothése a a (& la place de y), il existe
b € E tel que : a = aba.

Montrons que ab est neutre & gauche et que ba est neutre a
droite.

e Soit y € E. Par hypothese, il existe x € E tel que y = aza.
On a :

(ab)y = (ab)(aza) = (aba)(za) = a(za) =y
y(ba) = (aza)(ba) = (az)(aba) = (ax)a = y.

Ceci montre que ab est neutre a gauche et que ba est neutre
a droite.

«On a alors : (ab)(ba) = ba car ab est neutre & gauche, et
(ab)(ba) = ab car ba est neutre & droite, d’ott ab = ba.

En notant e = ab = ba, on conclut que e est neutre pour la
loi de E.

a(bab) = (ab)(ab) =ee =€
b) On a :

(bab)a = (ba)(ba) = ee = e,

donc a est symétrisable et a—! = bab.

a) Soit a € A nilpotent et b € A tel que ab = ba.
Montrons, par récurrence sur k : Vk € N*, abF = b*a.
* Pour kK =1, on a ab = ba par hypothese.
% Si ab® = b¥a pour un k € N*, alors :
ab®t! = a(b*b) = (ab®)b = (b*a)b

= b*(ab) = b*(ba) = (b*b)a = b*t'a.
Ainsi, par récurrence sur k : Vk € N*, abk =bFa.

Montrons, par récurrence sur k :
Vk € N*, (ab)* = aFbF.

* Pour k = 1, on a trivialement ab = ab.
* Si (ab)F = a*b* pour un k € N*, alors :
(ab)F+! = (ab)*(ab) = (a*b*)(ab) = a* (b a)b
= a®(ab®)b = (aFa)(VFb) = TR
Ainsi, par récurrence sur k : Vk € N*, (ab)k = a*bF.

¢ Puisque a est nilpotent, il existe n € N* tel que a™ = 0.
Puisque ab = ba, on a : (ab)™ = a™b™ = 0b™ = 0, donc ab
est nilpotent.

b) Puisque a est nilpotent, il existe n € N* tel que a™ = 0.
On a alors :

(l—a)l4+a+a’>+--+a" H=1-a"=
(l4+a+a’+---+a" Hl—-a)=1—-a" =1,

donc 1 — a est inversible et
n—1
(l-a)'=l+a+a®+---+a" ' => a*
k=0

c¢) Soient a,b € A nilpotents et tels que ab = ba.
Puisque a est nilpotent, il existe n € N* tel que a™ = 0.
Puisque b est nilpotent, il existe p € N* tel que bP = 0.

Calculons (a + b)"*P~! en utilisant la formule du binéme de
Newton, ce qui est licite puisque ab = ba :

n+p—1 1
@ty et= S (PP T gk
k=0 k
n—1
-3 <n+p* 1>ak prtp—1-Fk
k=0 k -0
n+p—1—=k
n+P—1) k pnip—1—k
pnTP =0,
+ ; < & a

=0

donc a + b est nilpotent.
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1 Si deux éléments a,b d'un ensemble E muni d’une loi interne x sont inversibles, alors
a b est inversible et : (axb)™! =b"txa"t.

158 Siun ensemble E muni d’une loi interne * admet un neutre, alors F n’admet qu’un seul

neutre.
L’ensemble R* est un groupe pour 1’addition.
L’ensemble R est un groupe pour ’addition.
105 L'ensemble R est un groupe pour la multiplication.

Si X est un ensemble, A une partie de X, Sx l’ensemble des permutations de X, alors
lensemble G4 des éléments f de Sx tels que, pour tout a € A, f(a) = a, est un
sous-groupe de Sx.

Z est un corps.
Si deux éléments a,b d’un anneau commutent, alors, pour tout n € N* :

a" —b" = (a—b)(a"" +a" b+ Fab" 2+,
Tout élément dun corps admet un inverse.

1SHN Pour tous éléments x, y, 2 d'un anneau A, si xy = zx = 1, ou 1 est le neutre de la seconde
loi de A, alors y = z.
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les fébooméaé

C’est un résultat du cours. [ |

Si e; et ey sont neutres, alors e; * e; = eg puisque e; est neutre, et e * eg = e1 puisque [ |
eo est neutre, donc e; = es.

L’addition n’est pas interne dans R*, par exemple: 1 € R*, -1 € R*, 1+(—-1)=0¢ R*. | |

L’ensemble R% n’a pas de neutre pour I'addition, car, si e est neutre, alors e +1 =1, ||
donc e =0, e ¢ R*.

C’est un résultat du cours. [ |

Il est clair que le neutre de Sy, qui est Idx, est élément de G4, que, si f,g € G4, alors, ]
pour tout a € A, (fog)(a) = f(g9(a)) = f(a) =a, donc fog € Ga, et que, si f € Gy,
alors, pour tout a € A, a = f~*(a) car f(a) =a, donc f~1 € Ga..

On a2 € Z\ {0} et 2 n’a pas d’inverse dans Z. |

1 Clest un résultat du cours. [ |

Il y a eu oubli de I’hypothese : non nul. [

Le résultat correct est : tout élément non nul d’un corps admet un inverse.

<
|

EBEE Ona: y=1y = (za)y = z(zy) = 21 = 2.
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On note :
K pour un corps commutatif,

K pour le corps R ou C.

QMAZ§ abovdlos Aavs los ovevcices

o Calculs dans K[X]

e Calculs du quotient, du reste d’une division euclidienne
dans K[X]

o Etude des zéros d'un polyndme
o Localisation des zéros d'un polynéme de C[X], de R[X]
e Calculs de fonctions symétriques de n nombres complexes

¢ Résolution de systemes algébriques symétriques.

“Yoke cccontiole A couve
pouy e vesoluchion. dos eoxevcices

o Définition et propriétés de K[X]
« Division euclidienne dans K[X], divisibilité
e Définition des zéros d’un polyndéme

o Définition des fonctions symétriques élémentaires de n
nombres complexes, relations entre coefficients et racines
d’un polynoéme scindé.
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Les méthodes a retenir

Pour montrer une pro-
priété portant sur des
polynémes indexés par
un entier naturel n

Essayer d’utiliser un raisonnement par récurrence.

= FExercice 15.1

—(Eaw)

s

On note Py = 1 et, pour tout n € N* :
1
P,(X) = EX(X-F 1)---X+n-—1).
Montrer :

n
VneN, Y Pu(X)=Pa(X+1).
k=0

Récurrence sur n.

o La propriété est vraie pour n =0 car :

0
S PX)=PR(X)=1 et Py(X+1)=1.
k=0

e Supposons la propriété vraie pour un n € N fixé.
On a alors :
n+1 n
>0 P = (X2 PX) + Pasra(X) = Pa(X+ 1) + Paga(X)
k=0 k=0
1
= E(X+1)~~-(X+n)+mX(X+1)~~(X+n)
1

= m(X+1)---(X+n)((n+l)+X)

1
= m(x+1)...(x+n)(x+(n+1)) — P (X +1).

Ceci montre que la propriété est vraie pour n + 1.

On conclut, par récurrence, que la propriété est vraie pour tout n € N.

Essayer de :
Pour trouver tous les po- o étudier le degré
lynomes satisfaisant une « utiliser un argument de divisibilité.

formule donnée

= Exercices 15.2, 15.7

——(Eau)

Trouver tous les polynémes P de R[X]
tels que :

P'+XP=X%+1.

« Soit P convenant. Si deg (P) > 2, alors deg (XP) # deg(P’), donc )
deg (P’ + XP) = deg (XP) > 3, contradiction avec deg (X2 + 1) = 2.

On a donc nécessairement : deg (P) < 1.
1l existe (a,b) € R? tel que P = aX + b.
On a: P +XP=X%24+1 <= a+ (aX?+bX)=X2+1
< (a=1 et b=0).
e Réciproquement, il est clair que P = X convient.

On conclut : § = {X}.
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— (e

Si (P, Q) convient, alors, en remplagant X par —2, par —1, on déduit :

Résoudre I’équation
X+1)P+(X+2)Q=X+3,

d’inconnue (P, Q) € (]R[X])z.

—P(=2)=1 et Q(-1)=2,
donc : X+2|P+1 et X+1]Q-2.
11 existe donc P1, Q1 € R[X] tels que :

P+1=(X+2P et Q-2=X+1)Q1.
Alors :

(X+1DP+(X+2)Q=X+3
= X+D(-1+X+2)P) +X+2)(2+X+1)Q1) =X+3
= X+D)EX+2)(Pi+Q1)=0
= P +Q1=0 < Q1 =-P,.

On conclut :

S={(-1+X+2)4, 2- (X+1)4); AcRX]}.

Pour déterminer le reste ©
de la division -eucli-

dienne d’un polynoéme

A par un polynéme B

non nul

Essayer de :

revenir & la définition :
A=BQ+R, deg(R)<deg(B),

et, si B est de bas degré, prendre la valeur en un ou des points
annulant B.

passer par les nombres complexes.
= FExercices 15.3, 15.5

—{Eam)

Notons @ le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B :

Soit n € N*.

Déterminer le reste de la division eucli-
dienne dans R[X] de A = X" + (X +1)"
par B =X2 —1.

A=BQ+ R et deg(R) < deg(B).

Puisque deg (B) =2, on a : deg(R) < 1.

1l existe donc (a,b) € R? tel que R = aX + b.
Alors: X"+ (X+1)"=(X2-1)Q +aX+b.

En prenant la valeur en 1 et la valeur en —1, on déduit :

1+2"=a+b et (-1)"=—-a+b,

1 1
donc : a:§(1+2"—(—1)"), et b:§(1+2"+(—1)”).
Finalement, le reste est

R= %(1 +2" — (-1)")X + %(1 +2" + (=1)™).
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Les méthodes a retenir

Pour calculer certaines
sommations faisant in-
tervenir les coefficients
binomiaux

Essayer d’écrire une égalité polynomiale venant de la formule du bi-
nome de Newton, puis prendre la valeur en certains points, apres avoir
éventuellement dérivé une ou plusieurs fois, ou primitivé.

- FExercice 15.4

—— (e

On a, en utilisant la formule du binéme de Newton :

Calculer, pour tout n € N :

k=0 k

Sh= zn: () X+ x -

Sp = (X+1)" Xn: (:) (X +1DF(X = 1)+
k=0
1)k, =X+ D) ((X+1)+(X-1)"
— (X 4+ 1)"(2X)" = 2"X"(X 4+ 1)

Pour calculer le quotient
et le reste de la division
euclidienne d’un poly-
néme A par un poly-
noéme B

Calculer d’abord le reste R, puis mettre B en facteur dans A — R, pour
obtenir le quotient @ tel que A = BQ + R.

= Fxercice 15.6

——{Ea

11 existe (Q, R) € (R[X})2 unique tel que :

Déterminer, pour tout n € N*, le reste
et le quotient de la division euclidienne
dans R[X] de A = X" par B =X — 1. En prenant la valeur en 1, ona: a=1.

A=BQ+ R et deg(R) <deg(B)=1.

11 existe donc a € R tel que R = a.

n—1
Puis: (X-1)Q@=A—-R=X"—1, donc: Q:ZX".
k=0

vision euclidienne dans R[X]

n—1
Finalement, le quotient est Q = Z X* et le reste est R = 1.
k=0
. S
— D ~
On a:
Déterminer, pour tout n € N tel que A=X"t1 41 = X(X" - 1)+ X+1=BX+(X+1)

n > 2, le quotient et le reste de la di-

_ 1 _
de A =X"*!+1par B=X"—1. Le quotient est @ = X et le reste est R = X + 1.

et deg(X+1)=1<deg(B)=n.
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{ 3
Pour étudier le nombre
et la situation des zé-
ros d'un polyndéme de
R[X] (qui n’a pas de zéro
évident)

Etudier les variations de la fonction polynomiale P sur R, ou les va-
riations d’une fonction associée a P et s’annulant en les mémes points

que P.

= FExercices 15.11, 15.12

——{Eam)

r

Montrer que le polynéme

P=X°_-5X*+3

réels, notés a, b, c et que :

de R[X] admet exactement trois zéros

—-1<a<0<b<1l<4<c<s.

L’application P:R — R, z+— z® —5z%+3
est dérivable (donc continue) sur R et :

Vr €R, P'(z)=5z*— 203 = 523(z — 4).

On forme le tableau de variations de P :

T —00 0 4 +o0
P'(x) + 0 - 0 +
P(.T) — ~0 s Foo
—00 <0
On a :
P(x) — —00<0, P(0)=3>0,
r — —oo
P(4) =-253 <0, P(x) — 400 > 0.
xr — +oo

D’apres le théoreme de la bijection monotone, par intervalles, P admet
trois zéros réels exactement, notés a, b, c et on a :
a<0<b<4<e

De plus: P(-1)=-3<0, P(1)=-1<0, P(5)=3>0,

donc : —l1<a<0<b<l<4<e<hb.

Méthode

Pour obtenir une locali-
sation des zéros d’un po-
lynéme de C[X]

Essayer d’appliquer judicieusement l'inégalité triangulaire.

w FExercice 15.12

(=

modules < 1.

Soit n € N*. Montrer que tous les zé-
ros de 3X”T1 + X” + 1 dans C sont de

Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe z € C tel que :
32"t 42" £1=0 et |2/ >1. Onaalors:

32"t = 132" = | — (2" + 1) = 2" + 1

<"+ 1= 2" + 1< [2]™ + 2] = 2[2]",
d’oti, en simplifiant par |z|™ qui est > 0: 3|z| < 2,
done |z| < 3 contradiction.

Ce raisonnement par l’absurde montre que tous les zéros de
3X"*1 4 X" 4+ 1 dans C sont de modules < 1.
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Les méthodes a retenir

Pour calculer une fonc-

e Exprimer S en fonction des fonctions symétriques élémentaires

des zéros de P.

tion symétrique S des e Dans le cas des sommes de puissances des zéros de P, écrire que

zéros d’un polynéme P
scindé

chaque zéro de P annule P, puis multiplier par une puissance
convenable de ce zéro, et enfin sommer.

-+ Exercices 15.9, 15.11, 15.13

—— (el

On a, en développant les carrés et en notant o1, o2, o3 les fonctions

Soient a, b, ¢ € C, P = X3+aX2+bX+c,
21, 22, 23 les zéros de P dans C.

Calculer :

S = (21 +22)% + (22 + 23)% + (23 + 21)2.

symétriques élémentaires de z1, 22, 23 :
S =2(22 + 22 + 22) + 2(2122 + 2223 + 2321)
=2(0? — 209) + 202 = 207 — 203.
D’apres le cours : 01 = —a, o2 =b, o3 =—c.

On conclut : S = 2a2 — 20b.

7

Pour déterminer une
CNS portant sur les co-
efficients d’une équation
algébrique sur C pour
que les zéros vérifient
une relation donnée

Traduire cette relation sur les fonctions symétriques élémentaires de
certains zéros de I’équation et procéder a une élimination.

w FExercice 15.15

—EEah

Notons z1, z2, 23 les racines de 1’équation, o1, o2, o3 les fonctions sy-

Déterminer a € C pour que I’équation
22 —3224+az—4=0

d’inconnue z € C, admette une racine
égale a la moyenne arithmétique des
deux autres, et résoudre ’équation dans

ce cas.

N métriques élémentaires de z1, 22, 23.
D’apres le cours,ona: o1 =3, o2 =a, o3 =4.

Notons s = z9 + 23, p=2223. On a:

o1 =3 z21+s=3 21 =1
o2 =4a zi1s+p=a s=2
<~ <~
o3 =4 zip=4 p=4
J 22 + 23 _ S
— 21 = = = 6.
z1 D) 1 2 a

La CNS cherchée est : a = 6.

Dans ce cas, on a z1 = 1, et 22, 23 sont les solutions de 22 —sz4+p = 0,
c’est-d-dire 22 — 2z + 4 = 0, donc, & Pordre prés : zp = 1 — i3,

z3 =1+ iv/3.

On conclut que, dans ce cas, les racines de ’équation sont :

1, 1— i3, 1+ iv/3.
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1T Exemple d’égalité de polyndmes
="

On note Py(X) =1 et, pour tout n € N*: P, (X) = ' XX-1)---(X=n+1).
n!
Montrer : VneN, Y Pi(X)=Py(X-1).
k=0

T Exemple d’équations dont I'inconnue est un polynéme

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue P € R[X] :
a) X?P" +2XP'—2P =0
b) X2P" 4+ 2XP' — P =0.

T Exemple de calcul du reste d’une division euclidienne de polynémes

Calculer, pour tout n € N fixé, le reste de la division euclidienne de X™ par X% — X — 2
dans R[X].

BT 1538 Calcul de sommations issues de la formule du bindme de Newton
Soit n € N fixé. On note :
_ k 2 k
PO_;(])X@X , Zk() k Zk()x (1-X)"~
Calculer Py, Py, Ps.
BT Exemple de calcul du reste d’une division euclidienne de polynémes

n
Soient a € R, P = H (Xsin ka + cos ka). Calculer le reste de la division euclidienne de P
k=1
par X? 4+ 1 dans R[X].
BT Exemple de calcul du quotient et du reste d’une division euclidienne de polynémes

Soit n € N — {0,1}. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de
P=X"+(X—-1)"+1 par X2 — X dans R[X].

EE 1] Exemple d’équation dont les inconnues sont des polynémes, utilisation de la divisibilité
Résoudre I'équation d’inconnue (P, Q) € (K [X])2 :

(1) (X2 =X+ T7T)P+ (X -2)Q =2X - 3.

BT Exemple de divisibilité pour des polyndmes formant une suite de polyndmes

On note, pour tout n € N* : P, =X2" + X" +1 e R[X].

248 Montrer, pour tout (m,n) € (N*)2: n<m = P, | Pn.
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T m Exemple de calcul d’une fonction symétrique des zéros d’'un polynéme

Soient (a,b,c,d) € C3, P =X*+aX3 +bX%2+cX+d € C[X], 21, 29, 23, 24 les zéros de P
dans C. Calculer S = Z 222y, somme comportant 12 termes, obtenus en multipliant le
carré d’un zéro de P par un autre zéro de P.

(e Exemple de divisibilité faisant intervenir une composition de polynémes
Montrer, pour tout P € K[X] : P(X)-X | P(P(X))—X.

[T Exemple de calcul de fonction symétrique, non algébrique, des zéros d’un polyndme

a) Montrer que le polynéme P = X3 — 11X + 12 de R[X] admet exactement trois zéros
réels, notés a, b, c et que :

—4<a<-3, 1<b<2<c<3.

b) Calculer S = Arctana + Arctanb + Arctanc.

EEE (52 Localisation des zéros d’un polynéme
Soient n € N*, a9 € C*, aq,...a,_1 € C.
Onnote P=X"+a, 1 X" 1+ 4ag, Q=X"—|an_1|X"7 1 -+ —lag|.

a) Montrer que, dans [0; 400, Q@ admet un zéro et un seul, noté p.

b) Etablir que, pour tout zéro z de P dans C, on a : |z| < p.

EE]  (fhk) Calcul des sommes des mémes puissances des zéros d’un polynéme
Soient (p,q) € C?, P =X+ pX +¢q, 21, 22, 23 les zéros de P dans C.

a) On note, pour tout n € N, S, = 2" + 25 + 27

1) Calculer Sy, S1, So.
2) Montrer : Vn € N, S,43+ pSpt+1 +¢Sn =0.
3) En déduire Ss, S4, S5, Se.

b) On, suppose de plus g # 0, et on note, pour tout n € Z_, S,, = 2} + 25 + 25.
Calculer S_l, 5_2, 5_3, S_4.
EEET] (S Exemple de résolution d’un systéme algébrique a trois inconnues
Résoudre le systéme d’équations d’inconnue (x,y,z) € C3 :
r+y+z=1
(S) 4y +22=1
23+ 3+ 23 = 5.

. pour que les coefficients d’une équation algébrique vérifient une condition donnée
EEE G CNS | fficients d’ gquati Igébri érifient dition d S
Déterminer une CNS sur A € C pour que deux des solutions de 1’équation

24 N 12243 =0 (1)

soient de produit égal a 1, et résoudre 1’équation dans ce cas.
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-Pw mal & domavver ?

1318 Récurrence sur n. Partir du cété le plus compliqué.

il Raisonner sur les degrés.
a) Montrer que, si P convient, alors deg (P) = 1.
b) Obtenir une contradiction sur le degré de P, qui
doit étre un entier.

176 Le reste R est de degré inférieur ou égal a 1, donc
s’écrit R = aX+b, (a,b) € R2. Factoriser X2 —X —2,
puis évaluer R en les zéros de X? — X — 2.

137/ Citer la formule du binéme de Newton, appliquée,
par exemple, & X et Y, dériver par rapport & X pour
Y fixé, puis remplacer Y par 1 — X, et réitérer.

Le reste R est de degré inférieur ou égal a 1, donc de
la forme P = aX + 3, (a,B) € R2. Calculer « et 3
en évaluant Ren i et en —1i.

o Le reste R est de degré inférieur ou égal & 1, donc
est de la forme aX + b, (a,b) € R2. Evaluer en 0 et
en 1 pour obtenir les valeurs de a et b.

« En notant @ le quotient, on a (X2 —X)Q = P—R.
Factoriser, dans P — R, par X et par X — 1.

374 Si (P, Q) convient, déduire X —2 | P — 1.

Exprimer la réponse en donnant P et Q en fonction
d’un polynéme qui sert de parameétre.

11368 Montrer d’abord que, pour tout n € N*, Py, | Pp41.

1Y Remarquer, par exemple, que S ressemble au produit
(D z22) (3o =)
131} Intercaler P(X) entre P(P(X)) et X, et utiliser 'écri-

n
ture additive d’un polynéme, P = Z apX®.
k=0

15.11 ) Etudier les variations de P, ou bien évaluer P en
—4, -3, 1,2, 3.
b) En notant o = Arctana, ..., et en utilisant une for-
mule de trigonométrie sur la tangente d’une somme
de trois réels, calculer tan S.

15.12 K] Etudier les variations de la fonction
Q(z)

©:]0; +oo[ — R, z+— o) = ——
xT

b) Utiliser I'inégalité triangulaire et a).

Lk o) 1) Immédiat.

2) Ecrire que z1, 22, 23 sont zéros de P, multiplier
par une puissance de z1, 22, 23, puis sommer.
8) Immédiat.

b) Montrer que la formule obtenue en a)2) est aussi
valable lorsque n est négatif.

1LY Considérer le polynéme (X — z)(X — y)(X — 2).
En notant o1, o2, o3 les fonctions symétriques élé-
mentaires de z, y, z, et S = xk + yk + 2k pour
k € {1,2,3}, exprimer S1, S2, S3.

« En notant z1, 22, 23, 24 les solutions de (1) dans C
et en envisageant la condition zjz2 = 1, considérer
les fonctions symétriques élémentaires s, p de 21, 22,
et les fonctions symétriques élémentaires s’,p’ de
23, 24.
e Ayant obtenu la CNS cherchée, A\ = 4, en utili-
sant les calculs précédents déduire s,p, s’,p’, puis
Z1, 22, 23, 24.-
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Récurrence sur n.
¢ La propriété est vraie pour n = 0, car :

0
S P(X)=PR(X)=1et Py(X—1)=1.
k=0

.1La propriété est vraie pour n = 1, car :

> P(X)=PR(X)+P(X)=1-X

o PIX 1) = —(X—1)=1—X.

e Supposons la propriété vraie pour un n € N*. On a alors :

n+1 n
> PeX) = (30 Pe(X)) +Pata(X) = Pa(X=1)4+Pos1(X)
k=0 k=0

_ = (—1ntt
= XD X+ e XX 1) (X )
:%(X_n.-.(x_n)((nﬂ)_x)
(=p*t
=W(X—1)~~(X—n)(x—(n+1)):Pn+1(x_1),

Ceci montre que la propriété est vraie pour n + 1.

n conclu r récurren: ur n, qu ropriété vrai
On conclut, par récurrence s , que la propriété est vraie
pour tout n € N.

a) 1l est clair que le polynéme nul convient.

1) Soit P convenant tel que P # 0. Notons n = deg (P) € N.
Le polynéme P gécrit : P = apX™ 4+ --- + ag, ou
ag,...,an € Ret ap # 0.

Puisque X2P" 42X P’ —2P = 0, le terme de degré n de ce po-
lynome est nul, donc n(n—1)an+2nan —2a, = 0, c’est-a-dire
(n? +n —2)an, =0, d’ot, puisque an #0: n? +n—2=0.

On résout cette équation du second degré :
n*+n-2=0 < (n=1 ou n=-2).
Comme n € N, on a nécessairement n = 1.
Ceci montre que P est de degré 1.
2) En notant P = aX +b, (a,b) € R%, on a alors :
X2P" 4+ 2XP' — P = 2aX — 2(aX + b) = —2b,

donc :

X?2P" +2XP' —2P =0 < b=0 < P=aX.
On peut contréler que ces polynémes conviennent bien.

On conclut que I’ensemble des solutions de ’équation propo-
sée est {aX; a € R}.

O\f\fl.;ﬁé,g Ggﬁ,g oxovi CLCZg ]

b) Le méme raisonnement qu’en a), portant sur le degré de
P, montre que, si P # 0 et si P convient, alors, en notant
n =deg(P),ona: n2+n—1=0. Mais les solutions de cette
—-1-+5 —1++V6
et s
2 2

équation du second degré sont qui

ne sont pas des entiers.

On conclut que I’ensemble des solutions de ’équation propo-
sée est {0}.

Par division euclidienne, il existe (Q, R) € (R[X])2 unique
tel que :

X"=(X?-X-2)Q+R et deg(R)<2.
Tl existe donc (a,b) € R? unique tel que R = aX + b.

Comme X2 —X—2 = (X+1)(X—2), on déduit, en remplagant
X par —1, par 2 :

()" =—a+d —1|2
2" =2a+b 11

On résout ce systéme linéaire de deux équations a deux in-
connues, par exemple en utilisant les coefficients indiqués, et

on obtient :
3a=2"—(—=1)", 3b=2"+2(—1)"

On conclut : le reste de la division euclidienne de X" par
X2 - X —2est:

R=

D’apres la formule du binéme de Newton :

zn: (”)ka”*k = (X+Y)"

k=0 k

(2" = ()X + 5 (2" +2(-1)").

W =

1) En remplacant Y par 1 — X, on obtient :

B 3 (U)X =0 = (X (1= X0)" = 1.
k=0

2) Dérivons par rapport a X, pour Y fixé :
n
Z k(n)xklenfk — n(X +Y)n71,
k
k=1
puis multiplions par X :
n
3 k(”)XkY”*k = nX(X +Y)" 1L,
k
k=0
En remplagant Y par 1 — X, on obtient :

P = zn: k(n>X’“(1 —X)" R = X (X 4+ (1-X))" ! = nX.
= 251
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3) Dérivons par rapport a X, pour Y fixé, dans ’égalité ob-
tenue plus haut :

Sk (Z)X’“’IY””“ = n(X4Y)" L n(n—1)X(X+Y)" "2
k=1

puis multiplions par X :
~ n

STk (k) XEY R = pX(X4Y)" L n(n—1)X2(X+Y)" 2
=0

Enfin, en remplacant Y par 1 — X, on obtient :

he SR (e

Par division euclidienne de P par X2 + 1, il existe (Q, R) €
(R[X])2 unique tel que :

1)Q+ R, deg(R)<2.

B) € R? unique tel que : R = aX + f.

On a alors, en prenant la valeur en i,
plexe de X2 +1 :

—X)""*F = nX +n(n—1)X2.

P = (X2
11 existe (a,

qui est un zéro com-

ai+p8 = R(i)=P(i)
n n
= H(i sinka + coska) = H etk
k=1 k=1
- n(n+1)
- ika) = exp (1 =5—2a)
exp ( Z ika exp | i 5 a
k=1
1 1
= s MDD
2 2
En séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient :
1 1
azsmwa, 5= OS@Q

On conclut que le reste de la division euclidienne de P par
X2 4+ 1 est :

1
X sin + )a

a + cos

n(n+1) n(n
2

o)

Par division euclidienne de P par X2
(]R[X])2 unique tel que :

P = (X2

— X, il existe (@, R) €

—X)Q+ R et deg(R)<2.

1) Tl existe donc (a,b) € R? unique tel que R = aX + b.
Comme X? — X = X(X — 1), prenons les valeurs en 0 et en 1 :

R(0) =b
P(1)=R(1)=a+b.

P(0) =

D’autre part : P(0) =14 (—1)" et P(1) = 2. On déduit :

b=1+(-1)", a=P(1)—-b=1—-(-1)".
Ainsi, le reste R est :
R=(1-(-1)"X+ 1+ (-1)").

2) Ensuite, connaissant le reste, on va calculer le quotient
par factorisation :

(X?-x)Q
= P-R
= X"+(X71)"+17( —(-D)MX - (1+(-1)")
= X"+ 1)"—(1— —-HM)X - (-D)"
= X"-X)+(X-D"+(=)"X - (-1)")
= XX =D+ X -D((X - = (=0t

n—2 n—2
= XX-D> XF+X-DXY ()" FX - D"
k=0 k=0
On conclut que le quotient @ est :
n—2 n—2
=S xS
k=0 k=0

s )

Soit (P,Q) € (K[X])*.
1) Si (P, Q) convient, alors :
X—-2|(X=-2)Q=—-(X2-5X+7)P+(2X -3)
“(X=2)X=3)+1)P+2(X—-2)+1
=X-2)(-(X=3)P+2)—(P-1),
donc X -2 | P—1.

On pouvait aussi remarquer que, si 'on remplace X par 2
dans (1), on obtient P(2) =1, donc X —2 | P — 1.

11 existe donc A € K[X] tel que : P —1= (X —2)A.
—2)A+1:

k(X —1)k.

2) On a, pour tout A € K[X], en notant P = (X
(1)

= (X2-BX+T7)((X-2)A+1)+(X-2)Q=2X-3
= (X-2)((X2-5X+MNA+Q)=-X>*+7X-10
= (X-2)((X2-5X+NA+Q) = (X —2)(~X+5)
= (X2-5X4+TNA+Q=-X+5

= Q=-(X2-5X+7A+ (=X +5).

On conclut que I’ensemble des couples (P, Q) cherchés est :
{((XfQ)AJrl, —(x2 75X+7)A+(7X+5)) L Ae K[X]}.
On peut controler que les couples obtenus conviennent.

«
1) Soit n € N*. On a :

=X X2 1= (X)X 4
(X" +1)2 = (x2"7)?
= (X2 1 xT) (x4 1+x2T

= (x2" =X L )P,

ce qui montre : P, | Pp41.

Pt
_ (X2" F1)2 - x2" —

X"
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2) Soit (m,n) € (N*)2 tel que n < m. On a successivement,
d’aprés 1): Pp | Pny1 | Pny2 | -+ | Pm—1 | Pm, donc, par
transitivité de la divisibilité : Py, | Pp,.

En notant sous le symbole E le nombre de termes de la
sommation concernée, on remarque :

S = (;qm)(;zl) —3?,31,2223.

En notant o1, o2, 03, 04 les fonctions symétriques élémen-
taires de z1, 22, 23, z4, on a donc : S = o102 — 303.

De plus, d’aprés les relations entre coefficients et zéros d’un
polynéme scindé, on a :

o1 = —a, o2 = b, o3 = —c.

On conclut : S =

n
En notant P = Z apX”, (ag, -
k=0

—ab + 3c.

an) € K™ ona:

P(P(X)) =X

(P(P(X)) - P(X)) + (P(X) = X)

ax (P( i kx’“) (P(X) - X)

I
/ﬁ: I

a, ((P(X))* = XF) + (P(X) - X).

I
b Il
ANGERS
o

Pour tout ¥ € N* on a PX)—-X | (P(X))k_xk7

puisque :
k—1
(P(X))" = XF = (P(X) - X) Y (P(X)) "Xk~
1=0
On conclut : P(X)—X | P(P(X))—X.

a) On calcule les valeurs de P aux points envisagés :
P(—4)=-8<0, P(-3)=18>0,

P(1)=2>0, P(2)=-2<0, P(3)=6>0.
D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, puisque P est

continu sur l'intervalle R, on déduit que P admet au moins
trois zéros réels a, b, ¢ tels que :

—4<a< -3, 1<b<2<c<3.

D’autre part, comme P est de degré 3, P admet au plus trois
zéros réels, et on conclut que P admet exactement trois zéros

réels, a, b, c.
b) Notons a = Arctana, [ = Arctanb, ~ = Arctanc.

On a, si le dénominateur n’est pas nul, par une formule de
trigonométrie :

tan S = tan (o + 8+ 7)
tan o + tan 8 + tan~y — tan atan 8 tany

T1- (tanatanﬁ +tanatan’y+tan6tan7)

_a+b+c—abc

T 1—(ab+ac+bec)
ou o1, 02, o3 désignent les fonctions symétriques élémen-
taires de a, b, c.

o1 — 03

170'2’

D’autre part, d’apres les relations entre coefficients et zéros
b
d’un polynéme scindé, on a :

o1 =0, og = —11, o3 = —12.
Dou: tanS = 12 =
1411
Enfin, d’apres les encadrements obtenus sur a,, b, ¢, on a :
Tow ™ Ly
ae]_EV_ZL ﬁe]27§|:7 76]175[7

3
d’ou, par addition : a+ B+ € ]0, Iﬁ [, et on conclut :

s="1
4

a) Comme Q(0) = —|ag| < 0, le nombre 0 n’est pas zéro de
Q.
Considérons ’application
¢ :]0; +oo[ — R,
Q(z)

_ _ 1 _ lan—] |aol
m»—Mp(m)—xT— e

L’application ¢ est dérivable sur ]0; +oo[ et :

njag|
CC”+1

|an 1]

Va €]0; +oof, ¢'(z) = +- 4+ >0,

donc ¢ est strictement croissante sur ]0; 4o00].

@) o~ el
xr —

De plus :
o+ ™ — 0t

— 1.
xr — +oo

et ()

On dresse le tableau de variations de ¢ :

“+oo

¢’ (x) +

Y
/0/ 1

D’apres le théoreme de la bijection monotone, ¢ admet un
zéro et un seul.

On en conclut que @ admet, dans [0; +oo[, un zéro et un
seul, noté p.

b) Soit z un zéro de P dans C.

Comme 2" +an_12"" 14 -4ag = P(z) = 0, on a, en isolant
le terme de degré n, puis en utilisant l'inégalité triangulaire :

|2|™ = +ao| < -+ laol,

d’our :

‘nfl +

lan—12""t 4 lan—1]|z

Q=) <0

En utilisant Dlapplication ¢ introduite en a), on a donc
©(]z]) < 0, et on conclut, d’aprés le tableau de variations
dep: |z]<p.
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Notons o1, 02, 03 les fonctions symétriques élémentaires de
21, 22, 23.

D’apreés les relations entre coefficients et zéros d’un polynéme
scindé, on a :

01=0, o2=p, o03=-¢
a) 1) Ona:Sy=3, S1=01=0et:

Sa 22 4 22 4 22
(21 + 22 4 23)® — 2(2122 + 2123 + 2223)

a% — 209 = —2p

2) On a, pour tout k € {1,2,3} : 2} +pz+q = 0, d’ott, pour
tout n € N, en multipliant par 2} : z2+3 +pz:+1 +qz =0,

puis en sommant pour k=1, 2, 3 :
Sn+3 + pSn+1 + qS =0.

3) La formule obtenue en 2) permet de calculer les S, de
proche en proche :

S3 = —pS1—qSo=—3q,

Si = —pSs—qS1=2p%

Sy = —pS3—gS2 = —p(—3q) — q(—2p) = 5pg,

S¢ = —pSi—qSs=—p(2p*) — q(—3q) = —2p® + 3¢>.

b) «On peut calculer S_1 de plusieurs fagons, par exemple :

1 1 1 2223 + 2123 + 2122 g2 p
S 1=—4+—-Ft—"="——"""F-="=—=.
21 22 23 212223 g3 q

Il est clair que la formule obtenue en a) 2) pour n € N est
aussi valable lorsque ¢ # 0, (c’est-a-dire lorsque z1, 22, 23
sont tous trois # 0) de maniére générale pour n € Z. Ainsi,
pour tout n € Z : Syp43 + pSp+1 + ¢Sn =0, donc :

1
Sp = 75(psn+l + Sn+3)~

On obtient :
1 2
S o = —*(p5!1+51)=p*2,
q q
B 1 B 1 p3 p3+3q2
S5 = —6(P3—2+So)——g(q7+3>—— -
1
Sy = *;(P573+571)

_ vt +4pg®

1( p® +3¢% p)
— (T P
q ¢ q*

q

Considérons le polynéme P = (X — z)(X — y)(X — 2), qui se
développe en P = X3 —01X2 + 09X — 03, ol 01, 02, 03 sont
les fonctions symétriques élémentaires de z, y, z.

Pour la commodité, notons p = —o1, ¢ = 02, r = —o3, de
sorte que z, y, z sont les zéros de P = X3 + pX2 4+ ¢gX +r.

Notons, pour k € {1, 2, 3} : Sy, = zF 4+ ¢y* + 25,

Ona: S =01 = —p, Sz = O'%—ZO’Q = p? — 2q,
et d’autre part, en additionnant les trois équations satisfaites
par z, y, z : S3 +pS2 +¢S1 + 3r =0, d’our :

S3 = —pS2—qS1—3r = —p(p*>—2q)+qp—3r = —p*+3pq—3r.

Donc :
—p=1 p=-—1
(S) —= (p>—-2¢=1 < {q=0
—p3+3pg —3r=-5 r=2.

Ainsi, (z, y, z) est solution de (S) si et seulement si z,y, z
sont les zéros de P = X3 — X2 + 2.

Le nombre —1 est solution évidente :
X3 - X2 4 2= (X+1)(X2-2X +2).
Les solutions de cette équation sont —1, 1 — i, 1+ i.

On conclut que les solutions de (S) sont (—1,1— 1,14 i)
et ses permutés (six solutions en tout).
On peut controler que ce triplet convient bien.

e Notons z1, 22, 23, 24 les solutions de (1) dans C,
o1, 02, 03, 04 les fonctions symétriques élémentaires de
21, 22, 23, 4. En notant (C) la condition proposée, on a,
d’apres les relations entre coefficients et solutions d’une équa-
tion :

(C) <= (01=4, oa=X, 03=12, 04 =3, 21220 =1).

Notons s, p les fonctions symétriques élémentaires de z1, 22,
et s, p’ celles de z3, 24, c’est-a-dire :

s=z1+ 22 s’ =23+ 24
D= z122 p/=2‘324.
Alors : (C) «—
s+s' =4 p=1 p=1
ss'+p+p =X =3 p =3
spl +s'p=12 <= s+s' =4 < s=4
pp’ =3 35+ =12 s'=0
p=1 s’ =A—4 A=4.
La CNS cherchée est donc : A\ =4.

e Supposons dorénavant A = 4.

En reprenant les calculs précédents, comme s =4 et p = 1,
21 et zo sont les solutions de 22 —4z+1 = 0, donc, a ’ordre
pres, z1 =2 — /3, z0 =2+ 3 et, comme s’ =0 et p’ =3,
23 et z4 sont les solutions de 22 + 3 = 0, donc, & l’ordre prés,
23 = —iV/3, z4 = i/3.

Finalement, dans le cas A = 4, les solutions de (1) sont :
2-V3, 24+V3, —iV3, iV

On peut controler ce dernier résultat.
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

On a, pour tous P,Q € K[X], deg (P + Q) < Max (deg (P), deg(Q)) et il y a égalité
si deg (P) # deg (Q).

Tout polyndéme est pair ou impair.

On a, pour tout P € K[X] : deg(P') = deg(P) — 1.

Pour tout A € K[X], si (X3 + 1)4 =0, alors A = 0.

Pour tous a,b € K, P € K[X], si P(a) = P(b) =0, alors (X — a)(X — b) divise P.

" pk)
On a, pour tous n € N*, a € K, P € K,,[X] : P(X) = Z P k'(a) (X —a)*.

k=0

Tout polynéme non constant de C[X] est scindé sur C.
Si un polynome P de R[X] n’a pas de racine réelle, alors il est irréductible dans R[X].

Pour tout (S, P) € C?, les deux nombres complexes ayant pour somme S et pour pro-
duit P sont les deux racines du polynéme X? — SX + P.

L0 Tout polynéme P de R[X] de degré impair admet au moins une racine réelle.

<|
|

< <|
R N R

<
T

<l
R

<l
R

<
[T

(VIIF|
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-\[4‘; ol E ZIVE'N les féPoméaé

C’est un résultat du cours. V|

Contrexemple : X + 1.

Ne pas confondre avec Uaffirmation vraie : tout polynoéme (autre que le polynoéme nul)
est de degré pair ou de degré impair.

La formule est fausse si deg (P) = 0, car alors P’ = 0 donc deg (P’) = —oo # —1.
La formule est vraie si on suppose deg (P) > 1.

D’apres le cours, si le produit de deux polynomes est le polynéme nul, alors I'un des deux [ |
au moins est le polynéme nul.

Contrexemple : a=b=0, P =X.
Il y a oubli de la condition a # b.

Le résultat correct est : pour tous a,b € K tels que a # b et pour tout P € K[X], si P
s’annule en a et en b, alors le produit (X — a)(X — b) divise P.

C’est un résultat du cours, la formule de Taylor pour les polynémes.

C’est un résultat du cours, le théoreme de D’Alembert.

Contrexemple : P = X* + 1.

Ce polynome P n’a pas de racine réelle, mais il n’est pas irréductible dans R[X] car :

<l <
EpE

XP41=(X241)2-2X2 = (X2 - V2X + 1)(X2+V2X +1).

C’est un résultat du cours. [ ]

Il se peut que les deux racines soient égales, lorsque S? — 4P = 0.

1NHN Lapplication polynomiale P est continue sur 'intervalle R, de limites infinies de signes
opposés en —oo et en 400, donc, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, P admet
au moins une racine réelle.
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% Q“A/_éwé abovdlis Adavs los oxovcices

Les méthodes a retenir 258 e Calculs de pgcd et ppcm dans K[X]
%es en({n\ceds, des exeacmes ;gg o Etude des zéros d’un polynéme et de leurs ordres de mul-
u mal & démarrer 7 N

tiplicité

Les corrigés des exercices 266 P

Vrai ou faux ? 271 o Factorisation de polynémes dans C[X], dans R[X]

Vrai ou faux, les réponses 272 e Décomposition d’une fraction rationnelle en éléments
simples.

“Younke cccontiols A coure
povy e viasoluchion. dos oxevcices

On note : o Définition et propriétés des pged et ppem dans K[X]

K pour un corps commutatif, o Polynomes premiers entre eux, théoréme de Bézout, théo-
K pour le corps R ou C. reme de Gauss

e Définition des zéros d’un polyndéme, de I'ordre de multipli-
cité, lien avec les dérivées successives

o Caractérisations des polynémes irréductibles de C[X],
de R[X], factorisation d’un trinéme, d’'un trinéme bicarré
réel

« Définition et propriétés de K (X), technique de la décompo-

!
sition en éléments simples, formule portant sur 52 lorsque

P est scindé.
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Essayer de :
Pour montrer que deux o montrer que, pour tout D € K[X],si D | A et D | B, alors D
polynémes A, B de K[X] est une constante
sont premiers entre eux « montrer que, si D € K[X] est irréductible et si D | A et D | B,

alors il y a une contradiction
o montrer existence de U,V € K[X] tels que UA+ VB =1 et
utiliser le théoréme de Bézout.
w Fxercice 16.2

—{ =) )

Ona: A=X"4+1=(X>"-1)+2=X"+1)B+2,

Soit n € N*.
Montrer que les deux polynoémes
A=X?"41let B=X"—-1

de R[X] sont premiers entre eux.

1 1
donc : 5A—§(X”+1)B:1.
D’apres le théoreme de Bézout, il en résulte que les deux polynémes A

et B sont premiers entre eux.

:

Essayer de :
Pour montrer que a € K o mettre (X — a)® en facteur dans P(X) et montrer que 'autre
est zéro d’ordre o exac- facteur n’est pas multiple de X — a
tement d’un polyndme « utiliser la caractérisation du cours :
P de K[X] P(a)=0, P'(a)=0,..., P@D(a) =0, P (a)#0.
"+ Exercice 16.1
~ J

— R ~
On a :

e P,(1)=(n+1)—(n+2)4+1=0

Soient n € N*,
Pr— (0t X2 (neg)xntl 41, |+ Pha= (4 D+ DX = (0t 2)(n+ DX", done Pi(1) =0

"o -1
Montrer que 1 est zéro d’ordre 2 exacte- « Pl =(n+1)(n+2)((n+ X" —nX""1)

ment de P, dans R[X]. donc P)/(1) = (n+1)(n+2) #0.
D’apres le cours, on conclut que 1 est zéro d’ordre 2 exactement
de P,.
~ J
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour montrer qu'un
polynéme B divise un
polynome A

On factorise Py dans C[X] : A
Po=X?4+X+1=X-j)X—-j2.

Ona: Po(j)=j®"*t2+ it +1=324+j+1=0,

et, de méme : P, (j2) =0.

Comme j # j2, on déduit : (X — j)(X = j?) | Pn,

et on conclut que Py divise P, dans C[X]. )

Méthode

Pour calculer le pged
de deux polynémes A, B

de K[X]

(_m Par la méthode des divisions euclidiennes successives :

| X | X-1

X4 42X2 -X+2 X3 +X-2 X2 4X 42
X2 4+ X 42 —X2-X-2
0

On conclut : AAB=X2+X+2.

(_m Les polynémes A et B sont décomposés en facteurs irréductibles :

A = (X—2)(X—4)(X-6)(X—8)(X - 10)(X —12),
B = (X—3)(X-6)X-9)(X-12),

dott: AAB = (X —6)(X —12) = ﬁ(x—ﬁr).

r=1
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Pour déterminer les
éventuels zéros ration-
nels d’un polynéme P a
coefficients dans Z

Soient n € N*| ag, ...,an, € Z, P = a, X" + - - -+ a9 € R[X].

Si z € Q est zéro de P, alors il existe (p,q) € Z x N* tel que =z = £
q

etpAg=1,etona:

anp" + an—1p" g+ +a1pg" ! + apg™ =0,

donc p | apq™ et q | app™. Comme p A g = 1, il s’ensuit, d’apres le
théoréme de Gauss : p | ag et ¢ | ay.

On essaie alors ces possibilités, qui sont en nombre fini.
" Exercice 16.5

— (=)

Notons z = 2 un éventuel zéro rationnel de P, ou (p,q) € Z x N* et

Montrer que le polynéme

terminer celui-ci.

P=3X3-5X2+8X—-4

pAg=1.
Ona: 3p3 —5p2q+8pg® — 4¢3 =0, donc: p|4q¢® et q| 3p°.
Comme pAg=1,ondéduit: p|4 et q|3,

de R[X] admet un zéro rationnel et dé- donc p € {#1, £2, £4} et g € {1, 3}.

Avant de tester les différentes valeurs possibles pour z, voyons si on peut

limiter  dans un intervalle convenable, en utilisant des arguments issus
de I’Analyse.
Ona: P(0) =—-4<0et P(1) =2 > 0, donc, comme P est continu
sur l'intervalle [0; 1], d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, P
admet au moins un zéro dans [0; 1].

2 2

Essayons : P(%) = 3(;)3 —5(5)2 +8§ —4=0.

2
On conclut que 3 est un zéro rationnel de P.

— e

Raisonnons par I’absurde : supposons que P,, admette au moins un zéro

Soient n € N tel que n > 2,

tionnel.

P, =X"4+X+1.

rationnel . Il existe (p,q) € Z x N* tel que :

sz, pAg=1, P(z)=0.
q

Montrer que P,, n’admet pas de zéro ra- Onaalors: p? +pg" ' +¢* =0, donc: p|q” et q|p”.

Comme pAg=1,on déduit : p==+1 et g=1, donc z = +1.

Ona: Pp(1) =3#0et Py(—1) = (—1)" #0,
d’ott une contradiction.

On conclut : P, n’admet pas de zéro rationnel.

N\

Pour factoriser un poly-
néme de R[X] en produit
de facteurs irréductibles

Se rappeler que, d’apreés le cours, les polynémes irréductibles de R[X]
sont les polynémes de degré 1 et les polynémes de degré 2 a discrimi-
nant < 0.

o On sait factoriser dans R[X] les polynomes de degré 2 & discri-
minant > 0, donc aussi ceux qui s’y ramenent simplement.
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Les méthodes a retenir

eOna: A=X2+1D)(X2+2)

et les deux trinémes obtenus sont irréductibles dans R[X].

eOna: B=(X24+1)2-X2=X2-X+1DX2+X+1)

et les deux trinémes obtenus sont irréductibles dans R[X].

e Pour C, passons par les nombres complexes :
C=X>=X+1+)(X>=X+1—1i).

noté Q noté R

Le discriminant A de Q est :
A=1-414+1i)=-3—4i =(1-2i)?,
donc les zéro de @ dans C sont :
1—(1-2i)

1+ (1-2i) . s
2 - ¢ 2 -
dot: Q= (X—-(1-1))(X—-1i).
De méme, ou par conjugaison : R = (X — (14 1))(X + i).
Don :
P=[X-1+1)X-1][X-1-1)(X+1)]
=[(X-14+ )X -1- DX - )X+ 1)]
=[(X-1D2+1]X*+1) = (X2 -2X+2)(X%+1)

et les deux trinémes obtenus sont irréductibles dans R[X].
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2
Commencer par éventuellement simplifier F', et obtenir F = — ou

Pour décomposer une P e K[X], @ € K[X]—{0}, et ou1 Q est factorisé en produit de facteurs
fraction rationnelle F irréductibles sur K.

de K(X) en éléments

) Ecrire la forme de la décomposition en éléments simples de F dans
simples K(X)
)

avec des coefficients indéterminés.

Calculer les coefficients de cette décomposition en éléments simples :

la partie entiere est le quotient de la division euclidienne de P
par @

remarquer une éventuelle parité ou imparité

utiliser la méthode de multiplication puis remplacement

pour calculer les éventuels coefficients restants, prendre la valeur
en certains points, ou une limite en Uinfini (aprés avoir multiplié
par une puissance convenable de X), ou bien faire passer les
termes connus de 'autre coté de I’égalité de décomposition en

éléments simples. = Exercice 16.9

(=

e La décomposition en éléments simples de F' dans R(X) est de la

7

Décomposer en éléments simples
dans R(X) les fractions rationnelles
suivantes :
X241
TX(X-1)’
X2 -1

¢ XD

N X241 a b
f : F=——=F+ —+ —,
onme Xx-1n “TxTxoa
ot F € R[X], (a,b) € R? est a calculer.

On calcule E par division euclidienne de X2 + 1 par X2 — X et on
obtient : E = 1.

On multiplie par X puis on remplace X par 0, d’ou : —1 = a.

On multiplie par X — 1 puis on remplace X par 1, d’'ou: 2 =b.

1 2
On conclut : F=1-——+4+—"——.

J e La partie entiére de G est nulle, donc la décomposition en éléments

7

simples de G dans R(X) est de la forme :

X2 -1 a bX + ¢
G=—o—— = — 4+ ,
X(X2+1) X X241

ol (a,b,c) € R3 est & déterminer.
On multiplie par X puis on remplace X par 0, d’ou: —1 =a.
-2
On multiplie par X241 puis on remplace X par i, d’ott: — = bi +¢,
i
donc: b=2et c=0.

1 2X
On conclut : G =

xtxeir

N\

Dans une étude faisant
intervenir P et P’, ou P
est scindé sur K

7

Penser a utiliser éyentuellement la formule du cours relative a la frac-

tion rationnelle —.

= Exercice 16.13
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Enoncés des exercices

— (ot

p
Soit n € N tel que n > 2.
On note, pour tout k € {0,...,n — 1} :

2ikn
wp=¢€ n
1
2 —wy

n—1
Calculer Z
k=0

n—1
Considérons le polynome P = X" —1 = H (X — wg).
k=0
D’apres le cours, puisque P est scindé sur C :

=1 P X!

:OX—wk_ P Xr-—1

k

En remplagant X par 2, qui est bien différent des wy, on conclut :

"z‘:l 1 pon!
=2 - wk oan —1°

v

.
—i//vu)vhcéé Heos OOV C (LS mumm

1T Exemple de zéro multiple d’un polynéme

Soit n € N —{0,1}. On note :
P, =(n—1)X?" —2(2n — 1)X" + 2n*X — (2n? — 3n+ 1) € RX].
Montrer que 1 est zéro d’ordre trois exactement de P,.

T Etude de polyndmes premiers entre eux

Soit (4, B) € (K[X] - {0})”. Montrer : AAB=1 <= (A+B)A(AB)=1.

T Exemple d’étude de divisibilité en liaison avec les zéros d’un polynéme

Déterminer 'ensemble des n € N* tels que X2 + X + 1 divise (X* + 1)" — X" dans R[X].

BT Exemples de factorisations de polynémes dans R[X]

Factoriser en produit de polynémes irréductibles dans R[X] les polynomes suivants :

a) X5 +9X3+8
b) X*—2X2+49
¢) X*+X? -6

d) (X?—4X+1)%+(3X—5)2
e) X°+1
f) X6 1.

BT Exemple de factorisation dans R[X], intervention de zéros rationnels

Factoriser P = 2X* — 3X3 + 3X? — 13X + 6 dans R[X], sachant que P admet deux zéros

rationnels.
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E 11 Exemple d’étude de deux polyndmes ayant deux zéros communs

Déterminer une CNS sur (a,b) € C2 pour que les deux polyndmes
A=X3+X+a, B=X*+2X?+b
de C[X] aient au moins deux zéros communs.

BT Exemple de calcul d’un polynéme

Trouver tous les polyndmes de degré 3 de C[X] tels que :
P(j)=1j* PG*=1ij, P'G)=i, P'(GH=i
11 Condition pour qu’un polynome de degré 4 soit le carré d’un polynéme de degré 2

a) Déterminer une CNS sur (a,b) € R? pour que le polynome
P=X*"+aX34+bX*+12X+9
soit le carré d’un polynéme de R[X].

b) Dans ce cas, factoriser P et P — 1 dans R[X].
EET] Exemples de décompositions en éléments simples

Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles F' suivantes :

X3 b)$ X5 +1 Xt +X+1
Y X-1(X-2) X-12(X+2) “X2(X-1)2 )X(X2+1)3'

EEE] (55l Exemple de divisibilité de polynomes, utilisation du théoréme de Gauss

Soient n € N*, P = Zxk Q= ZX’W € K[X]. Montrer : P | Q.
k=0

B (305D Pged de X® — 1 et X” -1

Soient (a,b) € (N*)2, § = a A b. Montrer, dans R[X] : (X% —1) A (X —1) =X — 1.
EEE] (515 Exemple d’équation dont les inconnues sont deux polyndmes

Soient (a,b) € (N - {0, 1})2, (P,Q) € (R[X])2 tels que P* — Qb = 1.

Montrer que P et @ sont constants.
/

EEET1 kN Exemple d’utilisation de la formule portant sur b
Soit P € R[X] tel que deg (P) > 1.
a) Montrer que, si P est scindé sur R, alors : Vo € R, (P> — PP")(z) > 0.
b) Ce résultat est-il encore vrai si I’on ne suppose pas que P est scindé sur R?
EEEE K S Polyndmes réels positifs

Soit P € R[X]. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

2

(i) vz €R, P(z)>0 (i) 3(A,B) € (RX])", P=A>+DB>
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Du mal a démarrer ?

-?up mal & domavver (P

Montrer :
Pa(1) =0, P4(1) =0, P/(1)=0, P (1) £0.

Séparer 1’équivalence logique demandée en deux im-
plications.

i3] Utiliser les zéros complexes j et j2 de X2 + X + 1.

a) Remarquer qu'’il s’agit d’un trindme en X3.
b)
¢) 1l s’agit de trindmes bicarrés. On peut donc ap-
pliquer la méthode du cours, qui consiste a grouper
deux des trois termes pour faire apparaitre un début
de carré parfait.

d) Passer par les nombres complexes, en remarquant
que, pour tout (P, Q) € (R[X])2 :

P’+Q*=(P+iQ)(P-iQ).
e) Factoriser d’abord par X + 1. L’autre facteur
est un polynéme réciproque. Utiliser la notation

1
Y=X+ .

+ X

f) Factoriser d’abord par X2 — 1. L’autre facteur est
un trinéme bicarré.

Dans chaque exemple, on controlera le résultat ob-
tenu, en développant le produit.

Noter T = P un zéro rationnel de P, ou

q
(p,q) EZXN* et p A g = 1. Déduire p | 6 et
g | 2, en utilisant le théoréme de Gauss. On

1
obtiendra 2 et > comme zéros rationnels de P.
Envisager le pged de A et B dans C[X].

Travailler d’abord sur P’ (qui est de degré 2) et pour
lequel on connait la valeur en deux points, puis sur
P par primitivation.

a) Si P est le carré d’un polynéme de R[X], alors
celui-ci est de la forme X2 + gX +c, cER.

b) Utiliser les résultats obtenus dans la résolution
de a).

a) Ne pas oublier la partie entiére, que ’on calculera,
par exemple, par division euclidienne.
b) Une fois obtenus deux des trois coefficients, on
pourra calculer le troisiéme en faisant tendre X vers
I'infini, apreés avoir multiplié par X.
¢) Ne pas oublier la partie entiére, que ’on calculera,
par exemple, par division euclidienne. Une fois obte-
nus deux des quatre coefficients, on pourra calculer
les deux autres en faisant passer les termes connus
de Pautre c6té de I’égalité.
d) Calculer d’abord le coefficient relatif au pole 0,
puis faire passer ce terme de 'autre coté de I’égalité,
et enfin utiliser des divisions euclidiennes successives.

iU Remarquer :
(X=1)P =X —Tet (X" -1)Q= (X)) - 1.

1B En supposant, par exemple, a > b, effectuer la divi-
sion euclidienne de a par b (dans N*) et la division
euclidienne de X® — 1 par X® — 1 (dans K[X]) en
parallele.

1A Montrer d’abord P A Q = 1.

En dérivant dans 1’égalité de 1’énoncé, déduire P | Q’
et Q | P, puis raisonner sur les degrés.
/

i[5kl o) Utiliser la formule du cours portant sur 7 puis
dériver.

b) Trouver un contrexemple.

WU Séparer 1’équivalence logique en deux implications.
Pour I'implication (i) = (ii), utiliser la décompo-
sition primaire de P dans R[X] et montrer, en notant
F={PeR[X]; 3(4,B) € (RX])®, P= A%+ B?},

que F' est stable par multiplication.
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16.1
On calcule :
e P! =2n(n —1)X?7~1 —2n(2n — X"~ + 2n2,
donc P!(1)=2n(n—1)—2n(2n—1)+2n%2=0
e P! =2n(n—1)(2n — 1)X27~2 — 2p(2n — 1)(n — 1)X"~2
=2n(2n — 1)(n — 1)(X2n—2 - X"~2)
donc P)/(1) =0

(mn—1)—22n—1)+2n?> - (2n%2 -3n+1) =0

« P = 2n(2n — 1)(n — 1) ((2n — 2)X2n—3
donc P{¥ (1) = 2n(2n — 1)(n — 1)n # 0.

- (TZ - 2)Xn73)a

Ainsi: P,(1)=0, P.(1)=0, P’(1)=0, P 1)#0.

On conclut, d’apres un théoréme du cours, que 1 est zéro
d’ordre trois exactement de Pp,.

—> : Puisque AANB =1,
(A+B)nA=1
on a

donc (A+ B) A
(A+ B)AB=1

(AB) = 1.

<= : Puisque A A B divise A et B, AA B divise A+ B et
AB, donc ANB=1.

Notons A =X2 +X +1et P, = (X4 4+ 1)" — X"

Comme A = (X — j)(X — j2) dans C[X], A est scindé simple
sur C,donc: A| P, < (Pu(j)=0 et Pr(j?) =0).
De plus, comme P, € R[X],ona: Pn(j?) = Pu(j) = Pn(j),
donc : Al P, < Pu(j)=0.

Et :

Po(j)=0 <= (J*+1)"—j"=0 <= (j+1"=j"

Y= (o)

= (=i =" <= (e
nm 2nm nmw
?ET 27] < — =0 [21] < n=0 [6].

On conclut que ’ensemble des n convenant est ’ensemble des
multiples de 6 dans N*.

a) Tl s’agit d’un trinéme en X3 :
X0 +9X3 +8 = (X3 +1)(X3 +28)
=X+ 1)X2-X+1)X+2)(X2-2X +4).

Les deux trinémes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

b) Il s’agit d’un trindme bicarré :
Xt —2X2 4+ 9= (X% +3)%-8X?
= (X2 +3-2V2X)(X% +3+2v2X)
= (X2 - 2v2X +3)(X? +2v2X 4 3).

O\f\fl'ﬁég GQZ§ okov CLCQ.g ]

Les deux trinémes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

¢) 1l s’agit d’un trindme bicarré :

XA+ X2 -6 = (X2—2)(X2+3) = (X—v2)(X+V2)(X2+3).

d) Passons par les nombres complexes :
(X% —4X 4 1)% 4 (3X — 5)2
=((X2—4X+ 1)+ i(8X-5))((X® —4X+1) - i(3X = 5))
=(X? - (4-31)X+(1-51))(X> - (4+31)X+(1+51)).

noté Q Cest Q

Le polynoéme @ est du second degré. Son discriminant est :
A=(4-31)2—4(1-5i)=3—4i=(2—-1)2%
Les zéros de @@ dans C sont donc :
4—31—2(2—1) W 4—314;(2—1)
Q=X-(1-1)(X-(3-21)),

=3—2i.
D’oi :
puis :
P=QQ
X—(1-1)) (X=@3-20)) | [(x-(+1) (X=(3+21))]
+)][(x=@-21) (x~@+21)]
(x~ 1>—i)][(<X—3>+2i)(<><—3>—2i)]
(X +1)((X-3)2+4)
= (X2—2X+2)(X2—6X+ 13).

X— (171))()(

(X— 1)+ i

[(
[(
= [
(

Les deux trinémes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

e)Ona: XP4+1=X+DX-X3+X2-X+1).

noté P

Le polynéme P est réciproque. On a, en passant par les frac-
tions rationnelles :

P (i1 agh) (K 5) (1))
En notant Y =X + %, on obtient :
P=X*((Y?-2)-Y+1)=X*(Y?-Y-1).

On factorise, dans R[Y], le trinéme du second degré apparu,
et on revient a la notation X :

o= (v -1)
= g T (g T
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V541
2

On conclut :

X5+1=(X+1)(X2+@X+1)(x2—@x+1).

Les deux trinémes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

f) lre méthode :

Ona:

X1 = (XZ-1)(X*+X%+1) = (X—1)(X+1)(X+X2+1).
On factorise le trindme bicarré obtenu :

X4 X241=(X24+1)2-X2
= (X241 -X)(X2+1)+X) = (X2 =X+ 1)(XZ+X+1).

On conclut :
X0o1=(X-DX+1D)X2+X+1)(X2-X+1).

Les deux trinémes du second degré apparus sont irréductibles
dans R[X], car de discriminants < 0.

2¢é méthode :

Les zéros de X% —1 dans C sont les racines sixiémes de 1, qui
sont 1, —1, j, —j, j2, —j2, donc:

X0—1=X-DX+D((X-HX=i*))(X+)HX+i?)
=X -DE+D)EX2+ X+ D)X -X+1).

Soit z€Q, ==, (p,q) EZXN*, pAg=1.

QS

eOn a:

P(z)=0 < 2p* — 3p3q + 3p%¢% — 13pg® + 6¢* =0

p|6

ql2,

d’apres le théoréeme de Gauss, puisque p A q¢ = 1.

pl6g*

q|2p?

Ceci montre que les éventuels zéros rationnels de P sont né-

. p
cessairement de la forme = ou :
q

p e {*1, £2, +3, +6}, qe {1, 2}.

On essaie toutes les possibilités, ou on remarque que P(2) =0
1
et P(5)=0.
2
1
¢ On peut donc factoriser P par X — 2 et par X — 3 ou
encore par 2X — 1 :
P = (X-2)(2X34+X245X —3) = (X—2)(2X—1)(X24+X+3).

Le trindbme qui apparait est irréductible dans R[X] car son
discriminant est < 0.

« Calculons le pged de A et B dans C[X], par divisions eucli-
diennes successives :

‘ X ‘ X+a
X4 42X2 4+ X3 +X+a X2 —aX+b
X2 —aX+b aX?4+(1-b)X+a

(1 —b+a?®)X + (a — ab)
Si A et B ont au moins deux zéros communs, alors
deg (AAB) >2,donc: (1—b+a?)X+ (a—ab) =0,

1—-b+a?2=0
d’ou : et donca=0et b=1.
a—ab=0
e Réciproquement, poura=0et b=1,on a :
A=X34X=X(X2+1) et B=X*'42X24+1=(X2+1)2,

donc A et B ont deux zéros communs dans C, les nombres
complexes i et —i.

On conclut que A et B ont au moins deux zéros communs
dans C si et seulement si : (a,b) = (0,1).

Soit P € C[X], de degré 3.

1)Ona:
P(j) = (P"=X)(j)=0 X—-j|P =X
P23 =i (P -G =0 |X-i?|P-X

= (X-))X-j?) | P -X &= X*+X+1| P -X.
J#]
Comme de plus P’ — X est de degré 2, si P convient, alors il
existe a € C tel que : P/ — X = a(X2 +X +1), d’ou :

P =a(X?2+X+1)+X.

En primitivant, si P convient, alors il existe b € C tel que :

1
P:§X3+%X2+ax+b.

2) On a alors, pour un tel polynéme P :

a a+1l , . .9
P(J)=J2 3+ D) j +aj+ J
.2 . 1
PG7) = %+a+ j+ai2+b=j |1]-1
2a a—+1
“a_ —a+2=—1
3 g ot
1
a+ .
( _a)(J2—J)—J2—J
2
,5j+gb:,, a=-—1
l—a=2 b=-—2.

On conclut qu’il y a un polynéme P et un seul convenant :

— 13 2
P=-1x3-x-2.

On peut contréler que P convient bien.
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a) Pour que P soit le carré d’un polynoéme de R[X], puisque
P est de degré 4, il faut et il suffit qu’il existe ¢ € R tel que :

p= (X2+gX+c)2 (1).
Et :

2
(1) <= P:X4+aX3+<aZ+20)X2+acX+c2

Z+26:b c=3 c= -3
<~ < Ja=14 ou a=—4

ac =12

2_g b=10 b=—2

On conclut que P est le carré d’un polynéme de R[X] si et
seulement si :  (a,b) = (4,10) ou (a,b) = (—4,—2).

b) 1) Cas (a,b) = (4,10) :
On a alors ¢ = 3, donc P = (X2 42X 4+ 3)2 et :
P—1=(X2+4+2X+3)2-1=(X2+2X+2)(X2+2X+4)

et les trois trindbmes du second degré qui apparaissent sont
irréductibles puisque leurs discriminants sont < 0.

2) Cas (a,b) = (—4,—2) :
On a alors ¢ = —3 et :
P=(X?-2X-3)2 = (X+1)(X-3))® = (X +1)2(X - 3)?
d’out :
P-1=(X2-2X-3)2-1=(X2-2X-4)(X2-2X -2)
= (X - 1? = 5) (X~ 1)* - 3)
=X-1-VBHX-14+VE(X-1-V3)(X—1+V3).

a) La décomposition en éléments simples de F est de la
a b
F=FE+4+ —+ ——,
+ X—-1 + X -2

ot E € R[X], (a,b) € R? sont & calculer.

forme :

o La partie entiére F est le quotient de la division euclidienne
de X3 par (X —1)(X—-2)=X2-3X+2:

X3 X2 -3X+2
3X2 - 2X X+3
X -6
On adonc: EF =X+ 3.

¢ On calcule a par multiplication par X — 1 puis remplace-
ment de X par 1. On obtient : a = —1.

¢ On calcule b par multiplication par X —2 puis remplacement
de X par 2. On obtient : b = 8.

On conclut a la décomposition en éléments simples :
X3 1 8

X-DX-2 “TPrx—at

X -2

b) La décomposition de F est de la forme :
a b c
F=
(X -1)2 txoat X427

ol (a,b,c) € R3 est a calculer.

On calcule a par multiplication par (X — 1)2 puis remplace-
1
ment de X par 1. On obtient : a = re

¢ On calcule ¢ par multiplication par X+2 puis remplacement
2

de X par —2. On obtient : ¢ = s

e Pour calculer ensuite b, on multiplie par X puis on fait

2
tendre X vers I’infini. On obtient 0 = b+¢, donc b = —c = 5

On conclut & la décomposition en éléments simples :
X 1 1 2 1 2 1
(X-1)2(X+2) 3(X-12 9X-1 9X+2
¢) La partie entiere est le quotient de la division euclidienne
de X% + 1 par X2(X — 1) :

X® +1 | X4 —2X3 4 X2
2x4 — X3 +1 X+2
3X3 —2X2 41

La DES de la fraction rationnelle F' proposée est de la forme :

a b c d
F=X+424+—4+—-+————-+ ——
+ +X2+X+(X—1)2+X—17
On calcule a par multiplication par X2 puis remplacement
de Xpar0: a=1.

a, b, c,deR.

De méme, par multiplication par (X —1)2 puis remplacement

de X parl: c=2.

Puis :

b d 1 2

XX s ) e
3X3 —2X2 41 1 2
TTXeX 1)z X2 (X-1)2
3X3 — 5X2 42X 3X — 2
XX -1z XX -1

On calcule b par multiplication par X puis remplacement de X
par0: b=2.

De méme, par multiplication par X — 1 puis remplacement
deXparl: d=1.
1 2 2 1
Finalement : F=X4+2+4+ — 4+ —+4+ ——— + ——.
X2 X (X-12 X-1
d) La partie entiére de la fraction rationnelle proposée est
nulle, et la DES est de la forme :

A aX+b
TX T (X241)3
ou A\, a,.., fEeR.
On calcule A par multiplication par X puis remplacement de
Xpar0: A=1.

cX+d
CEEmE

eX+ f
X241’

Puis :

Pl X4 X 41— (X2+1)?

X X(X2 +1)3
X6 -2X%4-3X24+X X5 -2X3-3X+1
X(X2 +1)3 N (X2 4+ 1)3
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Par divisions euclidiennes successives :

—X5 —2X3 - 3X +1 X2 +1
—X3 —3X +1 —X3-X X2 +1
—2X+1 0 -X
Dou: a=-2,b=1,¢=0,d=0, e=-1, f=0.
—2X+1 X
Finalement : F = 7+ + .
(X2 +1)3 X2+1
16.10
1)Ona:
(X" - 1)Q (X”q)z (XmMk = (xmntt —1
k=0
:()('n,«‘»l)n_]_:(>(n+l_]_)S7

n—1
en notant S = Z(X"+1)k
k=0
Xt — 1| (X" - 1)Q.
X? - 1) A (Xt 1) =
eOnsait: X —1|X?—1letX—1]Xn+tt -1,
X—1] X" —=1)A X+ —1).
I=XX"-1+X-1),

done, si un polynéme D de K[X] divise X — 1 et divise
X7+l _ 1. alors D divise X — 1.

€ K[X].

Ceci montre :

2) Montrons : X -1
donc :

e D’autre part : X"+1 —

Ceci montre : (X" — 1) A (X"T! —1) =X —
n—1

3) En notant T = Z X% on a donc :
k=0

Xl 1 =(X-1P, X —1=(X-1)T,
et (X—1)P)A(X-1T)=X-1, donc PAT = 1.
Ona: (X—-1)P| (X-1)TQ, cest-a-dire: P |TQ.

Comme P AT = 1, il en résulte, d’aprés le théoréeme de
Gauss :

P|Q.

Il est clair que ’on peut supposer a > b.

Effectuons la division euclidienne de a par b dans N* :

a=bg+r, (qr)eN? 0<r<b,
puis celle de X — 1 par X? — 1 :
X -1| Xb—1
Xa,fb -1 Xa,fb_’_ +Xa7qb
Xe—ab _q

Ceci montre que le reste de la division euclidienne de X% — 1
par X? — 1 dans K[X] est X" — 1.

Ainsi, les algorithmes d’Euclide pour (a,b) dans Z et pour
(X% — 1, Xb — 1) dans K[X] sont menés simultanément.

Le dernier reste non nul, dans la suite des divisions eucli-
diennes donnant le pged de X* —1 et X? —1 est donc X% —1,
dot: X*-—1DAXP—1)=X%—1.

« Puisque PP*~1 4+ Q(—Q%1) = 1, d’aprés le théoreme de
Bézout : PAQ =1.

« D’autre part, puisque P* — Q% = 1, en dérivant, on déduit :

aPa—IP/ — be_lQ/.
Comme a —1 €N* ona P | P* ! donc P | bQ"~1Q".

Comme PAQ = 1,0n a PA (bQP"1) = 1, puis, d’aprés le
théoréme de Gauss : P | Q'.

De méme, par roles symétriques de (P, a) et (Q,b), on ob-
tient :

QIP.
«Si P et Q ne sont pas constants, alors deg (P’) = deg (P)—1
et deg (Q') = deg (Q)—1, d’ott, d’apres le résultat précédent :

deg (P) < deg(Q)—1 et deg(Q)<deg(P)-1,

contradiction.

Ceci montre que P ou @ est constant.

«Si, par exemple, P est constant, alors Q¥ = P% — 1 est
constant, deg (Q%) = 0, puis bdeg (Q) = 0 donc deg (Q) = 0,
et on déduit que @ est constant.

Finalement, P et @ sont constants.

a) Puisque P est scindé sur R, en notant n = deg(P), il
n

existe A € R*, z1,...,2p E R tels que : P =\ H(X — Tk)-

k=1
P 1
On a alors, d’apres le cours, dans R(X) : — =
P — X —xy
k=1
P’ <
En dérivant, on déduit : <—> =
k=1 (X —a)?
PP — P/2 n 1
c’est-a-dire : — = Z 72.
P o (X =)

Soit z € R.

eSi x n'est pas un zéro de P, c’est-a-dire si, pour tout
k € {1,..,n},  # x, alors on peut remplacer X par xj
dans le résultat précédent, d’ou :

(P? - PP")(z) = (P(2)) Z e > 0.

o Sizest zérode P, alors: (P2 — PP")(z) = (P'(:):))2 > 0.

Finalement : Vz € R, (P> — PP")(z) >0

b) Le résultat précédent ne s’étend pas a tous les polynémes
de R[X] (non constants).

Par exemple, pour P = X2 + 1, qui n’est pas scindé sur R,
ona: P =2X, P” =2, donc

P? PP’ =4X?-2(X?+1) =2X? - 2=2(X% - 1),

1
et, en particulier : (P2 —PP”)(§> < 0, ce qui montre

qu'on n’a pas : Vz € R, (P2 — PP")(z) > 0.
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Notons E = {P € R[X]; Vz € R, P(z)>0}

et F={PeR[X]; 3(4,B) e (RX])*, P=A4%+B?}.
Il est clair que F' C E, autrement dit : (i) = (i).
Réciproquement, soit P € E.

Remarquons d’abord que F' contient tous les polynémes de
la forme M2 pour tout M € R[X], et que F est stable par
multiplication, car, pour tous A, B, C, D € R[X] :

(A% + B%)(C? + D?) = (AC + BD)? + (AD — BC)2.
Le cas ou P est une constante étant d’étude immédiate, sup-
posons deg (P) > 1.
Il existe A € R*, N € N*, z1,...,zy € R deux a deux dis-

tincts, a1,..,any € N*, M € N, (p1,q1), -, (pas, qnr) € R?
tels que : Vj € {1,...., M}, P? —4q; <0

N M
et P=XA][(X==z:)* [[(X*+p;X+q;).

i=1 j=1

Puisque P € FE, on déduit, en faisant tendre la variable
vers +o0o0 : A > 0.

D’autre part, pour chaque ¢ € {1,..., N}, a; est pair, car si-
non, P changerait strictement de signe au voisinage de z;.
Pour chaque ¢ € {1,..., N}, il existe donc 3; € N* tel que
a; = 206;.

En notant :
N M
Q=A[[X=-a) et 5=][X>+p;X+a),
i=1 j=1
on a donc: P =Q2%S.

D’autre part, par mise sous forme canonique d’un trinéme
du second degré, on a, pour tout j € {1,..., M} :

N2 1 2
X24pX+q; = (X+ %) + (51/4Qj —p2) €F
Comme F' est stable par multiplication, on déduit S € F,
puis: P=Q?ScF.
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

L’ensemble des diviseurs communs & deux polynoémes A, B de K[X] — {0} est égal &
I’ensemble des diviseurs du pged de A et B.

Pour tous polynémes A, B de K[X] — {0}, ona: (AAB)(AV B)= AB.
Si deux polynoémes A, B de R[X] — {0} n’ont pas de zéro réel commun, alors AA B = 1.

Si deux polynémes A, B de C[X] — {0} n’ont pas de zéro complexe commun, alors

ANB=1.
Pour trois polynémes A, B,C de K[X] \ {0}, si A divise BC et si AA B = 1, alors
A divise C.
Si un polynéme P de R[X] n’a pas de zéro réel, alors P est irréductible dans R[X].
1
La décomposition en éléments simples de F = X1 dans R[X] est de la forme
a b
F=24 " ot R?.
X+X2+1’ ou (a,b) €
X3
La décompositio: en éléments simples de F = Oy ) dans R[X] est de la forme
__ ¢ s 2
F_X—1+X—2’ ou (a,b) € R

P
Si zg est un pole simple de la fraction rationnelle F' = 0’ ou P € K[X] et Q € K[X]—{0},

P(z
dans la décomposition en éléments simples de F est (20)

1
X — 20 Q/(ZO) -

alors le coefficient de

N Si P = kl:[l(X — zg) ol 21, ...z, € C, alors la décomposition en éléments simples de -
P K1
dans K[X] est : 5= kg_l X2
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C’est un résultat du cours. [ |

Il y a eu oubli d’'une hypothese sur les coefficients dominants des polynomes.

Un résultat correct est : pour tous polyndmes unitaires A, B de K[X] — {0}, on a :
(AANB)(AV B) = AB.

(%} Contrexemple : A =B = X2+ 1.
[ 16.3) b ad

En raisonnant par Pabsurde, si AA B # 1, alors deg (A A B) > 1, donc, comme AA B €
C[X], AAB admet au moins un zéro zy € C, donc (X—z¢) | A et (X—2p) | B, contradiction
avec I’hypothese.

C’est un résultat du cours, le théoreme de Gauss.

Contrexemple : P = X* + X2 + 1 n’a pas de zéro réel, mais P n’est pas irréductible dans m
R[X],car: P=(X*+1)?-X*= (X2 =X+ 1)(X?+X+1).

D’aprés le cours, la décomposition en éléments simples de F' dans R[X] est de la forme m

a bX+c
F=—+—+—— b R3.
Apres calcul btient a =1, b= -1, ¢ =0, d F—1+X
prés caleul, on obtient ¢ =1, b= ~1, ¢ =0, donc F'= TR
Il y a eu oubli de la partie entiere de F'. m
b
La décomposition en éléments simples de F' est de la forme F =F + X(i 1 + X_32’

ot E € Ry[X], (a,b) € R?
Apres calcul, on obtient : F=X+3, a=-1, b=28.

C’est un résultat du cours.
1GHNN C’est un résultat du cours.
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Vrai ou faux ? 282
Vrai ou faux, les réponses 283

K désigne
un corps commutatif.

On utilise les abréviations :

ev pour
espace vectoriel,

sev pour
sous-espace vectoriel.

QH«/M; abovdis Aavs los oxovcices

Montrer qu'un ensemble est un ev, un sev

Etudes d’intersections, de sommes, de sommes directes
de sev

Montrer que deux sev sont supplémentaires dans un ev

Montrer qu’une famille de vecteurs est libre, qu une famille
est liée, qu’une famille est génératrice.

/’Potvd'é essovctiols Al couvs

bDObuf

vosolution. dos oxovcices

Définitions et propriétés des ev et des sev

Définitions et propriétés des combinaisons linéaires de vec-
teurs, des familles libres, des familles liées, des familles gé-
nératrices

Définition et propriétés de l'intersection et de la somme
de sev

Définition et caractérisation d’une somme directe de sev

Définition de deux sev supplémentaires dans un ev.
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Méthode

Pour montrer qu'un en-
semble E muni de lois

usuelles est un ev

D’apres le cours, R[X] est bien un R-ev.
a)Ona F CR[X], 0€ F et, pour tous a ER, P,Q € F:

(aP+@Q)(1) =aP(1)+Q(1) =0,
~—~—
-0 -0
doncaP+Q € F.

Ceci montre que F est un sev de R[X], donc F est un ev.

b) On a 0 ¢ G, donc G n’est pas un ev.

Méthode

Pour montrer qu’une
partie F' d’'un ev E est
un sev de E
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Les méthodes a retenir

— =l

On note E = RY le R-ev des suites réelles
indexées par N.

a) Montrer que
F={(un)n € E; Vn €N, upi1 = 2un}
est un sev de E.

b) Est-ce que
G = {(Un)neN eFE; uy = 2}

est un sev de E 7

f

a) Ona: F C E, 0 € F et, pour tous a € R, u = (un)nen et
v = (Un)nen € F :
Vn €N, aunt1 + vnt1 = a(2un) + 2vn = 2(aun + vn),

donc au+v € F.

Ceci montre que F' est un sev de E.

b) La suite constante nulle n’est pas dans G, donc G n’est pas un sev
de E.

Pour établir des rela-
tions (souvent des inclu-
sions) entre sev d’un ev

Vs

Essayer de :

e passer par les éléments

« utiliser les propriétés des opérations sur les sev.

w FExercices 17.3, 17.7

Soient F un K-ev, F, G, H des sev de E.
Montrer :

(FNG)+(FnNnH)CFnNn(G+H).

Soit z € (FNG)+ (FnN H).

Ilexisteu € F NG, veEF N H tels que z = u + v.

Puisque u € F, v € F et que FFestunsevde E,ona: z € F.
Puisque u € G et v € H, on a, par définition : z € G+ H.
On obtient : = € F N (G + H).

Onconclut: (FNG)+ (FnNH)CFnN(G+H).

Pour montrer que deux
sev F,G d’'un ev E sont
supplémentaires dans F

Essayer de montrer F N G = {0} et F+ G =E.

w Exercices 17.2, 17.6

Voir aussi les méthodes a retenir du chapitre 18.

(B

Soient E un ev, A, B deux sev de E,
C un sev de E supplémentaire de A
dans F et tel que: C C B.

Montrer que C' est un supplémentaire de
A N B dans B.

1I)Ona: (ANnB)NC=(CnNA)NB={0}nB={0}.

2) «Ona: ANBC B et C C B, donc, puisque B est un sev de F :
(AnB)+CCB.

e Soit b € B.

Ona: be BCE=A¢C.

b=a+c
a=b—c, b€ B, c€ C C Bet Bestunsevde E, donc :

1l existe donc a € A, ¢ € C tels que :

On a:
a € B.
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Ainsi: b=a+4+c¢, a€ AN B, ceC.
Ceci montre : BC (AN B)+C.
On obtient : (AN B)+C = B.

On conclut : A N B et C sont supplémentaires dans B.
.

Pour montrer qu’une fa-
mille finie de vecteurs
d’un ev F est libre

Revenir a la définition, c’est-a-dire montrer que, si une combinaison
linéaire de ces vecteurs est nulle, alors nécessairement tous les coeffi-
cients sont nuls.

w FExercice 17.5

Voir aussi les méthodes a retenir des chapitres 18 a 20.

N\

Soit (a, b, ¢) € R3 tel que au + bv + cw = 0.

On note, dans R3 : Onaalors: a+b+c=0, a+c=0, b+c=0,
w=(1,1,0), v = (1,0,1), w = (1,1, 1). d’ou, par soustraction, b = 0, puis ¢ =0 et a = 0.

On conclut : la famille (u, v, w) est libre.
Montrer que la famille (u, v, w) est

libre.

Revenir a la définition de famille libre, et, suivant les exemples, essayer

, de :
Pour montrer qu’une
famille de fonctions o remplacer la variable par des valeurs particuliéres
est libre pour les lois « utiliser des passages a la limite

usuelles ag . . o
e dériver une ou plusieurs fois, ou primitiver

o utiliser des développements limités.
»+ Exercice 17.5

~

/_m a) Soit (a,b) € R? tel que af + bg = 0.

( ) Onaalors: Vz €]0; 400, alnz+bln(2z) =0.
On considere les applications

En remplagant x par 1, on déduit b = 0, d’our :

f5 9, h:]05 +oo[ — R vz €]0; +oo], alnz =0.
définies, pour tout  €]0; +oo[ par : En remplacant = par 2, on déduit a = 0.
f(z) =Ina, g(z) = In(2z), On conclut que la famille (f, g) est libre.
h(z) = In(3z). b) On remarque : g=In2+f, h=1In3+f,
a) Est-ce que la famille (f, g) est libre? doti:  (In3)(g = f) = (In3)(In2) = (In2)(h — f).
b) Fstce que la famille (f, g, h) est Ainsi : (In2—-1n3)f + (In3)g — (In2)h = 0.
Torie 7 Comme, par exemple, In 3 # 0, ceci montre que la famille (f, g, h) n’est

pas libre, c’est-a-dire qu’elle est liée.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour montrer qu’une fa-

mille finie de vecteurs
est liée

Ona: B-—A=X+2X?et C— B =X+ 2X2,
donc B—A=C—-B,dou A—-2B+C =0.

Ceci montre que la famille (A4, B, C) est liée.

Méthode

Pour montrer qu’un vec-
teur z d’un ev est dans

le sev engendré par une
famille F

Cherchons (a, b) € R? de fagon que x = ay + bz.
On a :

z=ay+bz <= (2,1,7)=a(1,1,2)+0b(1, 2, —-1)
<~ (2,1,7) =(a+b,a+2b, 2a—b)

a+b=2
b=-1
== a+2b=1 <
a=3.
2a —b="7

Ainsi : z = 3y — z, donc z est dans le sev engendré par y et z.
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s

_—

ETT] Exemple de deux familles de deux vecteurs engendrant le méme sev

Montrer que, dans R3, les deux vecteurs 7 = (1, 1, 0) et
méme sev que les deux vecteurs @ = (1, 3, —2) et ¥ = (1,

HTT] Supplémentaires et intersection

Soient E un K-ev, A, B des sev de E, C un supplémentaire de A N B dans B, c’est-a-dire
un sev de E tel que : (A N B) @ C = B. Montrer que A et C sont supplémentaires dans
A+ B.

[ 7%} Intersection et somme de sev
Soient E un K-ev, F,G, H des sev de E.

Onsuppose: FNGCFNH, F+GCF+H, HCG.
Montrer : H = G.

BT Etude d’une partie de K* définie par une équation homogene de degré 2

Pour K =R ou C, on note : Ex = {(z,y,2) € K3; 2% 4+ 2y% + 2% 4+ 22y + 2yz = 0}.
Est-ce que F est un K-ev ?

EE T Exemples d’études de liberté de familles finies de fonctions

Soient n € N*, (a1, ...,a,) € R" tels que a1 < ... < a,,. La famille d’applications (fq,)1<i<n
est-elle libre ou est-elle liée, dans les exemples suivants :

a) fo, : R— R, x+— |z — a4

b) fo,  R— R, x+— e%®

¢) fa, :R—{a1,...,an} — R, z+—

BT Exemple de deux sev supplémentaires dans un ev, dans le contexte de I'analyse

On note E = C1([0; 1],R) le R-ev des applications de classe C* sur [0; 1] et & valeurs
1
réelles, F = {feE; / F=0, f0)=0, f(1) :o}, er : [0:1] — R, a2
0
pour k € {0, 1, 2}, G = {aoeo +ajer + ases; (ag, a1, az) € R3}.
Montrer que F' et G sont deux sev de E supplémentaires dans E.

[ Etude du cas ou la réunion de deux sev est un sev
Soient E un K-ev, A, B deux sev de F. Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) AU BestunsevdeE (il) AC B ou BCA.
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Du mal a démarrer ?

-?up mal & domavver (P

Montrer que T et 7 se décomposent linéairement iv4) Montrer que, pour tout (A1,..,An) € R™ si
sur U et ¥, et que U et U se décomposent linéai- n )
rement sur 7 et 7 Z)‘ifai =0, alors: Vie {1,..,n}, X\ =0.
i=1

i4vH) Revenir a la définition de deux sev supplémentaires
dans un ev, en montrant :

ANC={0} et A4+C=A+B.

a) Remarquer que fq,, n’est pas dérivable en ap, tan-
dis que faq, ..., fa,,_, sont dérivables en as.

b) Multiplier par e ~%n% puis faire tendre z vers

+o0.
Partir d’un élément quelconque x de G et exploiter Z) Isoler fa, et étudier la limite lorsque = tend vers
i

les hypotheéses.
Pour exploiter x € F' + H, décomposer x en somme 1) Remarquer que G est donné comme sev engendré
d’un élément de F' et d’un élément de H : avoir 'ini- par une certaine famille de E.

tiative de prendre des notations. 2) Pour montrer que F' est un sev de FE, revenir a la

o s ,
174’8 Remarquer que la condition proposée revient a : définition d’un sev.

(z+1)%+ (y+2)2=0. 3) Montrer : F N G = {0}.
Utiliser, pour tout (a,b) € K2 : 4) Pour u € E donnée, chercher (f,g) € F x G tel

22— b—0 siK—R que u = f + g, en cherchant d’abord g.
a =0 < a=b= siK=

a2+b? =0 < (a+ib=0 ou a—ib=0) L’implication (i) = (i) est immédiate.
si K=C. Pour (i) = (ii), raisonner par I’absurde.
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1) 11 est clair, par exemple, que U = 37 — 27 et U =
47 — 3?. Ceci montre que U et U se décomposent linéai-
rement sur @ et I, donc : Vect (&, ¥) C Vect (T, 7).

2) De méme, on déduit @ = 3% —27 et ¥ = 4% —37, donc
U et U se décomposent linéairement sur ?, et 7, donc :

Vect (@, ) C Vect (2, ¥).

On peut aussi remarquer que (7, 7) est libre et que (7,5)
est libre, donc Vect (7, 7) et Vect (¥, ¥) sont deux sev de
méme dimension finie égale a 2.

Finalement, Vect (W, ¥) = Vect (2, ), donc @ et Y en-

gendrent le méme sev que U et

On a, en, utilisant ’associativité de ’addition :
A+B=A+((ANB)+C)=(A+(ANB)+C=A+C
et, en utilisant la commutativité et I’associativité de l'inter-
section: ANC=AN(CnNB)=(ANB)NC={0}.

On conclut que A et C sont deux sev supplémentaires
dans A+ B.

Soit z € G.

Puisquex €e GC F+G C F+ H,

il existe f € F, h € H tels que : z = f + h.

r€G, he HCG,

donc, puisque Gest unsevde E: f=xz—h€QG.
Onadonc: feFet feG,donc feFNGCF N H,
d’ou f € H.

Ainsi, f € H et h € H,

donc, puisque H est unsevde E: = f+h € H.
Ceci montre : G C H.

On a alors :

Comme, de plus, par hypothése, H C G, on conclut : H = G.
On a, pour tout (x,y,z) € K3 :
z2 + 2y2 +22 4+ 2xy + 2yz
= (@ + 20y + %) + (V° + 2yz +2°) = (e + ) + (y + 2)°
1) Si K =R, alors :
Ep = {(z,4,2) €R?; (z+y)®+(y+2)* =0}
—_———  ——
>0 >0

={(z,y,2) ER*; 2 +y=0 et y+2z=0},

donc Ep est un R-ev, c’est la droite vectorielle engendrée par
(1’ _17 1)

O\f\f'ﬁé,g 6Q2§ okov CLC&g ]

2) Si K = C, alors :
Ec {(z,y,2) eR®; (x+y)> + (y+2)* =0}

(z+y)+i(y+2)=0
(z,y,2) E(C3; ou
(z+y)—i(y+2)=0

= PUQ,
ol P est le plan vectoriel d’équation 2+ (14 i)y +2 =0, et
Q est le plan vectoriel d’équation = + (1 — i)y + z = 0.

On peut constater que E¢ est la réunion de deux plans vec-
toriels de C3, distincts entre eux.

On peut trouver deux éléments de Ec donc la somme n’est
pas dans E¢. Par exemple, v = (i, —1,1) € E¢ et
v=(—1,—-1,1) € Eg, maisu+v=(0, -2, 2) ¢ E¢.

Ceci montre que E¢ n’est pas un sev de C3.

n
a) Soit (A1, ..., An) € R™ tel que Z)‘ifai =0.
i=1
Supposons A\, # 0.
Alors, en isolant le terme Ay, fq,, et en divisant par A,,, on a :
n—1
\s
fan = Z *)\ifaq‘,'
i=1 "
n—1 s
Mais fa,, n’est pas dérivable en a, et Z —)\—Zfai est déri-
i=1 "
vable en an, car chaque fq,, pour 1 <4 < n—1, est dérivable
en ap,.

Ceci améne une contradiction et montre : A, = 0.
Puis, de proche en proche : A\p,—1 =0,...,A1 =0.

On conclut que (fa;)1<ign est libre.

b) Soit (A1,..., An) € R™ tel que ZAifai =0,
i=1

n
c’est-a-dire : Va € R, Z A e %% = 0.
i=1
Remarquons que, pour tout a €] — oco; 0[ fixé, on a :

e — 0.

xr —> +oo

Multiplions par e ~%n% et isolons le terme d’indice n :
n—1
VzeR, Y Ael®imomT 4y, =0
i=1

Et, pour tout i € {1,..,n — 1} : el®i—an)® _, g

r — +oo
puisque a; — an < 0.
On déduit A\, =0,
puis, en réitérant : Ap,—1 =0,..., A1 = 0.

On conclut que (fa;)1<ign est libre.
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Corrigés des exercices

¢) Soit (A1,..., An) € R™ tel que Z)‘ifai =0.
i=1
A

xr — a;

On adonc: Vz € R—{ai,...,an}, Z

i=1

=0.

Isolons, par exemple, le terme d’indice n, et exprimons Ay, :

n—1
\s
Ve €eR—A{a1,...,an}, An=—(z—an) E .
—~ r —a,;
=1
Comme aj,...ap—1 sont tous différents de a,, pour
. g o
chaque ¢ € {l1,..n — 1}, ‘ admet une limite
T —a;
finie lorsque x tend vers an, donc, par opérations,
n—1
A
—(z — an) E ! — 0, dou Ay =0.
-1 r—a; T — Qn

En réitérant, on déduit A\,—1 = 0,..., A1 = 0.

On conclut que (fa;)1<ign est libre.

1) eOna: FCEet0€F.

¢ On a, pour tout a € R et toutes f,g € F :

/Ol(af+g):a/Olf+/Olg=a0+0=o,

(af +9)(0) = af(0) +g(0) =a0+0=0,
(af +9)' (1) =af (1) +4¢'(1) =a0+0=0,
donc af 4+ g € F.

Ceci montre que F' est un sev de E.

2) 1l est clair que G = Vect (e, e1, e2), donc G est un sev
de E.

8) Soit f € F N G.
1

D’une part, f=0, f(0)=0, f/(1) =0, et, d’autre part,

il existe (ao, a1, az) € R3 tel que f = agep + are1 + azea,
Cest-a-dire tel que : Yz € [0; 1], f(z) = ao + a1z + aza?.

On a alors :
Yo a+ 2 +22 =0
0 2 3
fo)=0 T Jeo=0
1y =o a1 +2a2 =0
ap =0 ap =0
<~ 3a1 + 2a2 =0 <~ a1 =0
a1 + 2a9 =0 az =0,

d’on f=0.
Ceci montre : F N G = {0}.

4) Soit u € E. Cherchons f € F, g € G telles que u = f +g.

Soient (ao, a1, a2) € R3, g =apep +aie; +azgez, f =u—g.
Onadoncdéjau=f+getgeG. Ona:

[w-9=0

(u—g)(0)=0
(u—9)'(1)=0

fEF < u—g€eF <—

ao = u(0)

a1 + 2a2 = /(1) a1 + 2a2 = u/(1).

Il est clair que ce dernier systéme d’équations, d’inconnue
(a0, a1, a2) € R3, admet une solution (et une seule). Il existe
donc (f,g) € F X G (unique) tel que u = f+ g, ce qui montre
E=F+G.

On conclut que F' et G sont deux sev de E supplémentaires
dans E.

Le point ci-dessus numéro 4), traité avec I'unicité, rend alors
inutile le point numéro 3).

On peut enfin remarquer que G est de dimension trois et que
F n’est pas de dimension finie (on dit aussi que F est de
dimension infinie).

(i) = (ii) : Supposons que A U B soit un sev de E.
Raisonnons par ’absurde : supposons : A ¢ Bet B ¢ A.

11 existe alors a € A tel que a ¢ B, et B € B tel que b ¢ A.

Comme a € A C AUBetbe BC AU B, on a, par
hypothése : a+b € A U B, c’set-a-dire : a+b € A ou
a+be B.

Sia+be A, comme b= (a+b)—aet que A est un sev de
FE, on déduit b € A, contradiction.

De méme, si a + b € B, comme a = (a + b) — b, on déduit
a € B, contradiction.

Ce raisonnement par ’absurde montre : A C B ou B C A.

(ii) = (i) : Si, par exemple, A C B, alors A U B = B,
donc A U B est un sev de E.
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1A Toute intersection de sev d’un ev est un sev de cet ev.
18 Si deux sev F,G d’'un ev E sont en somme directe, alors £ = F @& G.

Pour trois vecteurs z,y, z d’un ev E, si les familles (z,y) et (y, z) sont toutes deux lies,
alors la famille (z, z) est liée

Pour trois vecteurs x,y,z d’'un ev E, si la famille (x,y, z) est liée, alors z € Vect (z,y).

Pour n > 3, si une famille (vy,...,v,) de vecteurs d'un ev E est liée, alors les vecteurs

V1, ..., Up sont deux a deux colinéaires.

L’ensemble ¢y des suites réelles convergeant vers 0 est un R-ev pour les lois usuelles.

L’ensemble c¢; des suites réelles convergeant vers 1 est un R-ev pour les lois usuelles.
Les fonctions f,g,h : R — R définies, pour tout x € R, par :

f(x)=1, g(x) =cos®z, h(z)=sin®z,

forment une famille liée.

Pour trois sev F,G,H d'unev E,si F+G=F + H, alors G = H.
IWAI0E On a, pour tous sev F,G,H dunev E: F+(GNH)=(F+G) N (F+ H).
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les fébooméaé

C’est un résultat du cours.

Contrexemple : E=R3 F=Rx {0} x {0}, G = {0} xR x {0}.
Une somme directe de deux sev de E n’est pas nécessairement égale a E.

Il y a confusion avec la notion de sev supplémentaires dans F.

Contrexemple : E =R?, z = (1,0), y = (0,0), z = (0,1).

Un résultat correct est : si les familles (x,y) et (y, z) sont liées et si y # 0, alors la famille
(z, z) est liée.

Contrexemple : E =R? z =1y =(0,0), z= (1,0).
Un résultat correct est : si la famille (z,y, z) est liée et si la famille (x,y) est libre, alors
z € Vect (z,y).

Contrexemple : E =R2, n=3, v; = (1,0), vs = (0,1), vz = (1,1).

WA On a (0) € c¢g et, pour tous @ € R, 4 = (up)neny €6 v = (Un)neny € co, ON a
au, +v, — 0, donc au+ v € cg.
noo

L’ensemble ¢; ne contient pas la suite nulle.
On a: f =g+ h, donc la famille (f, g, h) est liée.
Contrexemple : E =R, F=G =R, H ={0}.

iFAN Contrexemple : E =R? F = Vect ((1,1)), G = Vect ((1,0)), H = Vect ((0,1)).
Dans cet exemple, oma G N H={0}, F+ GNH)=F, mais F+G=F+H=E
donc (F+G)N(F+H)=E#F.

VE
[ W

[ WF

[ WF
VE

[ W
Y/ N
[ JWF
[ JWF
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%_VL QMAZG abovdlos Aavs los ovovcices

Les méthodes a retenir 285 o Montrer quun ev est de dimension finie et en trouver une

Les énoncés des exercices 288 base

Du mal a démarrer 7 289 , . . . . .
o . e Déterminer la dimension d’'un sev d’un ev de dimension

Les corrigés des exercices 290

Vrai ou faux ? 293 finie

, . , . .
Vrai ou faux, les réponses 294 » Montrer qu'une famille est une base d'un ev de dimension

finie

¢ Déterminer le rang d’une famille finie de vecteurs.

/'Po'wd'é essontiols AL couwvs
powy e vasolution. Heos eoxevcicos

K désigne
un corps commutatif. o Définition et propriétés des combinaisons linéaires finies de
vecteurs, des familles libres, familles liées, familles généra-
On utilise les abréviations : trices
€v pour ¢ Si deux sev ont la méme dimension et si I'un est inclus dans
espace vectoriel, Pautre, alors ils sont égaux
sev pour o Définition du rang d’une famille finie de vecteurs.

sous-espace vectoriel.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour montrer qu'un
sev F', ou un ev, est de

dimension finie

N
En notant a = (an)neN, b = (bn)nen les éléments de F' définis par
ap=1, a1 =0, bg=0, by =1, il est clair que F = Vect (a, b), ce qui
montre que F est un sev de dimension finie de RY, donc F est un ev
de dimension finie.

J

Méthode

Pour trouver une base

d’un sev engendré par
une famille F

N
Par définition de F, la famille (u, v, w) engendre F.
On remarque que d’une part, (u, v) est libre, et que, d’autre part,
(u, v, w) est liée car :
2u—v=2(1,1,0)— (1,0, 1) = (1, 2, —1) = w.
On conclut que (u, v) est une base de F'.
J

Méthode

Pour déterminer la di-
mension d’un sev de di-

mension finie d’un ev
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N
/_m Par définition de F, la famille (f, g, h) engendre F.

Montrons que (f, g, h) est libre.

On note E = R®, f, g, h : R — R les Soit (a, b, ¢) € R3 tel que af + bg + ch = 0.
applications définies, pour tout z € R, Ona: VR, atbe®tce—T =0

par :
Par le changement de variable t = e?®, on déduit :
f@) =1, g(x)=e", h(z)=e"",

et F' = Vect (f, g, h).

1
vVt €]0; oo, a—&-bt—‘rc; =0,

Déterminer dim (F). cest-a-dire :  Vt €]0; +oof, bt? +at+c=0.
Le polynéme bX? + aX + ¢ s’annule donc en une infinité de réels (les
réels > 0), donc c’est le polynéme nul, d’ot :
b=0,a=0, c=0.
Ainsi, (f, g, h) est libre.

Puisque (f, g, h) est libre et engendre F, (f, g, h), est une base de F'

et on conclut : dim (F) = 3.

7
\

!

11 suffit de montrer, par exemple : F C G et dim (F) = dim (G).

Pour montrer que deux
sev F,G d’'un ev FE de di-
mension finie sont égaux

(= )

e Y Onremarque: x =u+2v et y=3u—2v. donc GC F.

Dans R3, on note : De plus, il est clair que (u,v) est libre et que (z,y) est libre, donc :
dim (G) = 2 = dim (F).

On conclut : F =G.

6= (17 17 0)7 v= (17 07 1)7

= (35 17 2)’ y= (17 37 _2)7
F = Vect (u,v), G = Vect (z,y).
Montrer : F = G.
\

~

Essayer de :
Pour montrer que deux « montrer 'une des deux égalités FF N G = {0} ou F+G = E, et
sev F,G dun ev E de montrer : dim (F) + dim (G) = dim (E)
dimension finie sont sup- o montrer qu’il existe une base F de F et une base G de G telles
plémentaires dans £ que F U G, obtenue en juxtaposant F et G, soit une base de F.
w Exercice 18.3
\_ J
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Les méthodes a retenir

— =l ~

Il est clair que F' et G sont bien des sev de E.

( A SOitX:(m,y7z)eFﬂG_
Dans E = R3, on note Onaz=y=zetz+y+z=0donc3z=0,z=0, X =0.
u=(1,1,1), F=Ru, Ainsi: F N G = {0}.

Le sev F est une droite vectorielle, c’est-a-dire dim (F') = 1, et le sev G
est un plan vectoriel, c’est-a-dire dim (G) = 2.

Montrer que F' et G sont des sev supplé- Il en résulte : dim (F) 4+ dim (G) =1+ 2 =3 = dim (E).

mentaires dans E.
\ J  On conclut que F et G sont des sev de E supplémentaires dans E.

:

Extraire de F une sous-famille libre de plus grand cardinal. Le rang
de F est alors le cardinal de cette sous-famille.
w— Fxercice 18.4

G ={(z,y,2) €R®; x +y+2z=0}.

Pour déterminer le rang
d’une famille finie F de
vecteurs d’un ev

—— (et

¢« On remarque : cz2 + s2 = e, donc, par exemple, s2 se décompose
C » linéairement sur e et co.
Déterminer le rang de la famille e Montrons que la famille (e, c¢1, s1, c2) est libre.

Soit (a, B, v, §) € R* tel que : ae 4+ Bey +ys1 + dca = 0.
Ona: Ve €R, a+ Bcosz+ysinz + dcos’z = 0.

En remplagant  par m/2, par —7/2, on déduit: a+y =0 et a—y =0,
donc: a=~v=0.

F = (e, c1, c2, 51, 52)

d’applications de R dans R définies, pour
tout € R, par :

e(@) =1, ci(z) =cosz, si(z)=sina, Onadonc: VzeR, Bcosz+ dcos’>z =0.
ca(x) = cos?z, sa(x) = sin’z. En remplacant x par 0, par 7, on déduit : 8+5=0 et —3+6 =0,
doun 8=6=0.
& J/ Ceci montre que la famille (e, c1, s1, c2) est libre.
On conclut : rg(F) = 4.
\. J
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BT Exemple de recherche d’un supplémentaire d’un sev dans un ev
Onmnote E=Rtet: @ =(1,-1,1,—1), & =(1,2,3,4), F=Vect(Z, 7).

a) Former un systéme d’équations cartésiennes de F.
b) Déterminer un supplémentaire de F' dans E, par une base, et par un systéme d’équations
cartésiennes.

NN Exemple de base de R4[X]

On note, dans R[X] :
Ph=1, PP=X, P,=X-1X(X+1), BR=X*X+1), P,=X-1XX+1)%
Montrer que B = (P, ..., Py) est une base de R4[X].
B Exemple de deux sev supplémentaires dans un ev de dimension infinie

On note E = RE le R-ev de toutes les applications de R dans R et :
F={fekE; f(0)=0}, A=Cgp(F)={g€FE; g(0)#0}.
a) Vérifier que F est un sev de E. Est-ce que A est un sev de E?
b) Montrer que, pour toute g € A, la droite vectorielle Rg est un supplémentaire de F
dans F.
BT Exemple de calcul du rang d’une famille de fonctions

Onnote f:R—R, z+—z+1, ¢g:R—R, z+— 22
Quel est le rang de la famille A= (f, g, fof, fog, gof, gog)?

EE T £ kEG Une base de K, [X]

Soient n € N*, (a,b) € K2 tel que a # b.

On note, pour tout i € [0; n] : P = (X —a) (X —b)"".

Montrer que la famille (P;)o<i<n est une base de K, [X].
] Racine carrée d’un entier non carré parfait

Soit N € N tel que N ne soit le carré d’aucun entier. Montrer :

a) VN ¢ Q

b) (1,V/N) est Q-libre.

1 Une inégalité sur des carrés de dimensions de sev
Soient £ un K-ev de dimension finie, F, G deux sev de E. Montrer :
(dim (F + @))* + (dim (F N @))* > (dim (F))* + (dim (G))
et étudier le cas d’égalité.

] Inégalité sur des dimensions pour trois sev
Soient E un K-ev de dimension finie, A, B,C des sev de E. On note, pour abréger, d(.)
la dimension d’un sev de E. Montrer :
d(A+ B+ C)+Max [d(A N B),d(ANn C),dBn C)| <d(A)+d(B)+d(C).
288



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Du mal a démarrer ?

Base formée de polynomes d’interpolation de Lagrange

Soient n € N*, ag, ..., a, € K deux a deux distincts.

On note, pour tout 7 € [0; n] : L; =

Montrer que la famille £ = (L, ...

-Pup mal & domavver Q

a) En notant @ = (z, y, 2, t) un élément quel-
conque de E, éliminer (a,b) € R? dans :

ﬁ:a?—l—b?.

b) Considérer, par exemple :
% =(1,0,0,0)et ¥ =(0, 1, 0, 0).

« Vérifier d’abord que Py, ..., Py sont dans Ry[X].
o Montrer que B est libre.

« Utiliser un argument de dimension.

a) Remarquer que A ne contient pas 0.

b) Pour g € A fixée, montrer que Rg et F' sont sup-
plémentaires dans E en revenant & la définition de
deux sev supplémentaires dans un ev.

Pour décomposer un élément quelconque de E sur Rg
et F', on pourra raisonner par analyse et syntheése.

Exprimer les éléments de A.

I[I X-a)

0<j<n, j#i

T (a-a)

0<j<n, j#i

, L) est une base de K,,[X].

1) Vérifier : Vi € [0; n], P; € Kn[X].

2) Montrer que (P;)ogi<n est libre, en revenant &
la définition et en évaluant les polynomes en a; par
exemple.

3) Utiliser un argument de dimension.

a) Raisonner par l’absurde et utiliser (par exemple)
le théoréeme de Gauss.
b) Utiliser a).

Calculer la différence entre les deux membres de I'in-
égalité voulue et utiliser la formule de Grassmann.

Remarquer que, d’apreés la formule de Grassmann,
pour tous sev F,G de E : d(F + G) < d(F) + d(G).

Appliquer & A + B et C et permuter.
« Vérifier : Vi € [0; n], L; € Kn[X].
o Montrer que L est libre, en revenant a la définition.

o Utiliser un argument de dimension.
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a) Soit W = (z, y, z, t) € E. On a :

WeF
< 3(a,b) eR? W=aZ +by
T 1 1
2 Yy _ -1 2
= 3(a,b) € R=, l=el +5b 3
t -1 4
r=a+b
=— 2b
— 3@ er? (Y ot
z=a+ 3b
t=—a+4b
2x —y = 3a
=3b
< 3J(a,b) €R? zty
4z — 3t =Ta
z+t="Tb
20—y 4z —3t
3 7
z+y z+t
3 7
<~

14z — 7Ty — 1224+ 9t =0
Tx + Ty — 3z — 3t =0.

On obtient ainsi un systéme d’équations cartésiennes de F,
et il n’y a pas unicité d’un systeéme d’équations cartésiennes
de F.

b) e Considérons, par exemple : U = (1, 0, 0, 0), v =
(0, 1, 0, 0), G = Vect(d, ¥). Pour montrer que G est
un supplémentaire de F' dans E, il suffit de montrer que la

famille (7, o, , 7) est libre.
1re méthode :
Soit (a, b, ¢, d) €ER*. On a :
AT 40 +cd +dT =0

1 1 1 0 0
-1 2 0 1 0
<= a 1 +b 3 +c 0 +d ol = 1o
-1 4 0 0 0
a+b+c=0 a=0
—a+2b+d=0 b=0
<
a+3b=0 c=0
—a+4b=0 d=0.

Ceci montre que (7, v, , 7) est libre, et on conclut que
G est un supplémentaire de F' dans E et qu’une base de G
est (W, 7).

O\f\fl'ﬁég GQZg okov CLCQ.g ]

2¢ méthode : utilisation d’un déterminant

D’apres le cours sur les déterminants, puisque E est de di-
mension 4 et que la famille considérée contient 4 vecteurs, il
suffit de montrer que le déterminant D de cette famille dans
la base canonique de R? n’est pas nul. On a, en développant
par rapport & la derniére colonne, deux fois de suite :

1 1

1
1 11
-1 2 0 1 1 3
P=11 3 o0 0“}1 Z 8—_‘71 4‘_’7’
-1 4 0 0
ainsi D # 0,

et on conclut que G est un supplémentaire de F' dans E.
o Il est clair qu’un systéme d’équations cartésiennes de G est :
z=0
t=0.
e D’abord, il est clair que : Vk € [0; 4], Pr € R4[X].
e Montrons que B = (Fp, ..., P1) est libre.
4

Soit (ag, ...,as) € R tel que : Z ap P, = 0.
En prenant les valeurs en 0, 81;170_1’ on déduit : ap = 0 et
ap —ay =0, dott a; =0.
On a alors :
0=asP2 +a3P3 +asPy
= ar(X = DXX+1) 4+ azX3(X+1) +as(X - 1)X(X +1)2
=X(X+1)[a2(X = 1) + asX + as(X — 1)(X + 1)]
= X(X =+ 1) [a4X2 =+ (a2 =+ ag)X — (az + a4)} s

d’ou : asX? + (a2 + a3)X — (a2 +a4) =0,
puis : as =0, az+a3 =0, —(az+as)=0,
et donc : ag =0, ag =0, a3z =0.

Ceci montre que B est libre.

« Comme B est libre et que Card (B) = 5 = dim (R4[X]), on
conclut : B est une base de R4[X].

a) 1) oIl est clair que ' C E et que 0 € F (ol on a noté 0
l’application constante nulle de R dans R).

¢ On a, pour tout a € R et toutes f,h € F' :
(af + h)(0) = af(0) + h(0) = a0 + 0 = 0,
donc af + h € F.
On conclut que F' est un sev de F.
2) 11 est immédiat que A n’est pas un sev de E, car, par
exemple, 0 ¢ A.
b) Soit g € A fixée.
1) Soit f € (Rg) N F. 1l existe alors a € R tel que f = ag,
et on a f(0) = 0. Dot : ag(0) = f(0) = 0. Comme

g(0) # 0, il en résulte o = 0, donc f = ag = 0. Ceci montre :
(Rg) N F = {0}.
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Corrigés des exercices

2) Soit ¢ € E. On veut montrer que ¢ se décompose linéai-
rement sur Rg et F, c’est-a-dire montrer qu’il existe a € R
et f € F telles que : ¢ = ag + f. Raisonnons par analyse et
syntheése.

« 3’1l existe (e, f) convenant, alors :
©(0) = ag(0) + f(0) = ag(0),
©(0 ©(0)

donc a="—=, puis f=p—ag=p— —=g.
9(0) 9(0)

« Réciproquement, montrons que le couple (a, f) précédem-
ment trouvé convient.

=

otons onca:@e — _@
Not d g((]) t f=¢ g(o) g.
Alors, af +g =@ et f(0) = ¢(0) — #(0) _ 7
g(0)

donc f € F.
Ceci montre que le couple (a, f) convient.

On a donc montré : (Rg)+ F = E.

Finalement : Rg et F' sont deux sev de E supplémentaires
dans FE, ou encore : Rg est un supplémentaire de F' dans F.

Remarque : 1l est alors clair, puisque A est un ensemble
infini, que F' admet une infinité de supplémentaires dans E.

Exprimons les (six) éléments de A :

fle)y=z+1, g(z)=2a?
(fof)@)=(x+1)+1=a+2, (fog)(x)=2"+1,
(gof)@m) =(@+1)?>=2+22+1, (gog)(x)=a".

¢« On remarque que les cinq premiers éléments de A sont des
fonctions polynomiales de degré < 2, donc se décomposent
sur

uix— 1, vier—x, w:x— x2.
D’autre part : u=fof—f, v=2f—folf,
Ainsi, le sev engendré par les cinq premiéres fonctions de A
est le méme que celui engendré par (u,v,w), donc le rang de
cette famille de cing éléments est égal a 3.

w=g.

e Comme g o g est une fonction polynomiale de degré 4, gog
n’est pas dans le sev engendré par (u,v,w).

crg(A) =4.

On conclut

1) D’abord, il est clair que : Vi € [0; n], P; € Ky[X].

2) Montrons que (P;)ogign est libre.

n
Soit ()‘i)Ogign € Kt tel que : Z)\sz =0.

1=0
En prenant la valeur en a, comme P;(a) = 0 pour tout ¢ > 1,
on obtient AgPy(a) = 0, puis, comme Pp(a) = (a — b)™ # 0,
on déduit A\g = 0.

En reportant et en simplifiant par X — a, on déduit :

doAX—a) TN (X —b)" T =0,
i=1

n—1

S NnX—a)(X—b)m Tt =0,

j=0

En réitérant, on obtient successivement : A1 =0, ..., \, = 0.

c’est-a-dire :

Ceci montre que (P;)ogign est libre.
Comme la famille (P;)ogi<n est libre et que
Card ((P;)o<i<n) = n+ 1 = dim (K [X]),

on conclut que (P;)ogign est une base de Ky [X].

a) Raisonnons par 'absurde : supposons VN € Q.
11 existe alors (p,q) € (N*)? tel que :

VN="L

q

et pAg=1.

On a donc : Ng? = p2.

Alors, g divise p2, et comme p A ¢ = 1, on déduit, par le
théoréme de Gauss : ¢ = 1.

Mais alors N = p?, contradiction.

Ceci montre : VN ¢ Q.
b) Soit (a, 8) € Q2 tel que a + SV N = 0.

Si B # 0, alors VN = —% € Q, contradiction.

Donc 8 = 0, puis a = —8vN = 0.
Ceci montre que (1,v/N) est Q-libre.

Pour la commodité, notons d & la place de dim, et notons
P le premier membre de 'inégalité voulue et S son second
membre.

eOn a:
P =8 = (d(F+@)*+ (dF N G))° — (dF)* - (d(@))*
= ((@F +@)* = ([@)?) - (([@@)* - (@F n 6))?)
= (d(F 4+ G) — d(F)) (d(F + G) + d(F))
—(d(@) —d(F N G)) (d(G) +d(F N G)).
D’apres la formule de Grassmann :
d(F+G)+d(F N G)=d(F) + d(G),

d(F+G) —d(F) =d(G) —d(F N GQ),
ce qui permet de mettre d(G) — d(F N G) en facteur, puis de
réutiliser la formule de Grassmann :

P-S = (d(@)—d(FNG)) (dF+G)+d(F)—d(G)—d(F N G))

donc :

= (d(G)—d(F N G))(2d(F) — 2d(F N G)) >0,
car FNGCGet FNGCE,
donc d(F N G) < d(G) et d(F N G) < d(F).
o Il y a égalité dans I'inégalité voulue si et seulement si P = .S,
c’est-a-dire d(G) = d(F N G) ou d(F) = d(F N G). Comme
F N G est inclus dans F' et F N G est inclus dans G, on

conclut qu’il y a égalité si et seulement si G = F' N G ou
F =F N G, c’est-a-dire si et seulement si G C F ou F' C G.
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Rappelons la formule de Grassmann, pour tous sev F, G d’un
ev de dimension finie :

d(F+G)=d(F)+d(G) —d(F n G),
d’ou I'inégalité : d(F + G) < d(F) + d(G).
On a:
d(A+B+C)=d((A+B)+C) <d(A+ B) +d(C)
=d(A) +d(B) +d(C) —d(A N B),
dou: d(A+ B+ C)+d(A N B)<d(A)+d(B)+d(C).
En appliquant ce résultat a (A, C, B) et & (B, C, A) a la place
de (A, B,C), on a aussi :

d(A+ B+ C)+d(AN C)<d(A)+d(B)+d(C)
et: d(A+ B+ C)+d(B n C)<d(A)+d(B)+d(C).
On conclut :
d(A+ B+ C) + Max [d(A N B),d(ANC),d(Bn C)]
< d(A) +d(B) +d(C).

« D’abord, il est clair que, pour tout i € [0; n], L; existe et
Li € Kn[X].

e Montrons que £ = (Lo, ...,

Soit (Ao, .- A ) € K?F1 tel que Z ALy = 0.
k=0

Ly,) est libre.
n

Soit k € [0; n] fixé.
Ona: 0= (ZA1L1>(ak) = Z)\ZLz(ak)
1=0 1=0
—aj;) / H a; — aj),

Mais, pour tout ¢ € [0; n], L; = H

J#i J#i
1 si 1=k
donc: Vi€ [0;n], Li(ar)=
0 si @ #k.

0= AiLi(ar) = A
1=0

D’ou :

Ceci montre que L est libre.

« Comme £ est libre et Card (£) =n + 1 = dim (K, [X])
conclut : £ est une base de Ky, [X].

, on
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

Si des polynémes Py, ..., P,, de K[X] vérifient deg (P;) = i pour tout ¢ € {0, ...,n}, alors
(Po, ..., P,) est une base de K, [X].

Si une famille (P, ..., P,) de polyndmes est une base de K,[X], alors, pour chaque i
de {0,...,n}, P; est de degré i.

Dans Ry[X], la famille
A=X?>4+X+4+1, B=X?>-X-2, C=X?+42X+3, D=X?>-3X+2

est libre.

On a, pour tout (n,p) € (N*)? : dim (M, ,(K)) = np.

Soient E un ev de dimension finie, n = dim (F), F une famille finie de E.
Deux des trois propriétés suivantes entrainent chaque fois la troisieme :
(1) F est libre, (2) F engendre £ (3) Card (F) = n.

Soient E un ev de dimension finie, F, G deux sev de E.
Deux des trois propriétés suivantes entrainent chaque fois la troisieme :

) F+G=E, (2)FNG={0}, (3)dim(F)+dim(G) = dim (E).

Soient E un ev de dimension finie, F, G deux sev de E.
Si (dim (E) =5, dim (F) = 3, dim (G) = 3), alors F N G # {0}.

Si E est un ev de dimension finie égale a n et si F est une famille finie liée et génératrice
de E, alors : Card (F) 2 n+ 1.

Une famille finie de p vecteurs d’un ev est liée si et seulement si son rang est inférieur
ou égal a p.

BN Si F et G sont deux familles finies d’un ev, alors rg(F U G) =rg (F) +1g(G).

<]
[T

<
(i

<
T

<]
[T

F

<| <l
(| [T

293



Chapitre 18 — Espaces vectoriels de dimension finie

-\[4‘; ol E ZIVE'N les féPoméaé

D’aprés I'hypothese, la famille (P, ..., P,,) est une famille de polynémes non nuls éche- [ |
lonnée en degré, donc est libre.

Comme cette famille comporte n+ 1 éléments et que K, [X] est de dimension n+ 1, il en
résulte que cette famille est une base de K, [X].

Contrexemples : P, =X""% 0<i<n,ou P,=(X—-1)(X+1)"% 0<i<n.

Il s’agit d’une famille de quatre polyndémes dans Ry[X] qui est un ev de dimension 3, m
donc cette famille est liée.

C’est un résultat du cours.
C’est un résultat du cours.
C’est un résultat du cours.
On a, d’apres la formule de Grassmann :

dim (F N G) =dim (F) + dim (G) —dim (F+ G) >3+3 -5 =1,
donc : F N G # {0}.
Puisque F est génératrice de E, on a Card (F) > n. [

Si Card (F) = n, alors F est une base de E, donc F n’est pas liée, contradiction.
Donc : Card (F) > n+ 1.

Un résultat correct est : une famille finie de p vecteurs est liée si et seulement si sont
rang est strictement inférieur a p.

BTN La formule est fausse dés que : F =G et rg(F) > 1.

D’apres la formule de Grassmann :
rg (F U G) =rg(F) + rg(G) — dim (Vect (F) N Vect (G)),
d’ott Pon déduit un énoncé correct : rg(F U G) < rg(F) +rg(9).
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Applications linéaires

% Q“A/_éwé abovdis Aavs los oxovcices

Les méthodes a retenir 296 « Détermination du noyau, de 'image d'une application li-
Les énoncés des exercices 302 néaire, obtention d’inclusions ou d’égalités faisant interve-
Du mal & démarrer 7 304 nir noyaux et images d’applications linéaires
Les corrigés des exercices 305 , . .. . .

. e Montrer qu'une certaine application linéaire est injective,
Vrai ou faux 7 308

est surjective, est bijective
Vrai ou faux, les réponses 309 ) ’ )

e Manipulation de projecteurs

e Détermination du rang d’une application linéaire, obtention
de résultats sur le rang d’une application linéaire.

/4700/&6 essontiols A couns

K désigne pour e vasoluchion. dos oxevcices

un corps commutatif.

o Définition et propriétés des applications linéaires, opéra-

On utilise les abréviations : tions sur les applications linéaires et les endomorphismes,
ev pour définition et propriétés du noyau et de I'image d’une appli-
espace vectoriel, cation linéaire
sev pour o Définition et caractérisation des projecteurs d’un espace
sous-espace vectoriel. vectoriel

e Théoreme du rang et ses conséquences pour les applications
linéaires et les endomorphismes en dimension finie.
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~

Essayer de :
Pour montrer qu’une e revenir a la définition d’une application linéaire, c’est-a-dire
application f: F — F montrer :
est linéaire, ou E et F VA€ K, Vo,y € E, f(Ohx+y)=Af(z)+ f(y)

sont des K-ev o montrer que f s’obtient, par certaines opérations, a partir d’ap-

plications linéaires.

/_m D’abord, R[X] est bien un R-ev. )

On a, pour tous a € R, P,Q € R[X] :
f(aP+Q)=X(aP+ Q)+ (aP + Q) = (aXP +XQ) + (aP’ + Q")
=aXP+P")+(XQ+Q") =af(P)+ f(Q),

donc f est linéaire.

Montrer que ’application
f:RX] — R[X], P— XP+P’

est linéaire.

:

Revenir aux définitions, avec les notations usuelles :

Pour manipuler noyan, | Ker () = {z € B; f(z) =0}, Im(f)={ye F; 3z e B, y= f(x)},
image, somme, loi ex-

t‘i?ne‘;.comll?ofit_ion dap- | (f+9)(2) = f(2) +g(x), A=) =Af(2), (9o f)(z)=g(f(2)).
1cations linealres
P = Exercices 19.1 4 19.5, 19.10, 19.11

% « L’inclusion {0} C Ker (f —ag) N Ker (f — bg) est évidente. )

( )
e Soit z € K — N K — bg).
Soient E, F deux K—ev, a,b € K tels o er(f —ag) er (f — bg)
que a £ b, f,g € L(E, F) tels que : On adonc: f(z)—ag(z) =0 et f(z)—bg(z)=0,
d’ot, par différence : (a — b)g(xz) = 0.
Ker (f) N Ker (g) = {0} Comme a # b, on déduit g(z) = 0, puis f(z) = ag(xz) = 0.
Montrer : Ainsi : Ker (f —ag) N Ker (f —bg) C Ker (f) N Ker (g) C {0}.
L Ker (f —ag) N Ker (f — bg) = {0}. ) On conclut : Ker (f —ag) N Ker (f — bg) = {0}.
\, J/
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~

Revenir a la définition : Ker (f) = {z € E; f(z)=0}.
Il s’agit donc de résoudre I’équation f(z) = 0, d’inconnue z € E.
-+ Exercices 19.1, 19.2, 19.4

Pour  déterminer le
noyau d’une application
linéaire f : E — F,
sans considération de
dimension

(_m 1) On a, pour tous « € R, P,Q € E : )

flaP+Q) = (aP + Q)X +1) — (aP + Q)(X)
=[aP(X+ 1)+ QX+ 1)] — [aP(X) + Q(X)]
=a[P(X+1) - PX)] + [QX+1) - Q(X)] = af(P) + f(Q),
Vérifier f € L(E) et déterminer Ker (f). donc: f € L(E).

On note E = R[X] et
f:E— E, P+ P(X+1)— P(X).

2) Soit P € Ker (f).
On a donc P(X + 1) = P(X), d’ou, par récurrence immédiate :
vn € N, P(n) = P(0).

Le polynéme P — P(0) s’annule en une infinité de points (les n € N),
donc P — P(0) =0, P = P(0), P est constant.

« Réciproquement, pour tout polynéme constant P, on a f(P) = 0.
On conclut : Ker (f) est ’ensemble des polyndmes constants.

Autrement dit : Ker (f) = Ro[X].

:

Notant f:E — F lapplication linéaire, montrer Ker (f) = {0},
c’est-a-dire montrer :

Ve e E, (f(z)=0 = z=0).

Pour montrer qu’une
application linéaire est

injective
\ J
(_m 1) ePour toute f € FE, par produit d’applications continues, )
e N T(f): z— xf(z) est continue sur R, donc T'(f) € E.
On note E = CR,R) et T : E — E «On a, pour tous a € R, f,g € E :
l’application qui, a toute f € E, associe
lapplication T'(f) définie, par : Vz €R, T(af+ g)(z) =z(af + g)(z) = z(af(z) + g(z))
Ve €R, T(f)(z) =zf(x). = azf(z) + zg(z) = oT(f)(z) + T(9)(x) = (aT(f) + T(9)) (=),
Vérifier T € L(E) et montrer que T est done: T(af+g) = aT(f) +T(g)-
. Ceci montre que T est linéaire.
injective.
~ 7 Ainsi: T € L(E).

2) Soit f € Ker (T).
Onmn a alors T'(f) =0, c’est-a-dire : Vz € R, xf(z) =0,
d’ou, en divisant par z : Vz € R*, f(z)=0.
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L’application f est nulle sur R* et continue en 0, donc f(0) = 0, puis
f=0.
Ceci montre Ker (T') = {0}, donc T est injectif.

Méthode

Pour déterminer 'image
d’une application li-
néaire fE—F,

sans considération de
dimension

1) On a, pour tous « ER, P,Q € E :

flaP + Q) =X(aP + Q) = X(aP' + Q")

=aXP' +XQ' = af(P)+ f(Q),
donc f est linéaire.
On conclut : f € L(E).
2) «On a, pour tout P € E: f(P)(0) =0P’(0) =0,
donc: Im(f) C F.
e Soit P € F. Puisque P(0) = 0, il existe A € E tel que P = XA. Il est
clair que, par primitivation pour un polynéme, il existe B € E tel que
B’ = A.
On a alors P =XB' = f(B), donc P € Im (f).

On conclut : Im (f) = F.

Méthode

Pour montrer qu’une

application linéaire est
surjective

D’apres le cours, D est linéaire.

N
Soit Q € E. Il existe N € N, ag, ...,any € R tels que Q = Zakxk.
k=0

N
En notant P = Z a—ka'H, onaP€EFEet D(P)=P'=Q.
k=0k+1

Ceci montre que D est surjectif.

On peut remarquer que P est une primitive de Q.
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bijective, sans considé-
ration de dimension

Notant f : F — F l’application linéaire, essayer de :

Pour montrer qu’une o montrer : Ker(f) = {0} et Im(f)=F
application linéaire est e trouver une application g : F — E telle que :

gof=IdE et ng=IdF.

L’application g est alors la réciproque de f, et g est linéaire.

= FExercice 19.5

Soit E un K-ev, e = Idg, ¢ € L(E) tel
que @3 = 0. Montrer e — ¢ € GL(E) et

exprimer (e — )~ L.

(e—ploletp+p’)=e—¢=e
On remarque :
(etp+p?ole—p)=e—¢’=e

donc e— 9 €GL(E) et (e—¢) L =e+ ¢+ 2.

Pour montrer qu'un
endomorphisme f d’un
ev FE de dimension finie
est bijectif

Il suffit de montrer Ker (f) = {0} ou Im (f) = E.

(B

Soit n € N*. On note E = R, [X] et :
f:E—E, Pr——XP'+P

Vérifier f € L(E) et montrer que f est
bijectif.

1) e Pour tout P € E, on a deg(P) < n, donc deg (P') < n — 1, puis
deg (XP') < n, donc deg (XP’ + P) < n, et enfin f(P) € E.

¢On a, pour tous @ € R, P,Q € E :

flaP+ Q) =X(aP + Q) + (aP + Q)

=a(XP'+P)+(XQ'+ Q) = af(P) + f(Q),
donc f est linéaire.
Ainsi: f € L(E).

2) Puisque E est de dimension finie (égale & n + 1), d’aprés le cours
pour montrer que f est bijectif, il suffit de montrer, par exemple, que
f est injectif.

Soit P € Ker (f). Supposons P # 0 et notons d = deg (P) < n. Il existe

d
ag,...,aq € R, avec ag # 0, tels que P = Z arX®. Le coefficient du
k=0
terme de degré d de f(P) est dag + ag = (d + 1)ag, qui est non nul,
contradiction avec f(P) = 0.

Ceci montre Ker (f) = {0}, donc f est injectif.

Puisque E est de dimension finie et que f € L(E) est injectif, on

conclut, d’apres le cours, que f est bijectif.
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7

Pour relier entre elles
les dimensions du noyau

et de l'image d’une
application linéaire
f:EFE—F,  ou FE

et F sont des ev de
dimensions finies

Utiliser le théoreme du rang :

dim (Ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (E).

w FExercices 19.6, 19.7, 19.9, 19.13

—— (=)

Soient E un K-ev de dimension finie,

fyg € L(E) tels que :

Im (f)+Ker (g) = Im (g) + Ker (f) = E.

Montrer que ces deux sommes sont di-

rectes.

On a, en utilisant la formule de Grassmann et le théoréeme du rang :

dim (Im (f) N Ker (g)) + dim (Im (g) N Ker (f))
= dimIm (f) + dim Ker (g) — dim (Im (f) + Ker (g) )
=FE
+ dimIm (g) + dim Ker (f) — dim (Im (g) 4+ Ker (f) )
=E
= (dimIm (f) 4+ dimKer (f)) + (dim Ker (g) + dimIm (g)) — 2dim (E)
=dim (E) 4+ dim (E) — 2dim (E) = 0.

Comme les dimensions sont des entiers naturels, on déduit :

dim (Im (f) N Ker (g)) =0 et dim (Im (g) N Ker (f)) =0,

d’ott Im (f) N Ker(g) = {0} et Im(g) N Ker(f)={0}.

On conclut que les deux sommes de I’énoncé sont directes.

Pour manipuler le rang
d’'une application li-
néaire f : F — F, ou
E et F sont des ev de
dimensions finies

Utiliser :

« la définition du rang : 1g(f) = dim (Im (f))
o le théoréme du rang : rg(f) = dim (E) — dim (Ker (f)).

= Exercices 19.7 a 19.9, 19.13

— (e

Soient E, F,G des K-ev de dimensions
finies, f € L(E,F), g € L(F,G). Mon-

trer :

Ker (9) = Im (f)

gof=0
rg (f) +rg(g) = dim (F).

1) Supposons Ker (g) = Im (f).

e Soit z € E.

Ona: f(z)€Im(f)=Ker(g), donc g(f(z)) =0,
c’est-a-dire (g o f)(x) = 0.

Ceci montre : go f =0.

o En utilisant le théoréme du rang :

rg (f) +rg(g) = dimIm (f) 4+ (dim (F) — dim Ker (g)) = dim (F).
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2) Réciproquement, supposons :

gof=0 et rg(f)+rg(g) = dim (F).
e Soit y € Im (f). Il existe x € E tel que y = f(x).
Ona: g(y) = g(f(:z:)) = (go f)(z) =0, doncy € Ker(g).
Ceci montre : Im (f) C Ker (g).
e En utilisant le théoréme du rang :
dim Ker (g) = dim (F') — dim Im (g)

— dim (F) - 1g (9) = rg (f) = dimTm (/).

Ainsi : Im (f) C Ker (g) et dimIm (f) = dim Ker (g),
donc : Im (f) = Ker (g).

Méthode

Pour manipuler un pro-
jecteur p d'un ev E

~
fof=(foglof=folgof)=fog=f
Ona:
gog=(g9oflog=go(fog)=gof=y,
donc f et g sont des projecteurs de E.
J
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BT Etude de noyau et image d’une composée d’applications linéaires
Soient E, F,G des K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer :

a) f(Ker(go f)) =Ker(g) N Im(f)
b) g~ '(Im(go f)) = Ker (g) + Im(f).

T Noyau et image de la composée de deux applications linéaires
Soient E, F, G trois K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer :

a)Ker (go f) = =" (Ker (g))
b) Ker (go f) D Ker (f)

(f
¢)Im(go f) = g(Im(f))
d)Im (go f) C Im(g).

BT Etude du noyau et de I'image de deux applications linéaires vérifiant des équations

Soient E, F,G des K-ev, f € L(E,F), g€ L(F,G), he LG, F), k€ L(F,E).
On suppose : f=hogof et g=gofok.

Démontrer que Ker (g) et Im (f) sont supplémentaires dans F.

BT Etude de noyaux et images d’applications linéaires

Soient E, F, G trois K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer :
a)Ker(go f) =Ker(f) < Ker(g) N Im(f)={0}
b)Im(go f) =Im(g9) < Ker(g)+Im(f)=F.

(On pourra utiliser ’exercice 19.2.)

BT Etude de ¢ — ap, ol a € K et p est un projecteur

Soient E un K-ev, e = Idg, p un projecteur de E tel que p #0,a € K — {1}, f = e— ap.
Montrer que f € GL(E) et exprimer f~1.

B Caractérisation des endomorphismes [ tels que Ker (f) = Im (f) en dimension finie

Soient E un K-ev de dimension finie, n = dim (E), f € L(E). Montrer :

Ker (f)=Im(f) < (f2=0 et n=2rg(f)).
BT Endomorphismes vérifiant une condition de rang

Soient E un K-ev de dimension finie, n = dim (F), e = Idg, f,g € L(E) tels que :
frg=e et rg(f)+rg(g) <n

a) Etablir que Im (f) et Im (g) sont supplémentaires dans E et que : rg (f) +rg (g) = n.

b) En déduire que f et g sont des projecteurs.
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m Inégalités sur le rang de la somme de deux applications linéaires

Soient E, F deux K-ev de dimensions finies, (f, ') € (L(E, F))2 Montrer :
lrg (f) —rg (f)| <rg(f+ ) <rg(f) +rg(f).
m Etude des endomorphismes de R? tels que /% =0 et f2 #0

Soit f un endomorphisme de R3 nilpotent d’ordre trois, c’est-a-dire tel que f2 = 0 et
J2 £ 0. Montrer : Ker(f2) = Im (), Im (/%) = Ker (f), rg(f)=2, rg(f})=1.

1) Caractérisation de deux applications linéaires dont la composée est un isomorphisme
Soient E, F, G des K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) go f est un isomorphisme de E sur G
(ii) f est injective, g est surjective et F' = Ker (g) ® Im (f).

1JSEE CNS pour que la somme de deux projecteurs soit un projecteur
Soient £ un C-ev, p, q deux projecteurs de F.

Démontrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si: pog=gop=0.
1LY Deux endomorphismes qui commutent
Soient E un C-ev de dimension finie, e = Idg, (f,g) € (L(E))2 tel que :
fP=fog+2f—e=0.
Montrer : go f= fog.
1) Inégalité sur le rang de la composée de deux applications linéaires
Soient E, F, G trois K-ev de dimensions finies, f € L(E, F), g € L(F,G).
a) Montrer :  Ker (g |im (s) ) = Ker (g) N Im (f).
b) En déduire : rg(go f) =rg(f) — dim (Ker (g) N Im(f)).
¢) Montrer : rg(go f) > r1g(f) +rg(g) — dim (F).
1N Endomorphismes transformant tout vecteur en un vecteur qui lui est colinéaire

Soient E un K-ev, f € L(F). On suppose que, pour tout € E, la famille (x, f(x)) est
liée. Démontrer que f est une homothétie.
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-?w mal & domavver ?

On peut raisonner par équivalences logiques suc-
cessives, en utilisant la définition d’image directe,
d’image réciproque, de noyau, d’image d’une appli-
cation linéaire.

Utiliser la définition d’une image directe, d’une image
réciproque, du noyau et de I'image d’une applica-
tion linéaire. On pourra raisonner par équivalences
logiques successives

1) Montrer Ker (¢g) N Im (f) = {0}, en passant par
les éléments et en utilisant f = hogo f.
2) Pour y € F fixé, obtenir une décomposition de y
en somme d’un élément de Ker (g) et d’un élément
de Im (f), en utilisant g = go fok.

iV Séparer chaque équivalence logique demandée en
deux implications. Pour chaque implication, passer
par les éléments et utiliser la définition de 'intersec-
tion de deux sev, de la somme de deux sev, du noyau
et de I'image d’une application linéaire.

Exprimer p en fonction de f (si a # 0) et remplacer
dans p? = p. Obtenir ainsi une équation satisfaite
par f. Isoler e additivement dans cette équation.

= : Montrer f2 = 0 et utiliser le théoréme du

rang.

<= : Montrer Im (f) C Ker (f), puis comparer les
dimensions en utilisant le théoréme du rang.

a) Obtenir d’abord Im (f)+1Im (g) = E, puis utiliser

la formule de Grassmann pour déduire :
Im (f) N Im(g) = {0}.
b) Montrer que, pour tout z € E :

f(z = f(2)) € Im (f) N Im(g).

On peut aussi montrer que f et g commutent.

1) Montrer Im (f+ ) C Im (f)+Im (f’) puis passer

aux dimensions.
2) Appliquer le résultat précédent a (f + f/, —f') au
lieu de (f, f').

e Remarquer Im (f2) C Im(f) et montrer que
Im (f2) # Im (f) en raisonnant par 1’absurde. Obte-
nir ainsi :

{0} & Im (£%) & Im (f) & R?,

puis passer aux dimensions.

« Remarquer Ker (f2) D Ker (f) et utiliser le théo-
reme du rang.

19.10 PR (t)IH
¢ Se rappeler que, pour des applications, on a :
go f injective =—> f injective,
go f surjective = g surjective.
Ker (g) 1 Tm (£) = {0}.
Pour montrer Ker(g) + Im(f) = F, pour y € F
donné, amener = € E tel que g(y) = g(f(z)), puis
considérer y — f(x).
i) = (@{:
« Montrer : Ker (g o f) = {0}.
e Pour z € G, amener y € F tel que z = g(y), puis
décomposer linéairement y sur Ker (g) et Im (f).

e Montrer :

1SN Développer :
(p+a)?=@+ao(p+qe =p>+pogt+qop+q°
Attention : a priori, p et ¢ ne commutent pas; on ne
peut donc pas remplacer p o ¢ par g o p.
Une implication est évidente.
Pour la réciproque, ayant obtenu pog+gop = 0, pen-
ser & composer par p ou par g & gauche ou a droite,
pour déduire de nouvelles égalités.

1P Obtenir (f — g+ 2e)o f = e. Se rappeler que, d’aprés
le cours, si F est de dimension finie et si u,v € L(E)
vérifient uov = e, alors vou = e.

Pk Se rappeler d’abord que la notation g |y, () désigne
la restriction de g & Im (f) au départ :
9 lm sy :Im(f) — G, y+— g(y).
a) Revenir a la définition du noyau d’une application
linéaire.
b) Appliquer le théoréme du rang & g |1y, (y) -
¢) Utiliser le théoréme du rang.

LBEN Pour tout ¢ € E — {0}, il existe Ay € K tel que
f(xz) = Azx, mais, a priori, Ay dépend de z. Il faut
montrer que Az ne dépend pas de x. A cet effet, pour
(@,y) € (B - {0})?, considérer f(z), f(y), f(z+y),
et séparer I’étude en deux cas selon que la famille
(z,y) est libre ou est liée.
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Corrigés des exercices

pr— wvﬁé;cﬂg okovcices

a) On a, pour tout y € F' :

y € f(Ker(gof))

Jxz eKer (gof), y=f(v)
dzeE, (gof(x)=0 et y=f(x))
3z e B, (9(y) =0 et y= f(z))
9(y) =0 et 3z€E, y=f(x))

y € Ker(g) et y€Im(f)

y € Ker (g) N Im (f).
On conclut : f(Ker(go f)) = Ker (g) N Im (f).

freretny

b) On a, pour tout y € F :
yeg '(Im(gof))
< gy) €lm(gof)
<= 3Jzek, gy =(90f)(a)
< 3JzeE, gly-fx)=0
< 3z €E, y- f(x)€Ker(g)
— JzeIm(f), y—z € Ker(g)
<~

y € Ker (g) + Im (f).
On conclut : g~ *(Ker (g o f)) = Ker (g) +Im (f).

a) On a, pour tout z € E :
z€Ker(gof) <= (9o f)(x) =0 <= g(f(z)) =0
— f(z) € Ker(g) < acef_l(Ker(g))7

dou: Ker(go f) = f~1(Ker(g)).
b) Comme Ker (g) D {0}, on déduit de a) :

Ker(go f) = f'(Ker(g)) D f~'({0}) = Ker (f).

¢) Ona: Im(go f) = (g0 f)(E) = g(f(E)) = g(Im(f)).
d) Comme Im (f) C F, on déduit de c) :

Im (go f) = g(Im (f)) C g(F) =Im(g).

1) Soit y € Ker (g) NIm (f). Alors, g(y) = O et il existe x € E
tel que y = f(z). On a:

y=f()=(hogo f)(x) = (hog)(f(2)) = (hog)(y)

= h(g(y)) = h(0) = 0.
Ker (9) N Im (f) = {0}

2)Soity € F.Ona: g(y)=(gofok)(y) = 9((f°k)(y)),
puis : g(y —(fo k)(y)) = 0. On a alors :

y=(y—(fok) W)+ f(k®)),
—_———— ——
€Im (f)

Ceci montre :

€Ker (g)

ce qui montre : Ker (g) + Im (f) = F.

On conclut que Ker(g) et Im(f) sont supplémentaires
dans F.

a) 1) Supposons Ker (go f) = Ker (f).

Soit y € Ker (g) N Im (f).

Il existe x € E tel que y = f(z), et g(y) = 0.

dot: (go f)(x) = g(y) =0,

donc z € Ker(go f) = Ker (f), puis y = f(z) = 0.

Ceci montre : Ker(g) N Im (f) = {[0}.

2) Réciproquement, supposons Ker (g) N Im (f) = {0}.

D’apres 'exercice 19.2; on a déja :
Ker (go f) D Ker (f).

Soit z € Ker (g o f).

On a alors g(f(z)) = (go f)(z) =0,

donc f(z) € Ker (g) N Im (f) = {0},

d’ou f(z) =0, = € Ker (f).

Ceci montre Ker(go f) C Ker (f) et finalement :
Ker (go f) = Ker (f).

b) 1) Supposons Im (g o f) = Im (g).

Soit y € F. Comme g(y) € Im(g) = Im (g o f), il existe

z € E tel que g(y) = (go f)(z). On déduit g(y — f(z)) =0,
c’est-a-dire : y — f(z) € Ker (g).

On a alors :
y=(y— f(2)) + f(z) € Ker (g) + Im (f).

Ker (g) + Im (f) = F.
2) Réciproquement, supposons Ker (¢g) + Im (f) = F.

Ceci montre :

D’apres ’exercice 19.2, on a déja :
Im (g f) C Im (g).

Soit z € Im (g). 1l existe y € F tel que z = g(y). Il existe
ensuite u € Ker(g) et © € E tels que y = u+ f(z). On a
alors :

z=g(y) = 9(f(2)) = (90 f)(x) €Im(go f).
Ceci montre Im (g) C Im (g o f) et finalement :

Im (g f) = Im (g).

Exprimons p en fonction de f, si c’est possible.
Sia=0,alors f =¢,donc f € GL(E) et f~! =e.

1
Supposons a # 0. Alors, p = —(e — f), d’ou :
a
1 1
PP=p = —(—f>’==(-1)
a a

= e-2f+fl=ae—af = fP+(a—-2)f=(a—1e
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fo(ail(f—l—(a—Q)e)):e
<ai1

Ceci montre que f € GL(E) et f~' = %(f + (a—2)e).
a—

<~

(f+(a72)e)>of:e.

On peut remarquer que le résultat du cas a = 0 rentre dans
ce dernier résultat.

Finalement, f € GL(E) et f~! = %(f + (a —2)e).
a—

= : Supposons Ker (f) = Im (f).

«On a, pour tout z € E : f(z) € Im(f) C Ker(f), donc
f(f(:v)) =0, ce qui montre : f2 = 0.
« En utilisant le théoréme du rang et I’hypothése, on a :
rg (f) = dim (E) — dim Ker (f) = n —rg (f),
donc n = 2rg (f).
<= : Supposons f2 =0etn=_2rg(f).

«On a, pour tout z € E : f(f(w)) =0, donc f(x) € Ker (f),
ce qui montre : Im (f) C Ker (f).

¢ En utilisant le théoreme du rang :

dimKer (f) =n —rg(f) =rg(f) = dimIm (f).
11 en résulte : Im (f) = Ker (f).

a) 1) «On a:
Ve e B, z=e(x)=f(z)+g(z) € Im(f)+1Im(g),
donc Im (f) +Im (g) = E.

« Ensuite, pour étudier Im (f) N Im (g), appliquons la formule
de Grassmann :

dim (Im (f) N Im (g))
= dim (Im (f)) + dim (Im (g)) — dim (Im (f) 4 Im (g))
=rg(f) +rg(g) —dim(E) <n—-n=0,
Im (f) N Im(g) = {0}.

On conclut que Im (f) et Im (g) sont supplémentaires dans
E.

donc :

2)On a:
rg (f) +rg(9) = dim (Im (f)) + dim (Im (9))
=dim (Im (f) ® Im (g)) = dim (E) = n.

b) De f+ g = e, on déduit, en composant par f & droite :
f24gof=f Onadonc, pour tout z € E :

fle—f@) = = =) =9(f(x)).
On obtient : f(z — f(z)) € Im (f)
et f(x—f(x)) = g(f(a:)) € Im (g).

Comme Im (f) et Im (g) sont supplémentaires dans F, il en
résulte f(z — f(z)) = 0, dou f(z) = f?(x). Ceci montre
f2 = f, donc f est un projecteur.

Par réles symétriques de f et g, g est aussi un projecteur. Ou

encore, comme f est un projecteur et que g = e — f, g est un
projecteur, le projecteur associé a f.

)Ona: Im(f+ f) CIm(f)+Im(f'), car:
Ve e B, (f+f)()=f(z)+ f(x) €m(f)+Im(f).

En passant aux dimensions :
rg (f + f') = dim (Im (f + /")) < dim (Im (f) + Im (/"))
< dim (Im (f)) + dim (Im (f')) = rg (f) + g (f).

2) En appliquant le résultat précédent a (f + f/, —f') a la
place de (f, f'), on obtient :

rg(f) <rg(f+ ) +re(—f) =g (f + ) +18(f),

rg (f) —rg (f') <rg(f+ 1)

En échangeant f et f': rg(f’') —rg(f) <rg(f' + f),

|rg (f) — g ()] <rg(f + f).
Remarquer 'analogie avec I'inégalité triangulaire et I'inéga-

lité triangulaire renversée, par exemple pour la valeur absolue
dans R: V(z,2') € R?, ||z| - |2'|| < |z + 2'| < |z| + |2'].

e Puisque f2 = fo f,ona:Im(f2) CIm(f).

Montrons : Im (f2) # Im (f). A cet effet, raisonnons par 'ab-
surde : supposons Im (f2) = Im (f).

Soit 2 € E quelconque. On a : f(z) € Im(f) = Im(f2),
donc il existe t € E tel que f(z) = f(f(t)) = f2(t). D’'ot, en
composant par f: f2(z) = f3(t) = 0. Ceci montre f2 = 0,
contradiction avec ’hypothése f2 # 0.

On a donc établi : Im (f2) & Im (f).

donc :

d’ou finalement :

D’autre part, {0} & Im (f2) car f2 # 0, et Im (f) & R? car
sinon f serait surjective, donc bijective (puisque E est de
dimension finie), contradiction avec f3 = 0.

{0} & Im(f?) G Im (f) & R?,
Il en résulte, en passant aux dimensions :
0<rg(f?) <rg(f) <3,

et donc, comme il s’agit de nombres entiers :

Ainsi :

() =1 et rg(f) =2
eOn a:
5 fof2=0 Im (f2) C Ker (f)
=0 <= —

f2of=0 Im (f) C Ker (f2).

D’autre part, d’aprés le théoréme du rang :

{dim (Ker (f)) =3 —r1g(f) =1=rg(f?) =dim (Im(f2))
dim (Ker (f2)) =3 —rg (f?) =2 =1g(f) = dim (Im (f)).

On conclut : Im(f2) =Ker(f) et Im(f)=Ker(f?).

Remarque :

Un exemple d’endomorphisme f convenant est, en notant
B = (i, j, k) la base canonique de R3, ’endomorphisme f
de R® défini par :  f(i) =3, f(j)=k, f(k)=0.
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Corrigés des exercices

19.10
(i) = (@3):
Supposons que g o f soit un isomorphisme de E sur G.
e D’apres un résultat classique sur les applications :
g o f injective

gof bijective <— -
g o f surjective

f injective
g surjective.

e Soit y € Ker (g) N Im (f). Alors, g(y) = 0 et il existe x € E
tel que y = f(z). Dot 0=g(y) = g(f(x)) = (g0 f) ().
Comme g o f est bijective (donc injective), on déduit = 0,
puis y = f(z) = 0.

Ceci montre : Ker (g) N Im (f) = {0}.

e Soit y € F. Alors, g(y) € G. Comme go f est bijective (donc
surjective), il existe z € E tel que g(y) = g(f(z)). On a :

9(y — f(2)) = 9(y) — 9(f(2)) =0, donc y — f(x) € Ker (g).
y=(y—f@)+ f(2)
—_— ~~
€Ker (g) €Im (f)
Ceci montre : Ker (g) +Im (f) = F.
On conclut : F = Ker (g) ® Im (f).

Ainsi :

(i) = (@{):
On suppose f injective, g surjective et F' = Ker (g) @ Im (f).
eSoit @ € Ker(g o f). Alors, g(f(z)) = 0, donc

f(x) € Ker(g). Ainsi, f(z) € Ker N Im(f) = {0}, donc
f(z) =0, puis, comme f est injective, z = 0.

Ceci montre que g o f est injective.
eSoit z € G. Puisque g est surjective, il existe y € F

tel que z = g(y). Comme F = Ker (g) + Im (f), il existe
u € Ker (g), v € Im (f) tels que y = u+v. On a alors :

2= g(y) = glu+v) = g(u) +9(v) = g(v).
g

Comme v € Im (f), il existe z € E tel que v = f(z).
Onadonc: z=g(v)=g(f(z)) = (g0 f)(=).

Ceci montre que g o f est surjective.
On conclut que g o f est un isomorphisme de E sur G.

19.11
1) 11 est clair que, si poq = qop = 0, alors p + q est un
projecteur, car :

P+9)?=@+ao(+9) =p"+pog+qop+d’ =p+aq

2) Réciproquement, supposons que p + ¢ soit un projecteur

de E. On a alors :

p+a=(p+q9)° =p’+pog+qgop+q¢* =p+pog+gop+yg,

d’ott: pog+qop=0.

En composant par p a gauche, par p a droite, on obtient :
pog+pogqop=0 et pogop=gqop=0,

d’ou, en soustrayant : pog—qop=0.

et pog—qop=0

on déduit 2pog=2gop =0, donc: pog=qop=0.

Comme pog+qop=20

19.12

D’aprés I'hypotheése, fo (f — g+ 2e) = e, donc f admet
un symétrique & droite pour la loi o dans £(E). Comme E
est de dimension finie,, il en résulte (f — g+ 2¢) o f = e,
cest-a-dire : f2—gof+2f—e=0.

Par soustraction, on déduit : go f = fog.

a) On a, pour tout y € F' :

yEKer(glm(p) = (ye€m(f) et g(y) =0)
<= y € Ker(g) N Im(f).
b) Puisque :

rg(go f) = dim (Im (g o f))
= dim (Im (g |1m (£))) = 18 (9 ltm (5) )>

on a, d’apres le théoreme du rang :

18 (9 ltm (1) ) = dim (Im (f)) — dim (Ker (g |im () ),

d’ot, en utilisant a) :
rg(go f) =rg(f) — dim (Ker (g) N Im (f)).

¢) Comme : Ker (g) N Im (f) C Ker (g),
on a: dim (Ker(g) N Im(f)) < dim (Ker (g)),

d’on, d’apres b) et le théoréme du rang :

rg(go f) > rg(f) — dim (Ker (g))
=rg(f) — (dim (F) —rg(g)) = rg(f) + rg(g) — dim (F).

19.14
Par hypothése, pour tout x € E — {0}, il existe A\z € K tel
que f(z) = Apz.
11 est clair que, pour tout * € E — {0} fixé, A est unique et,
a priori, dépend de x.

Nous allons montrer que \; ne dépend pas de x.
Soit (z,y) € (E — {0})*.
1) Supposons (z,y) libre. On a :

f@) =Xez, f(¥) =Xy, flz+y) =datylz+y),
Az + Ayy = Aapy (T +y),
(Azty — Ae)@ + (Aaty — Ay)y = 0.

Comme (z,y) est libre, on a Apqy —Az =0 et Agpy —Ay =0,
et donc Az = Ay.

d’ou, par linéarité de f :

c’est-a-dire :

2) Supposons (z,y) liée.

Il existe o € K — {0} tel que y = .

Ona: f(y)=f(az)=oaf(z) =alzx

et : f(y) = ayy = \yaz,

d’ott : (Az — Ay)ax =0, et donc Ay = Ag.

On a ainsi montré que Ay ne dépend pas de x.

Ve € E—{0}, f(z)=Az.
De plus, trivialement : f(0) =0 = X0.

Dongc, il existe A € K tel que :

Finalement, f = A\Idg, c’est-a-dire que f est une homothétie.
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Vi o Fav ?

L’application f : R[X] — R[X], P —— XP + 1 est linéaire.
L’application f: R[X] — R[X], P~ X2P est linéaire.
LY Si E, F sont des K-ev est si f € L(E, F) est bijective, alors f~1 est linéaire.

Si f € L(E,F) et 'l existe une famille finie F de E telle que F et f(F) soient libres,
alors f est injective.

On a, pour toutes f,g € L(E,F): Im(f+g) =Im(f)+Im(g).

On a, pour toutes f € L(E, F), g € L(F,G) : Ker (f) C Ker (gof) et Im(gof) C Im(g).
L’application linéaire f : R[X] — R[X], P —— XP est surjective.

L’application linéaire g : R[X] — R[X], P —— P’ est surjective.

Si E et F sont des ev de dimensions finies et si f € L(E, F) est injective, alors f est
bijective.

BN Si ) F, G sont des K-ev de dimensions finies et si f € L(F, F) et g € L(F,G), alors :

rg (go f) < Min (rg (f), rg(9)).

<]
[T

<]
|

<]
(T

(<] <]
[T (|

(<] (<]
[T R

<]
(T
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les fébooméaé

On a f(0) =1 # 0, donc f n’est pas linéaire. m
On a, pour tous a« € R, P,Q € R[X] :

flaP+Q)=X2%(aP + Q) = aX?P + X2Q = af (P) + f(Q).

C’est un résultat du cours

Si f # 0, il existe x € E tel que f(x) # 0, et on a alors x # 0, F = (x) libre,
f(F) = (f(z)) libre et f peut ne pas étre injective.

Contrexemple : f#0, g=—fouIm(f+g) = {0} et Im(f) +Im(g) =Im(f) # {0}. § |

On a seulement l'inclusion Im (f + ¢g) C Im (f) + Im (g), car, si y € Im (f + g), alors il
existe z € E tel que y = (f + g)(z) = f(z) + g(z), donc y € Im (f) + Im (g).

On a, pour tout z € Ker (f), f(z) = 0, donc (g o f)(z) = g(f(z)) = g(0) = 0, dou
x € Ker (go f).

Pour tout z € Im (go f), il existe z € E tel que z = (go f)(z), d'ou z = g(f(z)) € Im (g).

Le polyndéme constant égal a 1 n’est pas atteint par f.

Pour tout @ € R[X], il existe P € R[X] tel que P’ = @, il suffit de prendre pour P une
primitive de @

Contrexemple : E=R2? F=R3 f:(z,y) — (z,v,0).
Il y a eu oubli de 'hypothese dim (F) = dim (F).

1B C’est un résultat du cours. |
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Calcul matriciel

%_VL QMAZG abovdlos Aavs los ovovcices

Les méthodes a retenir 311 « Calcul des puissances d’'une matrice carrée assez simple
%es en(in\ce(:is/des exe{?(:lces g;g o Etude de Dlinversibilité et, éventuellement, calcul de I'in-
u mal a demarrer ! . 7
d’ t
Les corrigés des exercices 321 \ferse UHE Tatriee carree
Vrai ou faux ? 325 » Itude d’ensembles structurés de matrices : groupes, an-
Vrai ou faux, les réponses 326 neaux, corps de matrices
e Détermination du rang d’une matrice.
:t- omts essontiols Ll cours
pouy lec vasolution. deos exevcices
K désigne ) o Définitions et structures des ensembles usuels de matrices :
un corps commutatif. Mn,p(K), M, (K), GL,(K), Tn,s(K), Tn,i(K), D, (K),

Sn(K), An(K)

On utilise les abréviations : . . .
o Matrices élémentaires

ev pour

. o Définition et propriétés du rang d’une matrice.
espace vectoriel,

sev pour
sous-espace vectoriel.
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Les méthodes a retenir

Pour effectuer un calcul
sur des matrices

o Essayer, autant que possible, de garder une notation globale
(une lettre pour une matrice), ne faisant pas intervenir les
termes des matrices.

e Lorsqu’intervient une matrice diagonale, ou une matrice trigo-
nale, passer aux termes des matrices.

-+ Exercices 20.1, 20.3, 20.8, 20.9, 20.18

— (e

1) Soit M € M2 (R) telle que M3 = A. On a alors :

r

.

8 0

On note A = (O _1) € Mz (R).

Résoudre I’équation
M3 = A,

d’inconnue M € M3 (R), en remar
que, si M3 = A, alors AM = MA.

) AM = M3M = M* = MM3 = MA.

En notant M = (2 ?tJ) , (x,y, 2,t) €RY, ona:

N 8 0 z y\ _ (z y\(8 O
a=ma = (G 0)EN=C N6 Y
8r 8y\ _(8x -y o
quant (fz ft) - (82 —t) y=2=0

y . _f(z O

On a donc : Mf(o t)'

2) Puis :

3.0 8 0 z3 =8 =2
M3 =A (z = = =
0 3 0 -1 B =_1 t=—1.

On conclut : § = { ((2) _01) }

Méthode

Pour effectuer un calcul
sur des matrices avec pa-
rametres

Essayer de décomposer linéairement ces matrices sur des matrices plus
simples, sans parametre, si c’est possible.

—{Eamk)

Montrer que

E= {M(a,b) = (_ab Z) ; (a,b)

5 1 0 0o 1 )
On a, pour tout (a,b) € R* : M(a,b) =a 0 1 +b 1 0)
N—_——
notée I notée J

donc E = Vect (I, J).
€ Rz} De plus :

b 0 0
est un R-espace vectoriel et en détermi- al +bJ =0 <= ( “ ) = ( ) <~ a=b=0,

ner une base et la dimension.

—b a 0 0

donc (I,J) est libre.

On conclut : E est un R-ev, (I, J) est une base de E, dim (E) = 2.
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— (D

Pour calculer les puis-
sances A, avec k € N*
ou k € Z, d’'une matrice
carrée A

o Essayer de décomposer A en combinaison linéaire d’une ma-

trice al,,, a € K, et d’'une matrice simple, souvent une matrice
nilpotente, et utiliser la formule du bindome de Newton.

Dans certains exemples simples, calculer A2, A3 et essayer de
conjecturer une formule pour A*, que I’on montrera alors par
récurrence sur k.

La formule obtenue pour A*, k € N sera souvent aussi valable
pour k € Z.

w FExercice 20.7

D’autres méthodes, liées a la réduction des matrices carrées, seront
vues en deuxieme année.

e Calcul de A™ pour n € N :

—{Eenl

On note A = (0 1) € Mz (R).

Calculer A™ pour tout n € Z.

1 0 0 1
Ona.A—(O 1)+(0 0).

N— N—\—

notée I notée N

Puisque I et N commutent, on a, d’aprés la formule du binéme de

n
Newton: VneN*, A"=(I+N)"=3 (")J"—ka.
k
k=0

On remarque N2 =0, donc : Vk >2, Nk =0.
La somme précédente se réduit donc aux deux termes d’indices 0 et 1,

= (e (==
dot: A _(0 1+ (N=1+nv=(, 7).

Il est clair que la formule obtenue est aussi vraie pour n = 0, puisque
A =1T.

o Calcul de A™ pour n € Z_ : L )
La matrice A est inversible et A~ = o ) .

Pour tout n € Z_, ona —n € Net :

GO 6

donc A" =(A"")"1 = (é 711) .

On conclut : VneZ, A" = (1 n) .

— (D

Pour montrer qu'une
matrice carrée
A€M, (K) est inver-
sible, et éventuellement
calculer son inverse

o Noter (Ei,...,E,) la base canonique de M, 1(K), (Ci,...,Cy)

la famille des colonnes de A. Exprimer C1, ..., C;, en fonction de
E1,...,E, par la donnée de A, résoudre ce systéme en considé-
rant que les inconnues sont Eq, ..., E,,, et en déduire I'inversibi-
lité de A et 'expression de I'inverse A~! de A.
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Les méthodes a retenir

En notant (Eq, E2, E3) la base canonique de M3 1(R) et C1, Ca, Cs3 )
les colonnes de A, on a :
C1 =e1 + ez — 2e3 ez = Cy — 2e1
Co = 2e1 + eo < <e3=C3—e1
C3=e; +e3 Cq =e1+(02—261)—2(03—61)
e =C1 —Cy +2C3
<— eg = —2C71 + 3Cy — 4C's
e3 =—C1+ Cy —C3.
1 -2 -1
On conclut : A est inversibleet A" = [ -1 3 1].
2 -4 -1
J
N
A(4A —-313) =13
On a:
(4A-3I3)A =13
donc A est inversible et A~1 =4A4 — 313.
J

Méthode

Pour calculer le

d’une matrice A
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—{Eaml

Déterminer, pour a € R, le rang de la

OnaL1:Lg,doncrg(A):rg(B),ole:(i cla C{)

matrice Sia # 1, alors L1 et Lz ne sont pas colinéaires, donc rg (B) = 2.
1 1 a Sia=1,alors L1 = Ly # 0, donc rg (B) = 1.
A= 1 a 1 € M3 (]R) 2 si a 75 1
1 1 a On conclut :  rg(A) =

1 si a=1.

314

Méthode

Utiliser la définition du rang d’une matrice comme dimension du sev

L . engendré par les colonnes de A (ou par les lignes de A).
Pour faire intervenir le .
w FExercice 20.14

rang d’une matrice A

Voir aussi les méthodes a retenir du chapitre 21.

/_m e Notons a € L(KP, K™), b € L(KY, KP) les applications linéaires

canoniquement représentées par A, B respectivement.

Soient m,p,q € N*, A € M, ,(K), D’apres le cours, :
B € My, »(K). Montrer :
o rg(AB) =rg(aob), rg(A)=rg(a), rg(B)=rg(b).

AB) < Mi A), rg(B)).
1 (AB) in (rg (4), re (5)) Ona: Im(aodb) C Im (a), donc dimIm (aod) < dimIm (a), c’est-a-dire
rg(aob) <rg(a), dou: rg(AB) <rg(A).

« En appliquant le résultat précédent a (*B, YA) & la place de (A, B),
ona : rg(*'B'A) <rg('B).

Mais, d’apres le cours, le rang de la transposée d’une matrice est égal
au rang de cette matrice, donc :

rg(*BYA) =1g ("(AB)) =rg(AB) et rg('B)=rg(B).
On déduit : rg(AB) < rg(B).
On conclut : 1g(AB) < Min (rg (A), rg (B)).
Ainsi, dans un produit de matrices, le rang ne peut que diminuer (au

sens large).

7

Pour manipuler des ma-
trices triangulaires e la somme et le produit de deux matrices triangulaires supé-

rieures sont triangulaires supérieures

Utiliser les propriétés du cours sur les matrices triangulaires, en par-
ticulier :

e une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses
termes diagonaux sont tous non nuls. De plus, dans ce cas, on
connait les termes diagonaux de la matrice inverse.

= Exercices 20.2, 20.7

7
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Les méthodes a retenir

—(Ea

Soit n € N — {0,1}. On note E l’en-
semble des matrices triangulaires supé-
rieures dont un terme diagonal au moins
est nul.

Montrer que E est stable par multiplica-
tion.

Est-ce que F est stable par addition ?

e Soient A, B € E.

Puisque A et B sont triangulaires supérieures, d’apres le cours, AB est
triangulaire supérieure.

De plus, les termes diagonaux de AB sont les produits des termes dia-
gonaux de A et de B a la méme place, donc, puisque I'un au moins des
termes diagonaux de A (par exemple) est nul, I'un au moins des termes
diagonaux de AB est aussi nul.

Ceci montre : AB € E.

eEn prenant pour A la matrice diagonale de termes diagonaux
(1,0,0,...,0) et pour B la matrice diagonale de termes diagonaux
(0,1,1,...,1), ona A € E, B € E, mais A+ B ¢ E, car tous les
termes diagonaux de A + B sont égaux & 1.

On conclut que E n’est pas stable pour addition.

<
. Privilégier la notation globale des matrices, en utilisant les propriétés
Pour manipuler des . .
, de la transposition et de la trace :
transposées de ma- . X . . ot
trices, ou des traces de (A +B) =a'A+'B, '(AB)="B'A
matrices carrées tr (¢A+ B) = atr (A) + tr (B), tr(AB)=tr(BA), tr( tA) = tr (A).
\ J

—EEal

Soient n € N*, A,B € Mjy(R) telles
que: YAA=tAB et AB = BA.

Montrer : t(A2)A2 = t(A2)B2.

On a :
Y(A2)A% = (PATA)(AA) = PA(TAA)A
= YA(*AB)A = (*AYA)(BA) = (*A*A)(AB),
“(A*)B* = (*A'A)(BB)
=YA(*AB)B = "A(*AA)B = (*AYA)(AB).

11 en résulte : t(A2)A2 = t(A2)B2.

(B

Soit n € N—{0,1}, M € M, (R). Mon-
trer :

M+'M =2tr (M), < *M=-M.

1) Supposons M + *M = 2tr (M) L,,.
On a, en prenant la trace :
tr (M + *M) =tr (M) +tr (*M) = 2tr (M)
tr (2tr (M) 1n) = 2tr (M) tr (I,) = 2ntr (M),
d’otu : 2tr (M) = 2ntr (M).
Comme n # 1, on déduit tr(M) = 0, puis M + *M = 0, donc
‘M=—-M.
2) Réciproquement, supposons *M = —M.
On a, en prenant la trace :
tr (*M) =tr (M) et tr(—M)=—tr(M),
d’ou tr (M) = —tr (M), 2tr (M) =0, tr (M) =0.
On a alors M + *M = 2tr (M) L,.
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Méthode

Pour manipuler des
matrices symétriques et
des matrices antisymé-
triques

On a:

"*B+C)=B+'C=(A+C)+C=A+(C+ t0)
='A+('C+O)=A+C)+C="'B+C,

donc: 'B+C € Sp(R).

On a :
Y(AB — BA) = Y(AB) — (BA) = *B'A—- *A®B
= (=B)(—=A) — (—A)(—=B) = BA— AB = —(AB — BA),

donc: AB — BA € A, (K).
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e

_—

BT Equation satisfaite par toute matrice carrée d’ordre 2

a b

Soit M = (c d) € M (R). Montrer : M? — (a + d)M + (ad — be) I = 0.

BT m Exemples simples de calcul d’inverses de matrices carrées inversibles

Pour chacune des matrices suivantes de M3(R), montrer qu’elle est inversible et calculer
10

son inverse : A= 1
1

OO =

1
1
0

— =

1
, B=|1 1
0 1
BT Calculs simples sur des matrices carrées d’ordre n

Soient n € N*, A € M,,(R). Montrer que deux quelconques des trois propriétés suivantes
entrainent la troisitme : (1) *AA=1,, (2) A’=1,, (3) 'A=A.

1T m Groupe multiplicatif des matrices triangulaires a termes diagonaux tous égaux a 1

Soient n € N* et E 'ensemble des matrices A = (a;;)1<i,j<n de My, (K) telles que :
1>7 = a;; =0

V0, f) € {1,...,n}?, !
) :_] = Qi = 2.

Montrer que E est un groupe pour la multiplication.

T m Exemple de sous-groupe de GL;(R)

. ) _( acht —asht
On note, pour tout (a,t) € R} xR : M(a,t) = (—asht acht > )
et G = {M(a, t); (a,t) € R x R}. Montrer que G est un groupe pour la multiplication.

ET1 Exemple de calcul d’inverse d’'une matrice carrée

1 ... ... 1

. . o 2 2
SmentneN,A:(Mm(z,J))KiKn: S | e ML(R).

1 2 ... n

Montrer que A est inversible et calculer A™1.

T Calcul des puissances d’'une matrice carrée avec parameétres, cas des exposants négatifs

1 b
Soit (a,b,c) € K3. On note M = |0 c | € M3(K).
0 1

o~ Q

a) Calculer M* pour tout k € N.
b) Montrer que M est inversible et calculer M* pour tout k € Z.
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BT m Manipulation d’égalités matricielles

Soient n € N*, A, B € M,,(R) telles que : A+B € GL,,(R), ABA = A2B, BAB = B%A.
Montrer : AB = BA.

EET] Commutation par utilisation d’un inverse

Soient n € N*; A, B € M,,(R) telles que : AB =2A+ 3B.
a) Montrer : (A—31,)(B—21,) =61,.
b) En déduire : AB = BA.

EET1 %500 Exemple de calcul du rang d’une matrice carrée d’ordre n

Soit n € N*. Quel est le rang de A = (sin(i + j)) € M, (R)?

1<i,i<n

EETT 2O 60 Matrices a termes strictement positifs

On dit ici qu'une matrice a termes réels est positive si et seulement si tous ses termes
sont > 0.

a) Montrer que la somme de deux matrices positives est positive et que le produit de deux
matrices positives est positive.

b) Soient n € N*, A € M, (R) positive. On suppose qu’il existe k € N* et X € M,, 1(R)
positive telle que A*X = X. Montrer qu’il existe Y € M,, 1 (R) positive telle que AY =Y.

EE 11 (1)) Etude des matrices combinaisons linéaires de I'identité et de la matrice de seuil

Soient n € N — {0,1}, (a,b) € K%, A la matrice de M,,(K) dont les termes diagonaux
sont tous égaux a a et les termes hors diagonale sont tous égaux a b.

Etudier Dinversibilité de A et calculer A~ quand cet inverse existe.

EET1 @ elfik) Calcul du rang d’une matrice dont les termes sont issus de la suite de Fibonacci

On note (¢n)nen la suite de Fibonacci, définie par ¢9 =0, ¢1 =1 et :

VneN, ¢ni2 = ¢ni1+ ¢n.
Soit n € N — {0, 1}. Déterminer le rang de la matrice A, = (¢it;)o<i,j<n € Mny1(R).

BT 2058 Décomposition des matrices de rang < 1 en produit d’une colonne par une ligne
Soient n € N*, H € M,,(K) telle que rg (H) < 1.
a) Montrer qu'il existe (U, V) € (Mml(K))2 telque : H=U"'W et tr(H)='VU.
b) Montrer : VA € M, (K), HAH =tr(AH)H.

BT m Exemple de calcul du rang d’une matrice carrée d’ordre n

1 0 ... 0 1
1 1 . (0 0
Soient n € N—{0,1}, A, = ¢ . "-. . 1| e€M,R).
© . 1 0
0o ... O 1 1

Déterminer le rang de A,,.
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vJINi}) Commutant d’une matrice diagonale a termes diagonaux deux a deux distincts

Soient n € N* dy,...,d, € K deux a deux distincts, D = diag(dy, ..., d,) la matrice dia-
gonale dont les termes diagonaux sont, dans l'ordre, dy, ..., d,,. Montrer que le commutant
de D, c’est-a-dire 'ensemble C (D)= {4 € M, (K); AD = DA} est égal & I'ensemble
D,,(K) des matrices diagonales de M, (K).

v]Ilv4| Exemple de groupe multiplicatif de matrices carrées d’ordre trois

1 a a
On note, pour tout (a,b) e RxR* : M(a,b)=[0 b b] € M3(R),
0 b b

et G ={M(a,b); (a,b) € R x R*}.

a) Montrer que G est un groupe pour la multiplication des matrices carrées. Préciser
I’élément neutre.

b) Est-ce que G est un sous-groupe de GL3(R)?

EEE] (w05 E} Exemple de calcul de I'inverse d’un polynome de matrice carrée

Soient n € N*, A € M,,(R) telle que : A° + A =1,.

Montrer que A% + A +1,, est inversible et calculer son inverse.

WIIBLN Centre de M, (K)

Soit n € N*. Déterminer le centre de M, (K), c’est-a-dire :
{AeM,(K); YM € M,,(K), AM = MA}.
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-Pw mal & domavver ?

Calculer M?2, puis le premier membre de 1’égalité
voulue.

mNoter (e1, e2, e3) la base canonique de M3 1(R) et
(V1, Va, V3) les colonnes de la matrice proposée. Ex-
primer, en utilisant la matrice de ’énoncé, Vi, Vo, V3
en fonction de e1, es, e3, puis calculer e, e2, es en
fonction de Vi, Vo, V3 par résolution d’un systéme
d’équations, ce qui montre que la matrice est inver-
sible et fournit son inverse.

Montrer successivement :
« [Met ()] = 3),
o [(Met (3)] = (2),
« [@et (3)] = (D).

m Montrer que E est un sous-groupe de GLy, (K).

Montrer que G est un sous-groupe de GL2(R) pour
la multiplication.

m En notant (e1, ..., en) la base canonique de M, 1 (R),
et (C1,...,Crn) les colonnes de A, exprimer C1, ...,Cp,
en fonction de ej,...,en, puis inverser le systéme
d’équations, en calculant ejp,...,e, en fonction de
C4, ..., Chp, ce qui fournira A1,

a) Décomposer M en M = I3 + N et utiliser la for-
mule du binéme de Newton.

b) Utiliser la formule du binéme de Newton.

m Calculer A(AB — BA) et B(AB — BA).

a) Immédiat.

b) Faire apparaitre un produit égal & I, le produit
en sens inverse est alors aussi égal a I,,.

vII08 Montrer que les colonnes de A se décomposent li-
néairement sur deux colonnes simples et fixes (qui
ne sont pas, a priori, des colonnes de A).

2JIBN a) Revenir aux éléments des matrices.
b) Considérer :
k—1
V=) AX=X+AX+---+AF X
i=0
]I Décomposer linéairement A sur I, et sur la matrice U
dont tous les termes sont égaux a 1.
Remarquer que U? = nU. En déduire une équation

du second degré satisfaite par A.

vlimkH Remarquer que, pour tout j € {0,...,n}, la colonne
numéro j + 2 de A, est la somme des colonnes nu-
méros j + 1 et j de Ay

v[INY o) Remarquer que, puisque rg (H) = 1, les colonnes
de H sont colinéaires a une colonne fixe, qui n’est
pas a priori une colonne de H.

b) Montrer, avec les notations de a) :
HAH = (*VAU)U'V.
Appliquer le résultat de a) & AH a la place de H.
Opérer Cpp +— C — C1 4 Ca + -+ (=1)""1Cp_1,

pour amener une n-éme colonne plus simple.
Un sens est évident.

Réciproquement, si A € C (D), traduire AD = DA
en passant par les éléments.

20.16

a) Montrer que G est stable pour la multiplication,
que J = M(0,1/2) est neutre dans G, et que tout
M (a,b) admet un symétrique pour la multiplication
dans G, en résolvant le systeme d’équations :

M(a,b)M(c,d) = J
M(e,d)M(a,b) = J

d’inconnue (¢, d) € R x R*.

b) Remarquer que G n’est pas inclus dans GL3(R),
ou encore, remarquer que I3 n’est pas dans G.

2JIsk:)) Effectuer la division euclidienne de X® 4+ X — 1 par
X2 +X+1.

»J[IBEN Utiliser les matrices élémentaires E;;.
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pr— o\f\fiﬁa’,é Hos okovcices

On calcule :
M2 (@ b\ (a b\ _ [a®+bc ab+bd
“\c d ¢ d)  \ca+dec cb+d?)’

d’ou, en effectuant les opérations :

M2 — (a+ d)M + (ad — be) Iy = 0.

Notons (e, e2, e3) la base canonique de Mg 1(R) et
(Vi, Va, V3) les colonnes de la matrice proposée.

On exprime, en utilisant la matrice de ’énoncé, Vi, Vo, V3 en
fonction de ej, e2, es, puis on calcule ej, ea, e3 en fonction
de V1, V2, V3 par résolution d’un systéeme d’équations, ce qui
montre que la matrice est inversible et fournit I’inverse.

Vi=el e1 =WV,
ePour A: (Vo =¢e1 +eo < {ea=V -V
Vi=e1 +ex+e3 e3=Vz—Va
1 -1 0
donc A est inversible et : A™! = | 0 1 -1
0 0 1
Vi=e1+e eg=Va—V3
ePour B: { Vo =ej+ex+e3 <= <e3=Vo—-W
V3 =e2 +e3 62=V1—(V2—V3)
1 -1
donc B est inversibleet : B71=| 1 —1 1
-1 1 0

< [(1) et (2)] = (3):
Supposons *AA =1, et A2 =1,. Alors, A est inversible et
ona: A"l =1t4 et A=l =A, dou: 'A=A.

o [(1) et 3)] = (2):
Supposons *AA =1, et A = A.
On a alors : A2 = YAA =1,.

< [(2) et (3)] = (1):
Supposons A2 =1, et *tA= A Onaalors: YAA = A% =1,,.

eSoient A,B € E. Comme A et B sont triangulaires su-
périeures & termes diagonaux tous égaux a 1, par produit
d’apres le cours, AB l’est aussi, donc AB € E.

oIl est clair que I, € E.

«Si A € F, alors, A est triangulaire supérieure a termes dia-
gonaux tous non nuls, donc, d’apreés le cours, A est inversible
et A~1 est triangulaire supérieure et ses termes diagonaux
sont tous égaux 1~ !, c’est-a-dire 1, donc A~! € E.

Ainsi, E est un sous-groupe de GL,(K), donc E est un
groupe pour la multiplication.

Montrons que G est un sous-groupe de GL2(R) pour la mul-
tiplication.

1) On a, pour tout (a,t) € RE xR :

acht —asht| o

det (M(a,t)) = —asht acht a?(ch?t—sh?t) = a2 # 0,

donc M(a,t) € GL2(R).
2)Ona:Iy=M(1,0) €q.
3) Soient (a,t), (a’,t') €R} xR. On a:

;. _ [ acht —asht a’cht’ —a’sht’
M(a, )M (a’,t) = (—asht acht ) (—a’ sht’ a’'cht’

_ [ ad’(chtcht’ +shtsht’) —aa’(chtsht’ +shtcht’)
~ \—ad’(shtcht’ +chtsht’) aa/(shtsht’ +chtcht’)

([ ad’ch(t+t') —ad'sh(t+1t)
" \—aad’sh(t+¢t) aa’ch(t+1?)

car (aa’,t +1') € RY xR,

) = M(ad, t+1) € G,

4) Soit (a,t) € R} x R.

D’apres 3) et 2), ona (™!, —t) € RY X Ret :
M(a,t)M(a=1, —t) = M(aa™ 1, t —t) = M(1,0) = I
M(a=1, —t)M(a,t) = M(a"ta, —t +t) = M(1,0) = Io.

Ceci montre : (M(a,t))_1 =M(a"1,-t) €G.

On conclut que G est un sous-groupe de GL2(R), donc G est
un groupe pour la multiplication.

Notons (e1,...,en) la base canonique de M, 1(R) et
C1,...,Cp les colonnes de A. On a :

Ci=e1t+ext--+en
Cy =e1 +2e2+ -+ 2en

Cn1=e1+2e2+ -+ (n—1ep—1+(n—1)en

Cn:el+282+"'+(n_1)e”*1+nen

e1t+ex+ - +ep=C1
e+ t+ep=0—-C

en—1+en=Cnh1—Cph_2

en =Cn —Cph-1
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e1=C1 — (Cp — C1) =2C1 — Cs
622(02701)*(03702)2701 +2Cy — C3g

€n—1 = 7cn—2 + 2C’n—l - Cn

€n = *Cn—l +Cn

Ceci montre que A est inversible et que :

2 -1 o0 0
12 0)

AT =1 0

0) 2 1

0 ... 0 -1 1

On peut controler le résultat, par exemple pour n = 3 :

1 1 1 2 —1 0 1 0 O
1 2 2 -1 2 —1]=10 1 0
1 2 3 0 -1 1 0 0 1
20.7
0 a b
a)Ona: M =I3+N,ou N=[|0 0 c], et:
0O 0 O
N N
0 a b 0 a b
0 0 ¢ 0 0 ¢
0O 0 O 0O 0 O
0 a b 0 0 ac 0 0 O
0 0 ¢ 0 0 O 0 0 O
0O 0 O 0O 0 O 0 0 O
N N2 N3

Comme I3 et N commutent, on a, par la formule du binéme
de Newton, pour tout k € N :

MF = (I3 + N)* = (]:)Ni=<g)l3+(]1€)N+ ];>N2

M=

1=0
1 0 O 0 a 0 0 ac
Bk —1

—(o 1 o)sxrfo 0o e)|+FE=D (g o o
0 0 1 0 0 0 2 \o o o
lkakb—&-@ac

=10 1 ke

0 0 1

b) eNotons M’ la matrice obtenue en remplagant k par —1
dans la formule obtenue en a). On a :

1 a b 1 —a —-b+ac 1 0 O
MM =[0 1 ¢ 0 1 —c =(0 1 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1

donc M est inversible et M~1 = M’.

e Montrons que la formule obtenue en a) est aussi valable
pour k € Z.

Soit k € Z_. On a alors k <0, —k >0, et :

1 ka kbt k(k2—1)ac 1 —ka —kb+ k(k;—l)ac
0 1 kc 0 1 —kc
0 0 1 0 0 1
M—k
1 0 O
=0 1 0
0 0 1
1 ka kb+ @ac
Onconclut: VkeZ, MF=1|0 1 kc
0o 0 1

A(AB - BA) = ABA—-A?2B=0
Ona:

B(BA - AB) = B2A -~ BAB =0,
donc, en additionnant : (A + B)(AB — BA) =0.

Comme A + B est inversible, il s’ensuit : AB — BA = 0,
donc : AB = BA.

a) (A—31,)(B—2l,) = AB —2A — 3B + 6I, = 61,.

1
b) D’aprés a), ona: (A— 3In)(6(B — QIn)) =1I,.

1
Ainsi, A — 31, est inversible et son inverse est E(B —2I,).

On a donc aussi, dans 'autre sens :
1
(g(B - 2In))(A —3L,) =1,

d’ol, en développant : BA =2A+ 3B = AB.

Puisque : sin(i + j) = cosjsin{ + sin j cos,

pour tout j € {1,...,n}, la jéme colonne de A est :
sin 1 cos 1

cosj +siny :

sinn cosn,

Ceci montre que les colonnes de A se décomposent linéaire-

ment sur deux colonnes fixes, donc rg(A) < 2.

11 est clair que, si n =1, alors rg(A) = 1.

Sin > 2, les deux premiéres colonnes de A forment une fa-

. . . sin2 sin3
mille libre, puisque par exemple sin3  sind nel, et on
conclut : rg(A) =2;
1 si n=1
Finalement : rg(A) =
2 si n>2

a) 1) Soient A = (aij)ij, B = (bij)ij € Mpyp(R) po-
sitives. On a alors A + B = (aj; + bj;)ij et, pour tout
(i,7) € {1,...,n}2, a;; > 0et by; >0, dou a;; +b;; >0, et
donc A + B est positive.
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2) Soient A = (ai]-)i]- € Mn’p(R), B = (bjk)jk S Mp,q(R)
positives.
AB = couple

On a alors pour tout

(Cik)ik, o,

P
(i, k) € {1,....,n} x{1,...,q} : ci = Zaijbjk > 0, comme
j=1

somme de produits de nombres tous > 0, et donc AB est
positive.

k—1 ]
b) Considérons Y = Z AX.

=0
D’aprés a), comme A eth sont positives, par produit, pour
tout ¢ € {1,...,k— 1}, A" X est positive, puis, par addition Y
est positive.
On, a :
AY = A(X + AX + -4+ AF71X)

= AX 4+ A2X 4. 4 AFIx 4 Akx
=(AX 4+ +AIX)+ X =Y.

Ainsi, Y convient.

20.12
En notant I =1, et U = (1) € M (K), on a :
A= (a—b)I +bU.

Comme U? = nU, on déduit :

A2 = (a-b2T+ (2(a-bb+nb*>)U
= (a—0b)21+ (2(a —b) +nb) (A — (a— b))
= (2(a—1b)+nb)A— ((a—b)?+nbla— b)),
donc :

A(A—= (2(a—0b) +nb)I) = —(a—b)(a+ (n—1)b) 1.
Sia#bet a+ (n—1)b#0, alors, en notant

-1
B= —((a —b)(a+(n— 1)b)) (A — (2(a—b) +nb)1),
on a AB = I, donc A est inversible et A~ = B.
Si a = b, alors A = aU, A n’est pas inversible.

Sia+ (n—1)b = 0, alors la somme des colonnes de A est
nulle, donc A n’est pas inversible.
20.13

Notons Cy, ..., Cy, les colonnes de A,,. On a, pour tout j €
{0,....,m —2}:

@j Bj+1
Ci+Cjp1 = +
bjtn bjtn+1
@i+ djt1 Pj+2
= : = : = Cjt2-
Gj+n + Pjtnt1 Gjtnt2

Ainsi, chaque colonne de A, sauf C7 et C2, est la somme
des deux colonnes précédentes.

Il en résulte que toutes les colonnes de A,, se décomposent
linéairement sur C; et C2, donc rg (A4y) < 2.

0 1
e D’autre part : Cp = (1 , Coy = 1 , donc (C1,C2) est
) =2

libre, d’ott : rg(Ap

On conclut : rg(An) = 2.

a) Puisque rg (H) < 1, il existe une colonne U = | de

ul

Un
M1 (K) telle que les colonnes de H soient toutes colinéaires
aU.

Il existe donc v, ..;,vn € K tels que :
U1v1 . U1Un
H=(nU v U) = =U"'V.
Un V1 UnUn

n
De plus: tr(H) = Z““’i = tvu.
i=1

b) Soit A€ M, (K).Ona:
HAH = (U'V)AU W) =U(*VAU) 'V = (*VAU)U *V.
——
€K
Comme en a), on a: tr(AH) = 'VAU.

On conclut : HAH =tr (AH)H.

Notons C1q,...,Cp, les colonnes de A,. D’aprés le cours, par
Cp¢—Cp—C1+Co+---+(-1)""1Cp_1,0na:

1+ (-1t

¢ Si n est pair, alors la derniére colonne de A, est nulle, et
comme les (n — 1) premieres colonnes de A, forment une
famille libre (d’aprés la méthode de Gauss), on conclut :
rg(An) =n—1.

¢ Si n est impair, alors les n colonnes de A,, forment une fa-
mille libre (d’aprés la méthode de Gauss), donc : rg (An) = n.

n—1 si n est pair
On conclut : rg(An) =

n si n est impair.

On peut regrouper ces deux résultats en un seul :

n—1

Vn eN-—{0,1}, rg(An):q J+1,

ou |.| désigne la partie entiere.
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1) Soit A € Dy (K). Puisque D et A sont diagonales, elles
commutent entre elles, donc A € C (D).

2) Réciproquement, soit A € C (D). On a :

A€C(D) < AD=DA

n

D (A)ir(D)gs = > (D)ar(A
k=1

k=1
= V(i,j5) € [15 n]?,
= V(i,j) € [1; n]?,
Soit (4,7) € [1; n]? tel que i # j.
On a alors, par hypothese, d; # d;, d’ou :

> V(i,5) € [1; n]?,

(A)ijd; = di(A)sj
(dj —di)(A)i; = 0.

(A)i; = 0.
Ceci montre que les termes non diagonaux de A sont tous
nuls, donc A € D, (K).

Finalement : C(D) =

a) 1) G est stable pour la multiplication car, pour tous
(a,b), (c,d) ER X R* :

D, (K).

1 a a 1 ¢ ¢
M(a,b)M(c,d) = 0 b b 0 d d
0 d d
1 c¢c+2ad c+2ad
=1|0 2bd 2bd = M(c+ 2ad, 2bd) € G.
0 2bd 2bd

2) On a, pour tout (a,b) € R x R* :

M(a,b)M(0,1/2) = M(a,b) et M(0,1/2)M(a,b) = M(a,b),
donc M(0,1/2) est neutre pour la multiplication dans G.

e Soit (a,b) € R x R*. Montrons que M (a,b) admet un sy-

métrique pour la multiplication dans G et calculons ce symé-
trique. On a, pour tout (c,d) € R x R* :

M(a,b)M(c,d) = M(0,1/2)
M(c,d)M(a,b) = M(0,1/2)
M(c + 2ad, 2bd) = M(0,1/2)

M (a + 2¢b,2db) = M(0,1/2)

< c+2ad=0, 2bd=1/2, a+2cb=0, 2db=1/2
a 1

—, d=— #0.
2b’ 4b 7
admet un symétrique pour la mul-
a 1
20 477)'
4) La multiplication est associative dans G car elle est
dans M3(R).
b) G n’est pas un sous-groupe de GL3(R), car G n’est pas

inclus dans GL3(R), puisque, par exemple M (0, 1) n’est pas
inversible dans GL3(R).

On peut aussi remarquer que le neutre I3 de GL3(R) n’est
pas dans G.

—

— c=—
Ceci montre que M (a, b)
tiplication dans G et que ce symétrique est M < -

Cherchons 1’éventuel inverse de A2 + A 4 1,, sous forme d’un
polynéme en A.

A cet effet, pour utiliser ’hypothése A% + A —I,, = 0, effec-
tuons la division euclidienne de X5 +X — 1 par X2+ X +1 :

X5 +X-1 X2 4X+1
—X4 X3 +X-1 X3 -X2+41
X2 4+X -1
-2
Onadonc: XP4+X—-1=X24+X+1)X3-X2+1)-2.

D’ou, en remplacant X par A :

0=A5+ AT, =(A2+ A+1,)(A% - A2 +1,,) — 21,.

On déduit : (A2 + A+ In)(%(fﬁ —A24 I,L)) =1,

et aussi lautre égalité en permutant les deux facteurs, qui
commutent.

On conclut que A2 + A +1,, est inversible et que son inverse
1
est B (A3 — A%y In>.

1) Soit A une matrice du centre de My, (K).

On a, en particulier, pour tout (i,5) € {1,...,n}? :
AEij = EijA.

Comme AE;; est la matrice dont tous les termes sont nuls
sauf ceux de la jé colonne, qui sont ceux de la iéme colonne
de A, et que E;; A est la matrice dont tous les termes sont
nuls sauf ceux de la ¢ ligne, qui sont ceux de la jé& ligne de A,
on déduit :

Vk 75 i, AL; = 0
Ve # 7, agj = 0
Qi = Qjj.

Ceci montre que, pour tout (i,5) € {1,...,n}? tel que i # j,

ona : a;; =0eta; =ajj;.

Ainsi, A est la matrice diagonale dont tous les termes sont
égaux a aj1, donc A =aq1 In.

2) Réciproquement, il est clair que, pour tout a € K, al,
est dans le centre de My, (K).

Finalement, le centre de M, (K) est {al,; a € K}.
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

AINE Si Ae M, ,(K) et X € M, ;(K), alors AX est combinaison linéaire des colonnes de A.

On a, pour toutes A, B, C € M,(K): BA+ CA= A(B+C).
On a, pour toutes A, B € M,,(K): AB=1, < BA=1I,.

On a, pour toutes A,B€ M,,(K): AB=0 < BA=0.

<]
[

Si n > 2, on a, pour toutes matrices A, B de M,(R) : (A + B)> = A> + 2AB + B~
On a, pour toutes A, B € GL,(K) : (AB)"!=A"'B"1.

On a, pour toutes A € M, ,(K), B€ M, ,(K): “(AB) = ‘B'A.

<
R

<|
|

Le rang d’une matrice est égal au nombre de ses colonnes.

Si deux matrices A, B de M, (R) sont symétriques, alors leur produit AB est aussi
symétrique.

VAN Si deux matrices A, B de M, (R) sont symétriques, alors le produit ABA est aussi sy-
métrique.
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C’est un résultat du cours.

Le résultat correct est : BA+CA = (B+C)A et il se peut que B+C et A ne commutent

pas.

C’est un résultat du cours.

Ainsi, si une matrice carrée admet un inverse d’un co6té, alors elle admet aussi le méme

0 0
0 1)°

inverse de 'autre coté.

Contrexemple : n =2, A= <(1) 8) , B= (

Ainsi, si le produit de deux matrices dans un certain ordre est la matrice nulle, alors le

produit dans ’autre ordre n’est pas nécessairement la matrice nulle.

Contrexemple : n =2, A= <(1) 8) , B= (

0 0
0 1

Les matrices A et B peuvent ne pas commuter.

La formule correcte est, en développant : (A + B)? = A2+ AB + BA + B2,

Contrexemple : n =2, A= <(1) i) , B= (

10
11

).
).

Le résultat correct est : AB est inversible et (AB)~! = B~tA~L.

C’est une formule du cours.

Le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes.

Par exemple, le rang de la matrice <g j) est égal a 1 et non a 2.

Contrexemple : n =2, A= G é) , B= (

JR) Ona: “(ABA) = ‘A'B'A = ABA.

0 1
11

) -

1 2
0 1

).

VE

VE

<
|

<
[
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7

Pour tout j € [1; n], la colonne numéro j de A est formée par les
coordonnées de f(e;) dans la base C de F.

mat1t1ce. A ‘d/u.n © = FExercices 21.1, 21.2
application linéaire

f + E— F dans une
base B = (e1,...,ep)
de E et une base
C=(f1,....fp)de F

Pour déterminer la

— (=) )

1l est clair que f est un endomorphisme de Rz [X].

Déterminer la matrice de Ona: f(1)=0, f(X)=1, f(X2)=2X, donc la matrice de f dans
f:Ra[X] — Ro[X], P +—s P’ 0 10
la base canonique de Ra[X]est: (0 0 2.
dans la base canonique de Ra[X]. 0 0 0

—— (e

11 est clair que f est une application linéaire de R2[X] dans R3[X].
Ona: f(1) =X, f(X)=X2 f(X2) = X3, donc la matrice de f

Déterminer la matrice de dans les bases canoniques de Ra[X] et R3[X] est :
f i Ro[X] — R3[X], P+— XP 0 0 O
1 0 O
dans les bases canoniques de Ry[X] 0 1 0
et R[X]. 0 0 1
\, J/

——{Eam) )

1l est clair que f est un endomorphisme de M2 (R).
( ) La base canonique de Ma(R) est B = (E11, E12, Ea1, E22), ot :

0 1
OnnoteA:( >et (1 0 _ (0 1 (0 0 _ (0 O
1 0 E11—(0 0)7E12—(0 O)’Em_(l 0)7E22—(0 )

f: Ma(R) — Ma(R), M —s AM.

—

On a:
ST B
~ J
f(E12) = AE12 = ((1) (1)) (8 (1)) _ (8 [1)) = o,
f(EB21) = AE21 = <(1) é) ((1) 8) = ((1) 8) = FE11,
f(E22) = AE22 = (2 (1)) (8 ?) = (8 (1)) = E1o.
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Les méthodes a retenir

\.

La matrice de f dans B est donc :

o= OO
= O OO
OO O+
O O = O

Pour montrer qu’une
matrice carrée
AeM,(K) est inver-
sible, et éventuellement
calculer son inverse

e Voir les méthodes a retenir du chapitre 20

o Interpréter A comme matrice d’un certain endomorphisme f
d’un espace vectoriel £ de dimension finie égale a n, montrer
que f est bijectif, exprimer f~!, et en déduire A~!.

= Fxercice 21.7

— (et

Les méthodes du chapitre 20 s’appliquent.

Montrer que la matrice

1 2 1
A=11 3 1
-1 4 0

est inversible et calculer A~1.

On peut aussi interpréter A comme la matrice d’un endomorphisme f
de R3 dans la base canonique (e1, ez, e3) de R3.
En notant u; = f(e1), uz = f(e2), us = f(e3), on a:

u; =e1 +e2 —e3, u2 =21+ 3e2+4e3, u3z=-e1+e2.
On déduit, par combinaisons linéaires par exemple :

e = 4uy —uo + Tuz, ez = 4uy +uz —6uz, e3 =uz —uj.

-4 4 -1
Onconclut: A~1=[-1 1 0
7 -6 1

Pour calculer le rang
d’une matrice A

e Voir les méthodes a retenir du chapitre 20.

o Faire apparaitre A sous la forme PJ, ,,Q, ou P et @ sont
inversibles.

 Appliquer le théoréme du rang, pour A € M, ,(K) :
rg (A) = p — dim (Ker (4)),

lorsqu’on peut déterminer Ker (A).

= Fxercice 21.10

— (e

Notons r = rg (A).

Soient n,p € N*, A € M, p(K). Dé-

montrer (résultat du cours) :

rg (*A) = 1g (A).

D’apres le cours, il existe P € GLn(K), Q € GL,(K) telles que
A=PlnprQ.

En transposant, on déduit : A= Q% J, . "P = 'QJp . P.

D’aprés le cours, puisque P et @ sont inversibles, 'P et *Q le sont
aussi.

On conclut, d’apreés le cours : rg(tA) = r =rg (A).
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Méthode

Essayer d’amener des combinaisons linéaires, des produit de matrices

Pour manipuler des ma- 2 2
décomposées en blocs.

trices décomposées en

= FExercice 21.13
blocs

— (=) )

. (A A\ (C 0\ _[(AC AD\ _
Ona: (B B)(O D)_<BC BD)_M'

La matrice (g ;) n’est pas inversible, puisque, par exemple, les

Soient n € N*, A B,C,D € My(K).
Montrer que la matrice

M= (AC AD

BC BD) € Ma, (K) colonnes C7 et Cy 41 sont égales.

Par produit, on déduit que M n’est pas inversible.
n’est pas inversible.

:

Trouver une matrice carrée inversible P telle que : B = PAP™!.
w Exercice 21.9

Pour montrer que deux
matrices carrées sont
semblables

On remarque : AB = AB(AA™!) = A(BA)A™!,

Soient n € N*, A € GLn(X), donc AB et BA sont semblables.
B € M, (K). Montrer que AB et BA

sont semblables.

— (e

Notons B = (e1, e2) la base canonique de Mgz 1(R) et f endomor-
phisme de My 1(R) représenté par A dans B.

On note On a donc: f(e1) =e2, f(e2)=0.
0 0 0 1 En notant C = (ez, e1), C est une base de M2 1(R) et on a f(e2) =0,
A= (1 0) , B= (0 O) € M2 (R) f(e1) = ez, donc la matrice de f dans C est la matrice B.

Wit Giie A @ 12 memth sk, Ainsi, A et B représentent le méme endomorphisme, donc A et B sont

semblables.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour montrer que deux
matrices carrées A, B ne
sont pas semblables

Ona: rg(A)=2etrg(B) =3, dourg(A)#rg(B), donc A et B ne
sont pas semblables.

Ona: tr(A) =tr(B) =3 et tr(C) = —1, dou tr(A) # tr (C) et
tr (B) # tr (C), donc A et C ne sont pas semblables, B et C ne sont
pas semblables.
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_—

HTT] Endomorphismes nilpotents en dimension 2

Soient E un K-ev de dimension 2, f € L(E) tel que : f2 =0 et f # 0. Montrer qu’il existe

une base B de F telle que la matrice de f dans B soit N = ((1) 8) .

BT Exemple de changement de bases pour une application linéaire

Soient F un R-ev de dimension 2, £ = (e1, e3) une base de F, F un R-ev de dimension 3,

2 1
F = (f1, f2, f3) une base de F. On note A= |3 —1] € M32(R), et u 'application
0 2

linéaire de E dans F représentée par A dans les bases £ de E et F de F.

a) Exprimer u(e;) et u(es) sur fi1, fa, f3.
b) On note €] = ey, ey =e1 +ey, & = (e}, €h), fi=fi+ f2, fo=Fi+ fs,

fo=fa+ fa, F'=(f1, f5, f%). Montrer que £’ est une base de E et que F’ est une base
de F, et déterminer la matrice A’ de u dans les bases £’ de E et F’ de F.

1T Exemple de détermination d’un noyau, d'une image, d’un rang

1 0 2 1
Onnote A=[2 3 1 1 | € M34(R) et f: R* — R3 Papplication linéaire de
-1 2 -5 -3

matrice A dans les bases canoniques.

a) Déterminer un systéme d’équations de Ker (f), puis une base de Ker(f) et

dim (Ker (f)).
b) Déterminer une base de Im (f). Quel est le rang de f?

T vJ18 Exemple d’isomorphisme de C,[X] sur C"*!

Soient n € N*, (ag, ..., a,) € C*"1. On considére 'application
f:Cu[X] — €™ P f(P) = (P(ag), P'(a1), ., P™ (an)).
Montrer que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

BT vi:Y) Exemple de détermination d’un noyau, d’une image

2 -4

On note A = (3 _6

) € My(R) et f: My(R) —s My(R), M — AM.

a) Vérifier que f est linéaire.
b) 1) Déterminer une base et la dimension de Ker (f).

2) Déterminer une base et la dimension de Im (f).
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Enoncés des exercices

BT Endomorphismes nilpotents d’ordre trois dans un espace vectoriel de dimension trois

Soient E un K-ev de dimension trois, f € L(E) tel que : f3 =0 et f2 # 0.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que la matrice de f dans B

0 0 O
soit N=11 0 0
01 0

b) Déterminer le commutant Cy de N dans M3(R), c’est-a-dire I'ensemble :

Cn ={AeMjs(R); AN = NA}.

¢) En déduire, en notant e =Idg : {g€ L(E); go f = fog} = Vect(e, f, 2.

BT Exemple de calcul de I'inverse d’une matrice triangulaire

Soit n € N*. On note A la matrice carrée réelle d’ordre n + 1 dont le terme situé a la
ligne 4, colonne j est le coefficient binomial <]>, ou, par convention, ce coefficient est nul
sii>j. '

a) Montrer que l'application f:R,[X] — R,[X], P(X)+— P(X+1)

est un endomorphisme de I'espace vectoriel R,,[X], et préciser la matrice de f dans la base
canonique de R, [X].

b) En déduire que A est inversible et exprimer A1,

BT valt:) Trois matrices deux a deux semblables, dont I’'une au moins est supposée inversible

Soient A, B, C € M,,(K) telles que A soit inversible. Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) A, B, C sont deux & deux semblables

(i) 3(X, Y, 2) € (M,(K))®, XYZ=A, YZX =B, ZXY =C.

[ m Exemples de matrices carrées d’ordre trois, semblables, non semblables
Les matrices carrées d’ordre trois A et B sont-elles semblables, dans les exemples suivants :

(N}

a) A=

|
—
oy}
|
[ )

0 1
1 2| d) A=
-2 -1

) o
)

—_

b) A=

oy}
I
N == OF~,O

SNO OO =

|
—
o

-1

c) A= f) A=

coo coNnw o
OO O N=O
OO DO ==
OO O OO W
OO O O =
O = O ===
OO oo oo o
OO ONFE OO0 O
O, O NDNO - OO
oy}
Il
SO O oo oo o

o
o
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B Exemple de calcul d’un couple (P, Q) de matrices inversibles tel que A = PJ,, ,,.Q
1 2 3 1 0 0
Onnote: A=|1 -1 0], J=[0 1 0| e€M;3[R)
1 1 2 0 0 O

Montrer qu’il existe (P, Q) € (GLs (R))2 tel que A = PJQ, et calculer un tel couple (P, Q).
EEE (2050 Etude d’'un endomorphisme de M, (K)
Soient n € N*, ay,...,a, € K deux a deux distincts.

On note D = diag (ay, ..., an) € M, (K) et on considére l'application

F i My (K) — Mn(K), M+ f(M)=DM — MD.
a) Vérifier que f est un endomorphisme de 'espace vectoriel M, (K).
b) Déterminer Ker (f).

¢) Montrer que Im (f) est 'ensemble F' des matrices de M, (K) dont tous les termes
diagonaux sont nuls.

EEE] (Va3 Endomorphisme nilpotent sur un espace vectoriel de matrices carrées
Soient n € N*, A, B € M,,(C). On considére I'application
f:M,(C) — M,(C), M+— f(M)=AM — MB.
a) Vérifier que f est un endomorphisme de 'espace vectoriel M, (C).
p
b) Btablir : Vp e N, VM € M,,(C), fP(M)=>_ (Z) (=1)P~k Ak M B*.
k=0
¢) En déduire que, si A et B sont nilpotentes, alors f est nilpotent.

EEEE w45k Inverse pour une matrice décomposée en blocs

Soient n e N*; A, B, C, D e M,,(K), M = (é g) € M, (K).

E F
G H
a) Montrer : VX € Ker (E), BGX = X et en déduire : VX € Ker(E), X € Ker (D).
On note f:Ker(E) — Ker(D), X — GX.

Montrer que f est linéaire et injective et en déduire : dim Ker (E) < dim Ker (D).
b) Etablir : rg(E) =rg (D).

on suppose que M est inversible et on note M~ = < ) ,ouE F G, HeM,(K).
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Du mal a démarrer ?

-?up mal & domavver (P

VAN 11 existe e; € E tel que f(e1) # 0. Noter ex2 = f(e1)
et montrer que B = (e1, e2) convient.

a) Lecture de A.

b) 1) Montrer que ej, ez s’expriment sur £’.
2) Montrer que f1, f2, f3 s’expriment sur F’.

3) Calculer u(e}) et u(ef) en fonction de f1, f3, f5.

a) En notant u = (z,y, z,t) € R, résoudre f(u) = 0.
b) En notant Vi, ..., V4 les éléments de R3 dont les co-
ordonnées dans la base canonique sont les colonnes
de A, montrer que (V1, Va, V3) est libre et que Vy se
décompose linéairement sur (Vi, Va, V3).

o Vérifier que f est linéaire.

¢ Considérer la matrice de f dans la base canonique
de C,,[X] pour le départ et la base canonique de C™*!
pour larrivée.

a) Immédiat.

b) 1) Noter M = (z th) € M2(R) et résoudre
f(M) =0.

2) Pour M = (j ‘g € M2(R), calculer f(M) et

décomposer linéairement f(M) sur des matrices
fixes. Voir enfin si celles-ci forment une famille libre.

a) Considérer e; € E tel que f2(e1) # 0, puis
ez = f(e1), es = f(e2), B = (e1, ez, e3).

b) Passer, par exemple, par les (neuf) éléments de
N.

¢) Traduire le résultat de b) en termes d’endomor-

phismes.

a) Pour obtenir la matrice de f dans la base cano-
nique B de R, [X], développer (X+1)7 par la formule
du binéme de Newton.

b) Considérer lapplication
g:Rp[X] — Rp[X], P(X)+— P(X—-1).

D’abord, se rappeler que, par définition, deux ma-
trices carrées A, B de méme format sont dites sem-
blables si et seulement s’il existe P € GLy (K) telle
que B=P~1AP.

(i) = (i) :

Sl existe P,Q € GL,(K) telles que B = P~1AP
et C = Q~1BQ, chercher X, Y, Z convenant, en les
choisissant de facon que les produits se simplifient.
(i) = (@{):

Montrer que X, Y, Z sont alors inversibles et que
B = X~'AX, puis un résultat analogue pour C.

vAl'H Rappels de cours :

e Par définition, deux matrices carrées (réelles
d’ordre trois ici) A,B sont dites semblables si
et seulement s’il existe P € GL3(R) telle que
B=P 1AP.

¢Si deux matrices carrées A, B sont semblables,
alors :

tr (A) = tr(B), rg(A) =rg(B), det(A) = det (B),
mais les réciproques sont fausses.

a) Remarquer les traces.

b) Remarquer les déterminants.

¢) Puisque A et B se ressemblent en permutant les
termes, chercher une matrice P représentant une
permutation de la base canonique pour que B =
P~1AP, ou encore PB = AP.

d) Remarquer A% et B2.

e) Remarquer les rangs de A — 213 et B — 213.

f) Chercher une matrice P inversible, diagonale &
termes diagonaux égaux a 1 ou —1, de fagon que
B =P AP

vAH Revenir a la preuve, dans le cours, de l’existence
de (P,Q), en considérant une application linéaire
f: E — F représentée par A : chercher une base de
Ker (f), compléter celle-ci en une base de E, calculer
les images par f de ces vecteurs, et compléter cette
base de Im (f) en une base de F.

On controlera le couple (P, Q) obtenu, en calculant
le produit PJQ.

0D o) Immédiat.

b) Traduire f(M) = 0 par équivalences logiques, en
passant par les termes des matrices.

Obtenir : Ker (f) = Dn(K).

¢) Montrer Im (f) C F, de maniére analogue 4 la so-
lution de b), en passant par les termes des matrices,
puis comparer les dimensions.

valb o) Immédiat.

b) Récurrence sur p. Utiliser la formule fon-
damentale sur les coefficients binomiaux

() + Q=0
¢) Si AP =0 et B? =0, calculer fPT9(M).

vAlkl a) Traduire MM~1 =15, en effectuant un produit
par blocs et obtenir :

AE+ BG =1, e¢ CE+ DG =0.

b) Echanger des roles.
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21.1

Puisque f # 0, il existe e; € E tel que f(e1) # 0.
Notons ez = f(e1) et B = (e, e2).

Soit (A1, A2) € K2 tel que : Ad1e1 4+ Agea = 0. On a alors :

0= f(A1e1 4+ A2e2) = Arf(e1) + Az f(e2)

= Mez + Az f2(e1) = M1 ez,

N—— ~
=0 #0

d’out A\; =0, puis A2ea =0, donc A2 = 0.
Ceci montre que B est libre.
Comme B est libre et Card (B) = 2 = dim (E), on conclut
que B est une base de E.
Puisque f(e1) = ez et f(e2) = f2(e1) = 0, la matrice de f

N:(O

dans B est : 1 0

21.2

2 1
a) Par lecture de A = (3 —1) ,ona:
0 2

u(e1) = 2f1 + 3f2, u(e2) = f1 — f2+ 2f3.

b) 1) Puisque €] =e1, e, =e1 +e2,
. — o — ! !
ona: eg=c¢}, ea=¢€h—¢f.
Ainsi, (e}, €}) engendre E, et a deux éléments, donc &£’ est

une base de E.

2) Puisque f{ = fi+f2, fo=fi+fs, f4=fa+f3, ona:

fr = S5, fo = ST 15), o = S5+ Fi=F1).

Ainsi, (f], f4, f5) engendre F, et a trois éléments, donc F’
est une base de F.

3)On a :
u(ey) = u(er) = 2f1 +3f2
! ! / 3 ! ! !
= (f1+f2—f3)+§(f1 +f3— f2)
5 ! 1 ! 1 !
= §f1 - §f2 + 5f37
= u(e1 +e2) = uler) + u(ez)
= 2fi+3f2)+ (i — f2+2f3) =3f1+2f2+2f3
3
= S B  GL - 5) + Gh f— £)
3 3 1
= 5f{ + 5f§ + 5f§
On conclut que la matrice A’ de u dans les bases £’ de E et
5/2  3/2
F'deFest: A= |-1/2 3/2].
1/2  1/2

a) On a, pour tout u = (z,y,2,t) € R* :
u € Ker(f) < f(u)=0

1 0 2 1 r 0
t 0
r+2z+t=0

= (O)2z2+3y+z+t=0

—x+2y—5z2—-3t=0.
Le systéme (S) est un systéme d’équations de Ker (f).
Ona:
r+2z4+t=0 Ly

(S) < 3y—3z2—t=0 Lo<+— Ly —2Ly
2y —32—2t=0 L3 <+— L3+ Ly
z+224+t=0
<~ 3y—3z—t=0
—3z—4t=0 L3 <«— 3L3 —2Lo>.
4
z=—=t
3
1
<~ y:z+§t:—t

5
x=—2z—t= —t.
3

Une base de Ker (f) est donc (Vp), ou Vp = (5, =3, —4, 3),
et donc : dim (Ker (f)) = 1.

b) Notons Vi, ..., V4 les éléments de R3 dont les coordonnées

dans la base canonique sont les colonnes C1,...,Cy de A :
Wi :(17 27 _1)7 V2:(07 37 2)7 V3 :(27 17 _5)7 ‘/21:(17 17 _3)
On a alors : Im (f) = Vect (V1, ..., V4).
Voyons si (V1, Va2, V3) est libre.
On a, pour tout (a1,asz,a3) € R3 :

a1 +2a3 =0

a1Vi +a2Vo + a3V =0 <— 2a1 + 3a2 +a3 =0

—ay + 2a2 — baz =0

a1 +2a3 =0 az =0
< 3az —3a3 =0 Lo<+— Lo—2L1 <= <a3=0
2a2 —3a3 =0 L3 <«— L3+ Ly a; = 0.

Ainsi, (V1, V2, V3) est libre, donc dim (Im (f)) > 3.

D’autre part, comme Im (f) = Vect (Vi,...,V4) CR3, on a :
dim (Im (f)) < 3. On conclut qu’une base de Im(f) est
(V1, Va2, V3) et que dim (Im (f)) =3, donc : rg(f)=3.



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

Remarque : on pouvait aussi obtenir dim (Im (f)) en appli-
quant le théoréme du rang :

dim (Im (f)) = dim (R*) — dim (Ker (f)) =4 —1=3.
N’importe quelle base de R3 est une base de Im (f).

e La linéarité de f est immédiate. En effet, on a, pour tout
a € Cet tous P,Q € Cp[X] :

f@P+Q) = ((aP + Q)(a0), ..., (aP + Q)™ (an))
= (aP(a0)+Q(ao), ..., aP™ (an)+Q™ (an)) = af (P)+£(Q).

«On a, pour tout (4,5) € {0,...,n}? :

f(X9) = (a), jai= ", i — 1)ad2,..., 41, 0,...,0).
La matrice de f dans la base canonique de C,[X] pour le
départ et la base canonique de C**1 pour I’arrivée est donc
de la forme :

0!
o 1
2!
0o ... ... 0 n!

Cette matrice est triangulaire supérieure a termes diagonaux
tous non nuls, donc cette matrice est inversible.

On conclut que f est un isomorphisme de C-espaces vecto-
riels, de Cy,[X] sur C**1.

a) On a, pour tout a € R et toutes M, N € Ma(R) :
f(aM + N) = A(aM + N) = aAM + AN = af (M) + f(N),

donc f est linéaire.
b) 1) Soit M = (i ?) € M2(R). On a :

MeKer(f) < f(M)=0

2 =4\ (xz y\_(0 O
3 —6/\z t) \0 O
< 2x—-42=0,2y—4 =0, 3x—62=0, 3y—6t=0

= x =22, y=2t

On obtient :  Ker (f) = { (2; 2:) ; (2,t) € RQ}

- {z G 8) Tt (8 f) C(zt) € RQ} = Vect (B, O).

N—_— N\

notée B notée C
Comme (B, C) est libre (car les matrices B,C ne sont pas
colinéaires), on conclut : (B, C) est une base de Ker (f) et

dim (Ker (f)) = 2.

2) On a, pour toute M = (Z g) € M2 (R) :

an-ai=(3 ) (= 1)

_ (2z —4z 2y— 4t) _ (Q(z —22)

2(y — 2t)
3x—6z 3y—6t)  \3(x—22)

3(y —21)
— (2 —22) (g 8) F(y —20) (8 ;) € Vect (D, E).

notée D notée E

Ceci montre : Im (f) C Vect (D, E).
De plus :

D:f(((l) g))elm(f) et E:f((g (l))elm(f).

Im (f) = Vect (D, E).
Comme (D, E) est libre, on conclut : (D, E) est une base de
Im (f) et dim (Im (f)) = 2.

Remarque : On controle le théoréme du rang :

4 = dim (M2(R)) = dim (Im (f)) + dim (Ker (f)) =2+ 2.

a) Puisque f2 # 0, il existe e; € E tel que f2(e1) # 0.
Notons e2 = f(e1), es = f(e2) = f2(e1), B = (e1, ez, €3).
Soit (a1, a2, az) € K3 tel que ajej + azes + azez = 0, c’est-
a-dire : are1 4+ aaf(e1) +azf(e1) = 0.

On déduit, en appliquant f2 et puisque f3 = 0 :
a1 f?(e1) = 0. Comme f2(e1) # 0, on obtient a; = 0, puis,
en reportant : azf(e1) + azf?(e1) = 0. En appliquant f, on
déduit de méme az = 0, puis azf2(e1) = 0, donc a3z = 0.

On obtient :

Ceci montre que B est libre.

Comme dim (E) = 3 et que B est libre et de cardinal 3, il en
résulte que B est une base de E.

0

0].

0

0 0
La matrice de f dans Best: N = (1 0
0 1

a d g
b) Soit A= (b e h| eMs3(K), quelconque. On a :
c f i
AN = NA =
a d g 0 0 O 0 0 O a d g
b e h 1 0 0)J=11 0 O b e h
c f 1 0 1 0 0 1 0 c f 1
d g 0 0 0 O
<= e h O0|l=(a d g
f i 0 b e h

<—d=0,9=0,e=a,h=d,g=0, f=b,i=e, h=0
<< d=g=h=0,a=e=1, f=h.

a 0 O
On conclut : Cy = { (b a 0) ; (a,b,c) € K3}.
c b a

¢) D’apreés b) :

1 0 0 0 0 O 0 0 O
0 1 O0J+b(1 0 O0])+c|O O O
0 0 1 0 1 0 1 0 0

; (a,b,¢) € KS}
= {als +bN +cN?%; (a,b,c) € KS}.

CN:{a

Il en résulte, en termes d’endomorphismes :
{9€L(B); gof=Ffog}
= {ae+bf+cf2 i (a,b,c) € K3} = Vect (e, f, f?).
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a) ¢Il est clair que,
f(P)=P(X+1) € Ra[X].

On a, pour tous a € R, P,Q € R,[X] :
faP +Q) = (aP +Q)(X +1)
=aP(X+1)+Q(X+1) =af(P)+ f(Q)

Ainsi, f est un endomorphisme de ’espace vectoriel Ry, [X].

pour tout P(X) € Rp[X],

«On a, pour tout j € {0,...,n}, en utilisant la formule du
7 .

binéme de Newton : f(X/) = (X +1)) = > (?)xi.
im0 ¢

La matrice de f dans la base canonique B = (1, X, ..., X")

de Ry, [X] est donc A, définie dans I’énoncé.

b) Considérons I’application

g : Ry [X] — R, [X],
qui est un endomorphisme de Ry, [X], comme ci-dessus pour f.

On a, pour tout P € R, [X] :
(90 1)(P(X) = g(P(X +1)) = P((X +1) ~ 1) = P(X)
(fog)(P(X)) = f(PX = 1)) =P((X-1)+1) = P(X),

donc :

P(X) — P(X—1),

gof=Idg,x] et fog=Idg,x]
Il en résulte que A est inversible et que A~! = Matg(g).

Mais, comme plus haut pour f, & 'aide de la formule du
binéme de Newton, on a, pour tout j € {0,...,n} :
) . J N
g(X9) = (X = 1) = Y (=1 ()X,
i=0 ¢
On a donc : Mats(g) = ((—117()) .
n a donc atz(g) (-1) (Z) .

On conclut : A~! = ((_l)jii (Z))oq j<n’

Par exemple, pour n = 3 :

A 1 1 1 1
AZ((Z‘))ogi,jg;: 8 [1) ? g ’
0O 0 0 1
) 1 -1 1 —1
e w<z>>0@,j@:(3 Ly
0 0 0 1

(i) = (i) :

Supposons A, B, C deux & deux semblables. Il existe donc
P,Q € GL,(K) telles que B= P 1AP et C = Q™1 BQ.
Notons X = P € GLn(K), ¥ = Q € GLi(K),
Z =Q 'BP~!. Puisque A et P sont inversibles, par
inverse et produit, B = P 'AP € GL,(K), puis
Z=Q 'BP~! € GL,(K).

On a:

XYZ = PQQ 'BP!=PBP!=A4,

YZX =
zZXY

QQ~'BP~'P =B,
Q 'BPT'PQ=Q 'BQ=C.

(i) = (@{:

Supposons qu’il existe X, Y, Z € My, (K) telles que :
XYZ=A YZX =B, ZXY =C.

Puisque A est inversible et que XY Z = A, d’apres le cours

sur les matrices, ou celui sur les déterminants, X, Y, Z sont
inversibles.

On a :
B=YZX =(X"'X)YZX =X 1(XYZ)X = X 1AX,
C=2XY =2XY(2Z V) =2(XY2)Zz=' = Z2AZ71,

donc A, B, C sont deux & deux semblables.

a) On a : tr (A) = 3 et tr (B) = 2, donc tr (A) # tr(B), et
donc A et B ne sont pas semblables.

b) On a : det (A) = 4 et det (B) = 3, donc det (A) # det (B),
et donc A et B ne sont pas semblables.

0 0 1
¢) Notons P=[1 0 0], qui est la matrice, dans la
0 1 0

base canonique (e1, ez, e3) de R3, de ’endomorphisme f dé-

fini par : f(e1) =e2, f(e2) =e3, f(e3)=ei.
I est alors clair que P est inversible et que
0 1 0
P1=10 0 1].Oncalcule PAP~1:
1 0 0
A p~1
0 1 0 0 1 0
0 0 O 0 0 1
0 0 O 1 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 O
1 0 O 0 1 0 0o 0 1
0 1 0 0 0 O 0 0 O
P PA PAP-1=B

On conclut que A et B sont semblables.

0 0 1
d) On remarque A2 = 0et B2 = [0 0 0| # 0, donc
0 0 O

A et B ne sont pas semblables. En effet, si A et B étaient

semblables, il existerait P € GL3(R) telle que B = P~1AP,
et on aurait :

B2 = (P71AP)? =P 1A2P =P~ l0P =0,
contradiction.

e) On remarque que :

-1 1 1
rg(A—2I3)=rg{ 0 0 0| =1

0O 0 0

-1 0 1
rg(B—2Iz)=rg [ 0 0 1|=2

0O 0 0
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Montrons que A et B ne sont pas semblables, en raisonnant
par ’absurde.

Supposons A et B semblables. Il existe alors P € GL3(R)
telle que B=P~1AP. On a:

B—2I3 =P 1AP - 213 =P 1(A-213)P,

donc nécessairement : rg (B — 213) =rg (A — 213), contra-
diction.

On conclut que A et B ne sont pas semblables.

1 0 0
f) Notons P=(0 -1 0 | € GL3(R). Ona P~ 1=P
0 0 -1
et on calcule PAP~1 :
A p-1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 -1 0
0 0 O 0o 0 -1
1 0 0 0 1 0 0 -1 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0 —1
0 0 -1 0 0 O 0 0 0
P PA PAP-1=B

On conclut que A et B sont semblables.

En notant C7, Ca, C3 les colonnes de A, on remarque que
C3 = C1 + C2 et que (C1, C2) est libre, donc rg(A) = 2.
D’aprés le cours, il existe donc (P, Q) € (GL3(]R))2 tel que
A = PJ332Q. Le but de 'exercice est de calculer un tel
couple (P, Q). A cet effet, on va suivre la preuve de ce théo-
reme du cours.

Notons By = (E1, E2, E3) la base canonique de M3 1(R) et f
lapplication linéaire de M3 1 (R) dans lui-méme représentée
par la matrice A dans By au départ et a l'arrivée.

e Déterminons Ker (f).
1
On a, pour tout X = | a2
z3

(S Mg,l(R) :

XeKer(f) < f(X)=0 < AX =0

r1 + 2x2 + 323 =0

T3 = —x1
<~ x1 —x2 =0 <
T2 = T1
1+ 22+ 223 =0
1
Une base de Ker (f) est donc (Usz), ot U3 = | 1
—1

«On compléte (Us) en une base B = (U, Uz, Uz) de
M3,1(R), par exemple en choisissant :

1 0
0], Us=E2=1(1
0 0

Uy =FE1 =

« Notons
2

7V2:f(U2):AU2: -1 s
1
qui sont les deux premiéres colonnes de A. On compléte
(Vi, V2) en une base C = (Vi, Vo, V3) de M3 1(R), par
0
exemple par V3 = E3 = | 0
1

Vi = f(Uy) = AU, =

— =

On a alors :
1 0 0
MatBo,Bo (H=A et Mat37c(f) =0 1 0] =J.
0o 0 O

D’aprés la formule de changement de bases pour une appli-
cation linéaire, on a : J3 32 = S—LAR, ol on a noté :

1 0 1
R=Pass(Bp,B)=(0 1 1 |,

00 -1

1 2 0

S =Pass(Byg,C)=(1 -1 0

1 1

e Notons P = Set Q= R™1.Onaalors (P,Q) € (GL3(]R))2
et A = PJQ. On calcule facilement l'inverse de R et on
conclut qu’on peut choisir le couple (P, Q) défini par :

1 2 o0 10 1
P=[1 -1 o], @=|0 1 1
1 1 1 0 0 -1

Enfin, on, peut controler ce résultat en effectuant le produit
PJQ et en obtenant A.

a) La linéarité de f est immédiate. En effet, pour tout a € K
et toutes M, N € M, (K) :

f(@aM + N)=D(aM + N) — (aM + N)D
=a(DM — MD)+ (DN — ND) = af(M) + f(N).
On conclut que f est un endomorphisme de ’espace vectoriel
b) Soit M € M, (K). On a :
M eKer(f) < f(M)=0
< DM —-MD =0 < DM = MD.
Passons aux éléments des matrices.

En notant M = (m;;);;, on a :

DM = MD
= Y(4,5) €{1,...n}>, (DM);; = (MD);
= V() e{l,..,n}?,
n n
D (D)ir (M) = > (M)ix(D);
k=1 k=1
< V(’L,‘]) c {1, ...,n}Q, a;mi; = M;;a;
— V(Z:]) S {1,...,11}2, (a‘i - a‘j)mij =0
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= V(4 e{l,..n}? (i#j = my=0),

car ai, ..., an sont deux a deux distincts.

Ainsi, Ker (f) est ’ensemble Dy, (K) des matrices diagonales
de M, (K).

c¢) Il est clair que F, ensemble des matrices de M, (K) a
termes diagonaux tous nuls, est un sev de My, (K).

1) Montrons Im (f) C F.

Soit M = (myj)i; € Mn(K), quelconque. On a, pour tout
te{l,...,n}:
(f(M)),, = (DM — MD)y
n n
=> (D = > (M)ir(D)i = aismi; — mizai; =0,
k=1 k=1

donc f(M) € F.
Ceci montre : Im (f) C F.

2) D’apres le théoréme du rang :
dim (Im (f)) = dim (My (K)) — dim (Ker (f))

= dim (Mp(K)) — dim (Dn(K)) = n? — n.
D’autre part, il est clair que dim (F) = n? — n.
En effet, une base de F est la famille de matrices élémentaires
Eij7 (17]) € {17 ...,TL}2, i # .7

On conclut : Im (f) = F.

a) «On a bien :

VM € M, (C), f(M)=AM — MB € M,(C).

¢ On a, pour tout a € C et toutes M, N € M, (C) :
f(aM + N)=A(aM + N) — (aM + N)B
= a(AM — MB) + (AN — NB) = af(M) + f(N),

donc f est linéaire.

On conclut que f est un endomorphisme de ’espace vecto-
riel My, (C).

b) Récurrence sur p.

Pour p = 0, la propriété est évidente.

Supposons la propriété vraie pour un p € N fixé :

VM € M,,(C), fP(M)= Xp: (p)(fl)kAP*kMBk.

=0k
On a alors, pour toute M € M, (C) :
FrENM) = f(fP (M)
_ B k k
<;< Jintar has)
P
= I;} (Z ) F(AP=k L BRY
- i (Z) A(AP=kMBF) — (AP~F M B*)B)

>
Il
<)

- ¥ (Z)(—l)"(Ap_’““MBk — APTR)NBRHL)

- Zp: (p)(—1)’%41’*’C+1MB’c
> (e

- i (P)(~nFari=k Bk

Ap kMBk+1

j=kt1 = \k
p+1
— Z (j f 1)(,1)1—1Ap—j+1MBj
j=1
p+1
- 3 (Z)(—1)’€AP+1*’CMB’c
k=0
_ Zi:l (k ﬁ 1) (_1)k71Ap7k+lMBk
k=0
p+1
- S (2 Dt
k=0

ce qui montre la propriété pour p + 1.
Ainsi, par récurrence sur p, la formule voulue est établie.

¢) Supposons A et B nilpotentes. Il existe p, g € N* tels que
AP =0 et B? = 0. On alors, pour toute M € M, (C) :

fp+q(M)

- %1 (" + N (-nrakpprrat
k
k=0

Epta kak gk
= (—1)k Ak M BPHa
> (")

+ Z (p+q>

k=p+1

—1)k Ak M prrak

P

= (X ("N nrarmBrt) B

k=0 kAp p+q p+q kAk—p btk
o + (k;’;l< . )(71) MB )

Ceci montre fPT9 = 0 et on conclut que f est nilpotent.

a) «eOna:
:(A B)(E F)Z(AE-l-BG AF+BH)
C D)\G H CE+DG CF+DH)’
AE+BG =1, e¢ CE+DG=0.
Soit X € Ker (E). On a :
X=I,X=(AE+BG)X = A(E/)s) + BGX = BGX,
=0

0= (CE+ DG)X = C(EX) + DGX = DGX,
—~

=0

Iop = MM~

d’ou, entre autres :

donc : GX € Ker (D).
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e L’application  f : Ker (E) — Ker (D), X — GX est
donc correctement définie. et elle est linéaire, car, pour tous
a € K, Xi,X9 € Ker (E) :
f(aXl + Xz) = G(aXl + XQ)

=aGX1+GXg = af(Xl) -+ f(XQ)

«On a, pour tout X € Ker (E) :
X eKer(f) — f(X)=0

<~ GX =0 = B(GX)=0 <= X =0.
Ceci montre Ker (f) = {0}, donc f est injectif.

e D’apres le théoréme du rang :
dim Ker (F) = dim Ker (f) +dim Im (f)
—_———

=0
= dimIm (f) < dim Ker (D).

b) eD’apres a) et le théoreme du rang :
rg (E) =n —dimKer (E) > n — dim Ker (D) = rg (D).

On obtient : rg(E) > rg (D).

«Comme en a), en utilisant M~1M = Ia,, les égalités
EB+ FD =0et GB+ HD =1, et l’application

g : Ker (D) — Ker(E), Y — BY

rg (D) > rg (E).

rg (D) = rg (E).

on montre :

On conclut :
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AN Si B (resp. C, D) est une base d'un ev E (resp. F, resp. G) et si f € L(E,F) et
g € L(F,G), alors :

Matg p(g o f) = Mate p(g) Matg c(f).

vAH Soient B, B’ des bases d'un ev E, x € E, X = Matg(z), X’ = Matp/(x), P la matrice de
passage de Ba B’. On a alors : X' = PX.

A Soient B, B’ des bases d'un ev E, f € L(E), A = Matg(f), A’ = Matg/(f), P la matrice
de passage de B a B’. On a alors : A’ = P~LAP.

21 on note A:G é) £ Ma(R) — Ma(R), M+ AM — MA.

Puisque A est inversible, f est bijective.

Pour tout n € N*  Iapplication f : P — XP’+ P est un automorphisme du R-ev R,,[X].

<]
R

On a, pour toute A € M, ,(K) : rg(A) = p — dim (Ker (4)).

On a, pour tous o € K, A € M, ,(K) : rg(ad) =rg(4).

(<] (<]
T R

On a, pour toutes A, B € M,(K) : rg(AB) =n <= rg(A) =rg(B)=n.

<]
[T

Soient A, B € GL,(K), f : Mu(K) — M, (K), M — AMB.
L’endomorphisme f de M,,(K) est inversible et son inverse est :

1M, (K) — M, (K), N+— A'NB~!

2JBHE Soient E, F deux K-ev de méme dimension finie, f € L(E,F), g € L(F, E) tels que
go f =Idg. Alors, f et g sont bijectives et g = f~1.
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{é‘; ol E aduk, [zé \fébooméaé

C’est un résultat du cours : la matrice de la composée de deux applications linéaires est ]
le produit des matrices de ces applications linéaires.

Les matrices X et X’ ont été échangées, la formule correcte est X = PX'. |
C’est un résultat du cours. [ |

La matrice A ne représente pas f, puisque f est un endomorphisme de My (R), qui est |{ |
un ev de dimension 4 et non 2.

Ona: A#0et f(A) = A2 — A2 =0= f(0), donc f n’est pas injective.

Il est clair que f est une application linéaire de R,,[X] dans lui-méme et que, pour tout ]
k € {0,...,n}, f(X¥) = (k + 1)X*, donc la matrice de f dans la base canonique de
R, [X] est triangulaire supérieure & termes diagonaux tous non nuls, donc inversible, et
on conclut que f est un automorphisme du R-ev R, [X].

C’est la traduction matricielle du théoréme du rang.

H Q=
e

Le résultat est faux pour a =0 et A # 0.

La formule devient vraie si on suppose « # 0.

On a, d’apres le cours :

rg(AB)=n < ABeGL,(K) < (4,B) € (GLn(]K))2 <~ 1g(A) =1g(B) =n.

<
|

En effet, on sait que, si A et B sont inversibles, alors AB est inversible, et, récipro-
quement, si AB est inversible, alors il existe C' € M, (K) telle que (AB)C = 1,,, d’ou
A(BC) =1, donc A est inversible et de méme pour B.

L’application f est bien un endomorphisme de M, (K) et on a, pour tout [ |
2
(M, N) € (M,(K))" :

f(M)=N < AMB=N <= M=A"'NB™!,
donc f est inversible et f=1: M,,(K) — M, (K), N+ A"'NB~L

AN Soient B une base de E, B’ une base de F', A = Matg p/(f), B =Matp 5(g) € M, (K).
Puisque go f = Idg, on a BA =1,,, d’ou, d’apres le cours, AB = 1,,, donc fog = Idp,
et on conclut que f et g sont bijectives et que g = f~1.
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Les méthodes a retenir 345 e Calculs de déterminants
Les énoncés des exercices 350
Du mal a démarrer ? 353
Les corrigés des exercices 354 B
Vrai ou faux ? 359 « Etude de comatrices.

Vrai ou faux, les réponses 360

e Etude de I'inversibilité d’une matrice carrée, par I’étude de
son déterminant

/’Po'wd'é essontiols ALu couwvs
pouy e vosoluhion dos oxevcices

o Définitions et propriétés de : déterminant d’une famille de
n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n, déter-
K désigne minant d’un endomorphisme, déterminant d’une matrice
un corps commutatif. carrée
e Calcul pratique des déterminants : opérations licites sur les
colonnes, sur les lignes, développement par rapport a une
rangée
o Définition de la comatrice com (4) d’une matrice carrée
A e M, (K) et formule :

Atcom (A) = ‘com (A)A = det (A)L,.
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Les méthodes a retenir

Pour calculer un déter-
minant d’ordre trois ou
quatre

o Essayer de faire apparaitre des 0 par des opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par rapport
a une rangée ne contenant qu’un terme non nul, si possible.

o Factoriser le plus possible au fur et & mesure des calculs.
w Exercices 22.1, 22.2

——{Ea

Calculer, pour tout (a,b,c) € K3 :

En développant par rapport a la premiere colonne :

a b b ‘

D= —(—a) Z¢ 0 . = abc — abc = 0.

B

a
0

Ona,parL4<—L4—L2, L3(—L3—L1, L2(—L2—L1:

b ab
b «¢b
d ad|’
d cd

D =

— = =
o 8 0 8

Calculer, pour tout (a,b,c,d) € K* :

) 1 a b ab
10 ¢c—a 0 b(c—a)
P=lo "0 d-b ald-b)
0 0 d—b c¢(d—0b)
i B coma ]
< =(c—a)2(d—b)24

Pour calculer un déter-
minant d’ordre n

o Essayer de faire apparaitre des 0 par des opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour développer ensuite par rapport
a une rangée ne contenant qu’un terme non nul, si possible, ou
pour se ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.

o Factoriser le plus possible au fur et & mesure des calculs.

o Essayer, dans certains cas, de voir si une colonne est combinai-
son linéaire des autres colonnes, ou si une ligne est combinaison
linéaire des autres lignes, auquel cas le déterminant est nul.

o Essayer de faire apparaitre des 0 par opérations licites sur les
lignes ou sur les colonnes, pour ensuite, en développant, faire
apparaitre une relation de récurrence, souvent d’ordre un ou
d’ordre deux, et enfin calculer le terme général de la suite ainsi
considérée.

e Le cas particulier des matrices tridiagonales a coefficients
constants est important.
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346

Sin >3, on a Cy =Cs, donc D, = 0.
1 1

Et,pourn<2: Dy =1, Dy = 1 0

|--1

J
N
Il s’agit du déterminant d’une matrice triangulaire supérieure, donc,
d’apres le cours, il est égal au produit des termes diagonaux :
Dp=1-2---n=n!.

4 J
~

at+n—1 1 . 1 1

a+n—-1 a - (1) 1

Cl<—01+=C2+'-'+Cn
a+n—1 (1) a 1
a+n—1 1 1 a [n]
a+n-—1 1 1 .. 1
0 a—1 0 0
- : 0
Li«—L;—Lq, i=2,...,n
0 (0) 0
0 0 0 a-1
[n]
=(a+n—1)(a—1)""L

\ J
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Les méthodes a retenir

— (el

N
En développant par rapport & la derniére colonne, de maniére itérée,
on a :

Pour n € N*  calculer le déterminant D, = (_1)n+1 D1
D, de la matrice dont tous les termes = (=1)" 'Dp_; carn+1et n— 1 ont méme parité
e
sont nuls, sauf ceux de l’antidiagonale _ (—1)"_1(—1)"_2Dn,2
qui sont égaux a 1. -
= ()DL (F)Dy = () e
(n—1)n
= (—l)f

\. J

— R ~
On a:

a a a a
Soient n € N—{0,1}, a € C*. On note : a a2 a2 a2
2 3 3
Min (4,5 _ a a® a a
A= (a in (2 J))lgi,jgn c Mn((c) det (A) ) )
Calculer det (A). a (1.2 als am -
a a a . a
0 a’2—a a®—-a ... a?—a
_ 0 0 a® —a? a’® —a?
Li+L;—L;_1
i=n,...,2 . X . . .
0 0 0 ... av—an!
[n]
= a(a® —a)(a® —a?) - (@™ —a™ 1)
= ala(a —1)] [aQ(a -] [a"_l(a —1)]
— al+(1+-~-+(n71))(a_ 1)n71
_ alt (n—21)n (a, _ 1)71.71
71.2—71.
= e (a—1)"" L
\. J
— Rl ~
e " On a, par développement par rapport a la premiére ligne, puis par
Soient n € N*, a,b, ¢ € K. On note : développement par rapport & la premiére colonne :
@ b 0 .0 c b 0 . ... 0
6 @ (0) 0 a b (0)
D, =
U 0 Dotz = aDnsr—b|" ¢ @ = aDyp41—beDy,.
(0 - a b
0 ... 0 c a :
[n] ©(0) a b
Former une relation de récurrence expri- 0o ... c Dt
mant Dy, 2 en fonction de Dy 41 et Dy,.
G J
\. J
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~

Essayer d’amener une équation polynomiale satisfaite par A.

Pour calculer le détermi-
nant d’une matrice car-
rée A non donnée par ses
éléments

(=) o prRw— ~

d’ot : A3 41, = (A+1,)(A2 - A+1,) =0,
Soient n € N*, A € M, (R) telle que donc: A3 =_I,,.
A? = A~ In. Calculer det (4). On déduit : (det (A4))* = det (A%) = det (~I,,) = (~1)" = (=1)3".

Comme Dapplication R — R, x — 3 est injective, on conclut :

det (A) = (—1)™.

Méthode

Essayer de faire intervenir une matrice triangulaire par blocs et utiliser

Pour étudier le détermi- la formule du cours : det (61 g) = det (A) det (C)

nant d’une matrice car-
rée décomposée en blocs

pour des matrices carrées A et C.

—CZID ~
On a, par produit par blocs :

A B\ (I, -B A 0
Soient A € GLn(K), B,C,DeMn(K) C D 0 A = C AD - BC )’
telles que AB = BA. Montrer :

d’oti, en passant aux déterminants :

A B
det (C D) = det (AD — BC). et A B et L, -B et A 0
\c p)**\o 4a)7%\c 4abp-BC)"

D’apres le résultat du cours sur le déterminant d’une matrice triangu-
laire par blocs, on a :

det (Ig *AB) = det (I )det (A) = det (A4),

A 0
det <C’ AD — BC) = det (A)det (AD — BC).
Comme A est inversible, on a det (A) # 0, et, en simplifiant par det (A),

4 B) — det (AD — BC).

on conclut : det (C D
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour calculer le déter-
minant d’un endomor-

phisme d’un ev F de di-
mension finie

N
D’abord, il est clair que f est bien une application de Ry, [X] dans Ry, [X]
et que f est linéaire, donc f est un endomorphisme de R, [X].

Ona: f(1)=1,
et : Vke{l,..,n}, f(XF)=XEX*14+XF=(k+1)X",

donc la matrice A de f dans la base canonique (1, X, ..., X") de R, [X]
est : A=diag(l, 2, ..,n+1).
Puisque A est diagonale, on a :
det(A)=1-2---(n+1)=(n+1)!
et on conclut : det (f) = (n+1)!.

Méthode

Pour manipuler la coma-
trice d’'une matrice car-
rée A d’ordre n

On a, d’aprés le cours : A‘com (A) = ‘com (A)A = det (A)I,,.
Dol : ‘com (A) = A3 com (4) = A?(det (A)I,) = det (4)A2.
De plus :  (det (A))3 =det (4%) = det (I,) =1,
donc, comme det (A) € R, on déduit det (A) = 1.

On conclut : fcom (A4) = A2
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s

-
1T Exemples de calculs de déterminants d’ordre trois

Calculer les déterminants d’ordre trois suivants, en exprimant le résultat sous forme fac-
torisée, pour (a,b,c) € K* :

a ab 1 1 1
a) la ¢ ac c) |a®> b 2
b ¢ be at v 3
1 a bc 2a a—b—c 2a
b) |1 b ca d) [b—c—a 2b 2b
1 ¢ ab 2c 2¢ c—a—>b

1T Exemples de calculs de déterminants d’ordre quatre

Calculer les déterminants d’ordre quatre suivants, en exprimant le résultat sous forme
factorisée, pour a,b,c,d,xz € K :

a b ¢ b 1 a a® b+c+d
o) b a b c ¢) 1 b b c+d+a
c b a b 1 ¢ ¢* d+a+bd|
b ¢ b a 1 d d° a+b+ec
1+2)2 2+2)? B+2)? (4+x)?
22 32 42 52
b) 32 42 52 62
42 52 62 72

EET1 Déterminant de I’endomorphisme de transposition sur M,,(R)
Soit n € N*. On note : f: M, (R) — M, (R), M —— f(M)= "M.
a) Vérifier : f € L(M,(R)).
b) Calculer rg (f), tr (f), det (f).

BT m Exemples de calculs de déterminants d’ordre n

Calculer les déterminants suivants, pour n € N*, a1, ...,a,, z, a,b € K :

1 nn ... n
n 2 n ... n
a) n n 3 ... n
n n n n
[n]
aq a9 as Qp,
ay ay+ay—x as Ay
b) a1 as a2 +az—x ... Ay
ai as as an—1+an—x[n]
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Enoncés des exercices

c) det (aMaX (i’j))

d)

T+ a1

a
asz

Gnp

1<i,j<n
aq aq N al
xr + ao as . a9
as x+az ... as
Qp [e2% .. x4+ ay [n]

e) det ((ij + i+ j)i<ij<n)

/)

9)

1

-1

0
(0)
' 0
b -1
ab b (n+1]
0 0
(0)
' 0
1+ a? a
0 a 1+ a?

[n]

T Déterminant d’'une matrice obtenue par des changements de signes

3

Soient n € N*, A = (CLij>ij S Mn(K) On note B = ((—1)“‘jai]~) J S Mn(K)
Montrer : det (B) = det (A).

Exemple de calcul d’'un déterminant d’ordre n

Calculer le déterminant d’ordre n suivant, pour aq, ..., a,,z € K fixés :

a% +x ajag
asaq a% +x
D =
anal an a2

Vi € {1, ...,Tl}, a; €27

a10an
a2y,

2
a, +x

Déterminant d’une matrice a termes entiers, parité
Soient n € N*, A = (a;5);; € M, (R) telle que :

[n]

V(i,j) € {1,..n}%, (i#j = ai; €2Z+1).

a) Montrer : n+det (A) € 2Z + 1.

b) En déduire que, si n est pair, alors A est inversible.
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B ] m Signe du déterminant d’un polynéme particulier de matrices carrées
Soient n € N*, A, B € M,,(R) telles que AB = BA, (p,q) € R? tel que p? — 4¢q < 0.
Montrer :  det (A% + pAB + ¢B?) > 0.

] m Déterminant dans le contexte des déterminants de Vandermonde
Calculer, pour n € N—{0,1} et 21, ...,z, € K le déterminant :

-2
1z ... o} Ty T
D=
1 n—2
Tn .- T, 1 Tn—1 [n]

B Exemple de calcul de la comatrice d’une matrice carrée inversible
1+n (1)
Soient n € N—{0,1}, A = € M, (R).
(1) 1+n
a) Montrer que A est inversible et exprimer A=! & laide de A.
b) Calculer det (A).

¢) Déterminer com (A).

EEEE (w2260 Rang de la comatrice d’'une matrice carrée

rg(A)=n = rg(com (A))
Soient n € N—{0,1}, A € M,,(K). Etablir : {rg(A)=n—1 = rg (com (A))
rg(A) <n—2 = rg(com(A))

n
1
0
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Du mal a démarrer ?

-?w mal & domavver (P

Essayer de faire apparaitre des 0 par opérations li-
cites sur les lignes ou sur les colonnes, pour dévelop-
per ensuite par rapport & une rangée contenant deux
0, ou pour combiner avec la régle de Sarrus, valable
pour les déterminants d’ordre 2 ou 3.

a) Essayer de faire apparaitre des 0 par opérations
licites sur les lignes ou sur les colonnes, pour déve-
lopper ensuite par rapport a une rangée contenant
trois 0.

b) Par opérations licites sur les colonnes, se ramener
a des déterminants plus simples.

¢) Remarquer que, en notant s = a+b+c+4d, la
quatriéme colonne est combinaison linéaire des deux
premiéres colonnes.

a) Immédiat.

b) Former la matrice de f dans une base de My, (R)
formée d’une base de S, (R) suivie d’une base
de Ap(R).

a) Opérer Cj «— Cj —Cp pour j =1,..,n—1, et se
ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.
b) Opérer L; «— L; — Ly pour ¢ = 2,...,n, et se
ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.
¢) Opérer L; «— L;—L;41 pouri=1,....,n—1, et se
ramener au déterminant d’une matrice triangulaire.
d) Opérer C; «+— C; — C1 pour j = 2,...,n, pour
faire apparaitre des 0, des x, des —xz, puis opérer
n

L1 <+— L1+ E L;, et se ramener au déterminant
i=2

d’une matrice triangulaire.

e) Remarquer que les colonnes du déterminant pro-

posé se décomposent linéairement sur deux colonnes

fixes.

f) Développer le déterminant Dy, 41 proposé par rap-
port & la derniére colonne et obtenir une relation de
récurrence donnant D, en fonction de D,.

g) Développer le déterminant D, proposé par rap-
port & sa premiére ligne (par exemple), puis dévelop-
per le déterminant d’ordre n—1 obtenu par rapport a
sa premiére colonne. Montrer ainsi que la suite (Dp)n
est une suite récurrente linéaire du second ordre a
coefficients constants et sans second membre, d’ou le
calcul de son terme général.

Ire méthode : revenir & la définition du déterminant
d’une matrice carrée comme sommation de produits,
indexée par le groupe symétrique.
2¢é méthode : remarquer que B = DAD, ou D est la
matrice diagonale diag ((—1)%) ;.-

En notant B = (Ei,...,E,) la base canonique de

al

M, 1(R), A= , le déterminant proposé est

an
celui d’une famille de colonnes décomposées linéai-
rement sur Eq,...,E,, A. Utiliser la multilinéarité et
I'alternance de detp.

a) Passer modulo 2.

b) Remarquer qu’un entier impair n’est pas nul.

v¥1:}) Utiliser la factorisation de X2 + pX + ¢ dans C[X].

En multipliant, pour chaque ¢, la ligne numéro i
par xz;, se ramener & un déterminant de Vander-
monde.

a) Décomposer linéairement A sur I,, et la matrice
U € M, (R) dont tous les termes sont égaux a 1. Re-
marquer que U2 = nU, d’ott ’on déduit une équation
du second degré satisfaite par A, puis l'inversibilité
de A et le calcul de A1,

b) Opérer C; +— C1 + C2 + -+ + Ch, puis
Cj +— C; —Cy pour j = 2,...,n, pour se ramener
au déterminant d’une matrice triangulaire.

¢) Puisque A est inversible, on peut exprimer
com (A) & I'aide de A~! et utiliser le résultat obtenu

en a).
w2 Séparer 1’étude en trois cas :
rg(A)=mn, rg(A)=n—-1, rg(A)<n-—2.

1) Dans le cas rg (A) = n, faire intervenir linversi-
bilité de A.

2) Dans le cas rg(A) = n — 1, montrer
rg (com (A)) = 1 en utilisant la formule du cours
Atcom (A) = det (A)I, et en remarquant qu’alors
Im (*com (A)) C Ker (A).

3) Dans le cas rg (A) < n— 2, montrer com (A) = 0.
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- of\f(ﬁa,é
22.1
a)
a b ab
a ¢ ac
b ¢ be
a b ab
= 0 c—b a(c—0D)
Ly¢—=L2—Li |p_gq 0 (b—a)c
Ly <— L3 — Lo
a b ab
= (e=b)b—a)|0 1 a
1 0 ¢
= ac(c—b)(b—a).
Sarrus
b)
1 a be
1 b ca
1 ¢ ab
1 a be
= 0 b—a cla—0b)
Ly¢—L2~Li |0 ¢c—a bla—c)
Ly +— Ly — Ly
1 a be
= (b—a)(c—a)|0 1 —c
0 1 -b
1 —c
= (b—a)(c—a)l b
= (a—=10b)(b—c)(c—a).
c)
1 1 1
a b2 ¢?
a® b 3
1 0 0
= a? b2 —a? 2 —a?
Co +— Cy —C CL3 b37(13 c37a
C3<—C3—Cl
1 0 0
= (b—-a)(c—a)la b+a c+ta

a® b2 +ba+a?

- b+a
= (b—a)(c—a) B2 4+ba4a2 2+ cata?
_ b+a c+a
Lo+ Ly—aly (b—a)(c—a) b2 c2
. b+a c—0
Cat-Ca—Cy (b a)(c a) b2 2 _ p2
b+

- G- ae-ae-n|";

¢ + ca + a?

c+a

a 1
c+b

= (b—a)(c—a)(c—b)(ab+ ac+ bc).

)
2a a—b—c 2a
b—c—a 2b 2b
2¢ 2¢ c—a-—b
2a —(a+b+c) 0
= b—c—a a+b+c a+b+c
Cy +— Cy — Cy 2 0 — b
03%03701 ¢ (CL+ +C)
2a —1
= (a+b+c)?b—c—a 1 1
2c 0 -1
a+b+c 0 O
= (a+b+c)?b+c—a 1 0
Ly« Li+Lz+ L3 2 0 -1
Lo < Lo+ L3
- —(a+b+e)d.
22.2
a)
a b ¢ b
b a b ¢
c b a b
b ¢ b a
a b c—a 0
- b a 0 c—a
CS<—CS—Cl C b a—=cC 0
C4<—C4—Cg b C 0 a—cC
a+c 2b 0 0
- 2b a+c 0 0
Li+— L1+ Ls (& b a—c 0
Ly<+— Lo+ Ly b c 0 a—c
. _ s2late 2b
- (@) 2b a+c
= (a — 0)2 ((a + 0)2 — (2b)2)
= (@ —c)?(a+ ¢ — 2b)(a+ c + 2b).
b)
(1+2)* (2+2)? B+2)° (“A+a2)?
22 32 42 52
32 42 52 62
42 52 62 72
(1+2)2 2243 22+5 22+7
B 22 5 7 9
Cj e C; —Cj_, 32 7 9 11
j=2,3, 62 9 11 13
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Corrigés des exercices

(1+2)2 20+3 2 2
22 5 2 2
= 5 =0.
C]' (—Cj _ijl; 3 7 2 2
j=23,4 42 9 2 2

¢) En notant s = a+b+c+d et C1, Ca, C3, Cy les colonnes
du déterminant proposé, on a :

b+c+d s—a 1 a
_le+d+al _|s=b| _ 1 b|
§= d+a+b|  |s—c =511 " |e =501 —Ca.
a+b+c s—d 1 d

Ainsi, les colonnes du déterminant proposé forment une fa-
mille liée, donc ce déterminant est nul.

a) On a, pour tout « € R et toutes A, B € My (R) :
f(aA+ B) = "(aA+ B) =a'A+ "B = af(A) + f(B),

donc f € L(Mn(R)).

b) D’apres le cours, les sev Sy, (R) et A, (R), formés respec-

tivement des matrices symétriques et des matrices antisymé-
triques, sont supplémentaires dans My (R) et :

n(n+1) n(n—1)
2 2
Il existe donc une base B de M, (R) formée successi-

vement par une base de S,(R) et une base de A, (R).
La matrice de f dans cette base est la matrice diago-

1
nale D = diag (1,...,1,—1,..., n(n+1)
n(n —1)

2

dim (S, (R)) = dim (A, (R)) =

—1) formée de termes

égaux a 1, suivis de termes égaux a —1.

Il est clair alors que :
+1 -1

() =n?  w(f) =" . :
n(n+1) n(n—1) n(n—1)
det (f) =17 (-1 T = ()T
a)
1 n n n
n 2 n n
n n 3 n
n n n iy
1—n 0 0 0 n
0 2—n 0 0 n
0 0 3—n 0 n
Cj—Cj—Cn,| -
J=Lesn=11 ¢ 0 0 -1 n
0 0 0 0 n

b)

ay az a3 an
ay a1 +az—x as an
al as az+a3 —x ... an

ai az as an—1+an —T

al as as an
0 al —x 0 0
_ 0 0 as — 0
L; «— L; — Lq, . .
i=2,...,n : i " 0
0 0 an—1—

=ai(a1 —z)(az — ) (@n—1 — ).

det (aMax (i,j))1<i

J<n
a a® a® ... a"
a? a® dd a™
_ a® a® ad a™
a‘" a." a;L a‘"
a—a? 0 0 0
a? —ab 0 0
Li + Li — Lita,
i:l,...,njf an~l—gn 0
an
— (a _ a2)(a2 _ CL3) . (anfl _ an)an
= (a(1 —a)) (a2(1 —a))--- (a"71(1 —a))a”
n(n+1)
= a1+2+'”+"(1 — a)"fl =a 2z (1- a)"fl.
d)
x4+ a1 al al al
az T+ ag az az
as as r+a3z ... as
an an an T+ an
T+ al - —xT ... —x
as x 0 0
_ as 0 x 0
Cj — Cj — Cl, : :
j=2,...,n : : : : :
an 0 0 x
x+a1+---+a, O 0 ... 0
az x 0 0
= as 0 T
Li<—Li+(L2+-+Ln)
: : . 0
an 0o ... 0 x
n
=g" ! (m + Zai)
i=1
e) Notons, pour j € {1,...,n}, C; la colonne numéro j du
déterminant proposé. On a, pour tout j € {1,...,n} :
Cj = (ij+i+j)1§i<n
1 1
= (0 +D+1) 1, =0G+D | 1| +3
n 1

Ainsi, C; se décompose linéairement sur deux colonnes fixes
(c’est-a-dire indépendantes de j).
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Sin > 3, alors la famille des colonnes est liée, donc le déter-
minant proposé est nul.

Sin =1, alors le déterminant est égal a 3.

Sin = 2, alors le déterminant est ’3

5 8‘:_1'

f) En notant Dy 41 le déterminant d’ordre n+ 1 proposé, on
a, par développement par rapport & la derniére colonne :

1 -1 0 0
a b (0)
Dni1 = a? ab 0
: b -1
-1
a™ a" " 'b ab b (n+1]
1 -1 0 0
a b (0)
=bDp +| .
: . . 0
a2 a3 ... b -1
a™ a1 .. L. ab

En mettant a en facteur dans la derniére ligne de ce dernier
déterminant, on fait apparaitre encore Dy, d’ou :

Dyy1=bDn +aDn = (a+b)Dn.

Il en résulte, par suite géométrique :
Dpy1=(a+b)"Dy = (a+b)".

g) Notons D,, le déterminant proposé.

On a, pour tout n > 3, en développant par rapport & la pre-
miére ligne, puis en développant le deuxiéme déterminant par
rapport a la premiére colonne :

Dp=(1+a*)Dp_1—a’Dy_s.

En notant Do = 1, comme D; = 1+a2 et Dy = (1—1—(12)2—(127
la relation de récurrence obtenue ci-dessus est aussi vraie
pour n = 2.

On déduit : D, — D,_1 = aQ(Dn_l — Dp_2),

d’oli, par remplacements successifs, ou par suite géomé-

trique : Dy, — Dp—1 = (a®)"~1(D1 — Dg) = a2,

puis, en sommant :
Dp=a®+a?"2+...4a2+Dg=a?"+---+a?+1

1— a2n+2

Si a? # 1, on peut écrire : D, =
1— a2

Sia2:1,ona: n=n+ 1.

1re méthode :

En notant B = (b;;)ij, on obtient par la définition du déter-
minant :

det (B) = Z E(U)bo(l),l e bo’(n),n
oESy

= Z 6(0—)(_1)0(1)+1a0(1),1 e (_1)U(n)+na‘o'(n),n
o€Sy

-3 E(J)(_l)(o<1)+~~~+a(n))+(1+-~-+n>%(1>,1...%(n)m
oESn

= > (o) (=12 a1 oy
ocESn

= Z E(o')ao'(l),l ©lo(n),;n = det (A)
oESy

2é méthode :
On remarque : V(i,j) € {1,...,n}2, by = (—1)%a;;(—1)7.
Ainsi, B est le produit B = DAD, ou D est la matrice dia-

gonale D = diag ((—1)i)1<i j<n On a alors :

det (B) = det (DAD) = det (D) det (A) det (D)

= (det (D))?det (A) = ( ﬁ(fl)iydet (A) = det (A).
=1

Notons B = (Ei,...,En) la base canonique de M, 1(R),
Cj la colonne numéro j du déterminant D proposé, pour

ay
j=1,..,n A= . On a alors :
an
a? +x aia aia
1 1a2 10n
asal a% +x a2an
D =
2
anal ana a;, +x
= detB(alA +2E1,...,anA + zEy).

En développant par multilinéarité et alternance, il ne reste
que n + 1 déterminants :

n
D = detp(zE1,...,2E,) + Z detg(zE1,...,a;A, ..., zEy)
j=1

n
=z" + zn 1 Z ajdetB(E1, w Ay En).
j=1
On a, pour j € {1,...,n} fixé, en développant successivement

N o . . N
par rapport a la derniére colonne, depuis la colonne n jusqu’a
la colonne j :
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Corrigés des exercices

1 0 0 a1 0 0
0 (0)
(0) 0 (0)
0 0o 1
=0 0 a; 0 0
C1 0 0
(0) 0 (0)
ST (0 0
0 0 an 0 ... 0 1|,
1 0 a1
0 (0)
- 0 =1.
© 1
0o ... 0 aj ]

n
Finalement : D = 2™ + 2"} E a]2».
i=1

22.7

a) Utilisons les congruences modulo 2.

Notons M = (my;)ij € Mn(Z/2Z) la matrice carrée d’ordre
n, & coefficients dans Z/2Z, ot m;; est la classe de a;; modulo
2. Puisque le déterminant d’une matrice carrée s’obtient par
somme de produits de termes de la matrice, il est clair, avec
les hypotheéses de 1’énoncé, que, modulo 2 :

0 1 o1
det(ay=t M
. (1) ... 1
1 ... 1 0 [n]
n—1 1 1
o 1 (1
01%01+:C'2+-"+Cn 1
S 0 1
n—1 1 .. 1 0
(n]
1 1 1
o1 (1
=(Mn-1) 1
1 o 1
1 1 .. 1 0 [n]

1 0 0
-1 0 (0
= (n—1)
CJ .7701’ 0
j=2,...,n
o0 -1 0
1 0 0 -1
(n]

— (n— 1=,
D’ou :
n+det(A) = n+ (n—1)(=1)"1
=n+(n—-1)=2n—-1=1.
[2] 2]
Finalement, n + det (A) est impair.
b) Si n est pair, alors, comme n + det (A) est impair, par
différence, det (A) est impair, donc non nul, et on conclut
que A est inversible.

Puisque p? — 4¢ < 0, le trinéme réel X2 + pX + q admet deux
zéros complexes conjugués (égaux si p? — 4q = 0, distincts si
p? —4q < 0). Il existe donc z € C tel que :

X2 4 pX4g=(X—-2)(X-3%).
Ainsi : z4+Z = —pet 2Z=¢q. On a alors :
(A—2B)(A—%B) = A% — 2BA —ZAB + zzB?
= A2 — (24 2%)AB+ 2zB%? = A% + pAB + ¢B?,
d’out :
det (A% + pAB + ¢B?) = det ((A — 2B)(A — ZB))
=det (A — zB)det (A —zB)
=det (A — zB)det (A — zB) = |det (A — ZB)|2 > 0.

Pour faire apparaitre o, = 1 - - - &, comme la derniére co-
lonne contient ce produit en omettant un facteur, multiplions,
pour chaque ¢ € {1,...,n}, la ligne numéro i du détermi-
nant D proposé par x; :

1 = ... a:'f72 To T
1D =x1 - xn |
1 2n ... 2272 21--ixp_1 [n]
T 33% xl_l on
Tn T2 Tn .
T1 ac% x71171 1
=on X
Tn X2 271

[n]
On reconnait alors un déterminant de Vandermonde, & I’ordre
prés des colonnes.

La permutation circulaire c¢= L2 " ) est
n 1 ... n-—-1
composée de n — 1 transpositions échangeant deux éléments
consécutivement, donc £(c) = (—1)?~1, d’ou, d’apres lalter-
nance du déterminant :
onD =x1--xnD = Un(—l)”_l\/(a:l, ey X))
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., Tp sont tous non nuls, on conclut :
D= (~1)""WV(@1, s zn).

Supposons, par exemple x1 = 0. Alors, en revenant a la dé-
finition de D :

Si x1, ..

1 n—1

z1 ... ] T Tp
1 22 ... z;kl 0
D =
1 @p ... a7t 0 [n]
= (71)”+lzg sy V(22 ey Tn)
=(-1)""Hazz —0)- - (xn — 0)V(z2,...,Tn)
= (=1)"71V(0, 22, ..., xn) = (=1)" "IV (21, T2, ..., 1)

Finalement, pour tout (z1,...,2n) € K™ :

D= (—-1)""1V(z1,...,zn).

a) En notant U la matrice carrée d’ordre n dont tous les
termes sont égaux & 1, on remarque que A = nl, + U.
Comme U? = nU, on obtient (A — nl,)2 = n(A — nl,),
d’ott A2 — 3nA + 2n21,, =0, puis :

(- ﬁ(/x_gnln)) =1, (

Ceci montre que A est inversible et que

1

— g (A= 3nIn))A =1I,.

1
Al = —ﬁ(A —3nl,).

b) On a :
14+n (1)
det (A) =
0 +n
2n 1 1
2n 14n (1)
C1<—Cl+:Cz+~-+Cn : 1
: (1) 1
2n 1 . 1 14+n [n]
1 1 1
1 1+n (1)
=2n 1
) 1
1 1 1 1+n [n]

1 0 0
1 n (0)
= 2n | 0
Cj %Cj 701,

i=2.n .

o (0) 0

1 0 .. 1 n

[n]

=2nn""! = 2n".

c¢) Puisque A est inversible, on a, d’aprés une formule du

t

cours: A7l =
det (A)

com (A), donc :

com (A) = det (A) AL

1
= 20" t(— 54— 3nIn)) = —n""2(A - 3nl,).
n

1) Sirg(A) = n, alors A est inversible, donc det (A) # 0 et,

comme A) tcom (A) = I,, la matrice tcom (A) est

<det (A)
aussi inversible, donc com (A) est inversible, et on conclut
rg (com (A4)) = n.

2) Supposons rg (A) =n — 1.
Comme A‘tcom (A) = det (A)I,, =0,

ona: Im(‘com(A)) C Ker(A),

et donc : g (com (A)) = rg (*com (A)) < dim Ker (A).
D’autre part, comme rg (A) = n—1, il existe une matrice car-
rée d’ordre n — 1 extraite de A et inversible, donc au moins
un des cofacteurs de A est non nul, d’ot com (A) # 0, donc
rg (com (4)) > 1.

Finalement : rg (com (A)) = 1.

3) Si rg(A) < n — 2, alors tous les coefficients de com (A)
sont nuls, puisque ce sont des déterminants de matrices car-
rées d’order n — 1 extraites de A, et on a donc com (A) =0,
d’olt rg (com (A)) = 0.



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Vrai ou Faux ?

Vi o a2

On a, pour tous o € K et toute A € M,,(K) : det (aA) = avdet (A).

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det (4) # 0, et on a alors :

det (A7) = detl(A)'

Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments de sa diagonale.

Si une matrice B est obtenue a partir d’'une matrice carrée A en permutant, d'une fagon
quelconque, les colonnes de A, alors : det (B) = —det (A4).

Le déterminant d’une matrice carrée antisymétrique d’ordre impair est nul.

Un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace une colonne par une combinaison li-
néaire de toutes les colonnes.

Un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace simultanément chaque colonne par celle-
ci plus une combinaison linéaire des autres colonnes.

Un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace simultanément chaque colonne par celle-

ci plus une combinaison linéaire des colonnes suivantes.

On a, pour tout endomorphisme f d’'un K-ev E de dimension finie :
fE€GL(E) < det(f)#0.

v#2508 On a, pour tout endomorphisme f d’un K-ev E et tout automorphisme h de E :
det (ho foh™t) = det (f).
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v#3 1 La formule correcte est :  det (ad) = a"det (A).

vyl C’est un résultat du cours.

C’est un résultat du cours.

<l <
HjR

Si B est obtenue a partir de A en permutant deux colonnes, alors : det (B) = — det (A).
Si B est obtenue & partir de A en permutant plus de deux colonnes, alors :
det (B) = det (A) ou det (B) = — det (A).
Si A € M,,(K) est antisymétrique et d’ordre impair, alors : [ |
det (A) = det (*A) = det (—A) = (—1)"det (A) = — det (A),
donc 2det (A) = 0, puis, en simplifiant par 2, det (A) = 0.

Contrexemple : par C; «— 2C1, le déterminant de 'identité, qui vaut 1, est changé en
un déterminant égal a 2.

Une formulation correcte est : un déterminant est inchangé lorsqu’on remplace une co-
lonne par celle-ci plus une combinaison linéaire des autres colonnes.

Dans un déterminant non nul, le remplacement de C; par C; + C5 et de Cs par Cy + Co
(ot C; désigne 'ancienne colonne) donne un déterminant ayant deux colonnes égales,
donc nul.

C’est un résultat du cours.
C’est un résultat du cours.

(22,10 JOXS det(hofoh*l):det(h)det(f)det(h*l):det(h)det(f)#(h):det(f).
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Espaces prehilbertiens réels

% Q“A/_éwé abovdis Aavs los oxovcices

Les méthodes a retenir 362 e Montrer qu’une certaine application est un produit scalaire
Les énoncés des exercices 368

Du mal a démarrer ? 371

Les corrigés des exercices 373 )
Vrai ou faux ? 379 e Former la matrice, dans une base orthonormale, d’un pro-

Vrai ou faux, les réponses 380 jecteur orthogonal, d’une symétrie orthogonale

e Trouver une base orthogonale, une base orthonormale, d’un
espace vectoriel euclidien

e Obtention d’inégalités, par utilisation de I'inégalité de Cau-
chy et Schwarz, de I'inégalité triangulaire
e Matrice et déterminant de Gram
e Calculs, dans F3, de produits scalaires, de produits vecto-
riels, de produits mixtes, d’angles.
On utilise les abréviations :

ev pour
espace vectoriel,

/’Potvd'é essontiols A couvs
pouy e vasoluhion. Heos eoxevcicos

sev pour

sous-espace vectoriel, o Définitions de : produit scalaire, famille orthogonale, famille
b.o.n. pour orthonormale, orthogonal d’une partie

base orthonormale. e Inégalité de Cauchy et Schwarz, inégalité triangulaire

o Toute famille orthogonale & vecteurs tous non nuls est libre
By (resp. E3) deSIgne,  Définition et propriétés de O(E), SO(FE), 0,(R), SO, (R)
un ev euclidien orienté

de dimension 2 (resp. 3). e Définition d’'un projecteur orthogonal, d’une symétrie or-

thogonale, d’une réflexion

e Théoreme de projection orthogonale sur un sev de dimen-
sion finie dans un espace préhilbertien réel

« Définitions et propriétés, dans E3, du produit scalaire, du
produit vectoriel, du produit mixte.
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Méthode

P ; , Revenir a la définition d’un produit scalaire sur un espace vectoriel
our montrer qu’une 2
4 réel.

application ExE — R = Exercices 23.3, 23.4
est un produit scalaire

N
/_m «On a, pour tout (P,Q) € E X E :

( ) n n
Soit n € N*. On note E = Rn[X] @(Q,P) = Q(k)P(k) =Y P(k)Q(k) = »(P,Q),
et ¢ : E x E — R lapplication définie, k=0 k=0
pour tout (P,Q) € E X E par : donc ¢ est symétrique.

n ¢On a, pour tous ¢« € R, P,Q,R€ E :
©(P,Q) =) P(H)Q(K). n n
=0 ¢(P,aQ+R) =Y P(k)(aQ+ R)(k) = > _ P(k)(aQ(k) + R(k))
k=0 k=0

Montrer que ¢ est un produit scalaire

sur F. n n
h g =a) P(k)Qk)+ Y P(k)R(k) = ap(P,Q) + (P, R),
k=0 k=0

donc ¢ est linéaire par rapport a la seconde place.

Puisque ¢ est symétrique et est linéaire par rapport a la seconde place,
@ est bilinéaire.

«On a, pour tout P € E: ¢(P,P) = Z (P(k))2 >o0.
k=0

n
e Soit P € F tel que (P, P) = 0. On a alors : Z (P(k))2 =0, donc :

k=0
>0

vk € {0,...,n}, P(k)=0. Ainsi, le polynéme P est de degré < n et
s’annule en n + 1 points deux & deux distincts (les réels 0,1,...,n),
donc : P =0.

On conclut que ¢ est un produit scalaire sur E.

7

Pour calculer la norme
euclidienne d’'un vec- .

= Exercice 23.15
teur x

Faire intervenir le produit scalaire et remplacer ||x||? par (z|z).
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Les méthodes a retenir

~
On a, par définition de la norme associée & un produit scalaire :
1/2 o 1/2
A= (f15) =( cos acdac) .
0
Pour effectuer ce calcul d’intégrale, on linéarise :
27 27 1 2 in2 2
/ cos2zdz=/ ﬂdm=[£+sm 9:] =m,
0 0 2 2 4 Jo
et on conclut : ||f|| = /7.
J

Méthode

Dans la manipulation
d’une combinaison li-
néaire de vecteurs, pour
faire disparaitre tous les
termes sauf 'un d’eux

N
On a, pour tout k € {1,....,n} :
(er 19) = (er | Do(eil2)%:)
i=1
n
= (eila)? (exles) = (ex|x)?[lex|]” = 0.
=0 si ik
J

Méthode

Pour manipuler des or-
thogonaux de sev d’un
ev E muni d’'un produit

scalaire

e Soit x € F.

On a, par définition de FL : Vy € FJ‘, (z]y) =0,
donc, par définition de F++ : z € FL+L.

Ceci montre : F C F-+,
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« Réciproquement, soit = € FL+L.

Puisque F @ F+ = E, il existe u € F, v € F tels que z = u + v.
Ona: v=z—u, z€F+ weFcCF+t-

donc, puisque F-1 est un sevde E: v e FLL.

Ainsi: ve F- n FLL ={0},doncv=0,puis: z=u+v=uc F.
Ceci montre : FLL+ C F.

On conclut : F = F+L,

364

Méthode

Pour montrer qu’'un vec-
teur z, dun ev F
muni d’un produit sca-

laire (.].) et de la norme
euclidienne associée ||.||,
est nul

On a:

Hx — Zn:(ei |z)e;

i=1

)12 = 2(z S e |@)es) + || S er e
=1 i=1

n n
2ll? =23 (es|2)? + 3 (ei | 2)?
=1 i=1
n

llel[* = > (ei|2)? <0,

=1

n n
donc : Hx — Z(ei |z)ei|| =0, puis: = — Z(ei |z)e; =0, et enfin :

i=1 =1

n
T = Z(ei |z)e;.
i=1

2

Méthode

Pour obtenir une inéga-
lité, en algebre, en ana-
lyse, en géométrie, fai-

sant intervenir des car-
rés ou des racines car-
rées
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Les méthodes a retenir

En appliquant l'inégalité de Cauchy et Schwarz, dans R" usuel, aux
deux vecteurs u = (1,...,1) et v = (a1, ...,an), on a :

(u|v)? < [ful[|v]]?,
n

(Zai)z < nzn:a?.

c’est-a-dire :

i=1 =1

Méthode

Pour traduire qu’une
matrice A € M, (R) est
orthogonale

On a : )
2a%2 +b2 =1 2a2 +b2 =1
A€ O03R) <=
a?+42ab=0 a(a+2b) =0
a=20 a=-—2b
Sad ( ou )
b2 =1 9% =1
On conclut que les matrices cherchées sont les quatre matrices :
0 0 1 0 0o -1
1 0 0 s -1 0 o1,
0 1 0 0o -1 0
-2 =2 1 2 2 —1
1 1 -2 =2 R 1 -1 2 2 .
3\—2 1 -2 3\2 -1 2
J
— D )

D’abord, il est clair que : A € M, (R). On a :

A€0,(R) <= *AA =1, <= (I, +aC*C)(In + aCtC) =1,
= (In 4+ aC'C)1, + aCtC) =1, <= 2aC*C + 2CtCCtC =0.
Comme 'CC =||C||? €R, on a donc :

A€ O,R) <= a2+ a||C|P)CtC =0.
SiCtC =0, alors :
lic|I? = (*CC)? = (*co)(*co) = fe(cto)C =0,

donc C' = 0, exclu.

On a donc CtC # 0, d’ott :
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366

7

2
A€ 0,R) < a+a|lC|H)=0 = a=- T
. , . 2
Finalement, un réel non nul « et un seul convient, c’est —W.

Pour former la matrice
d’un projecteur orthogo-
nal sur un sev ' de F

7

e Sil’on connait F-, décomposer un vecteur quelconque de E sur

F et FL.

 Déterminer une b.o.n. (v1,...vp) de F, puis appliquer la formule

du cours donnant le projeté orthogonal pr(z) d’un vecteur quel-
P

conque x de E sur F : pp(z) = Z(ek | z)eg.
k=1
= Exercice 23.6

—{Eam)

e« D’abord, il est clair que F' et G sont bien des sev de E.

Soit n € N — {0, 1}.

On munit £ = M, (R) de son produit
scalaire canonique, et on considére les
sev F' = Ty s(R) des matrices triangu-
laires supérieures et G = T, ;(R) le sev
des matrices triangulaires inférieures a
termes diagonaux tous nuls.

G = rt
projeté orthogonal sur F' de la matrice

Montrer et en déduire le

M = (1) dont tous les termes sont égaux
al.

) Soient A€ F, BEG.Ona: (A|B)=tr('AB).

Puisque A est triangulaire supérieure, *A est triangulaire inférieure.

Puisque 'A et B sont triangulaires inférieures et que les termes dia-
gonaux de B sont tous nuls, la matrice produit *AB est triangulaire
inférieure et ses termes diagonaux sont tous nuls, donc : tr (*AB) = 0.

Ceci montre : G C Ft.
-1
D’autre part : dim (G) = % ot :
1 -1
dim (F1) = dim (E) — dim(F) = n? — n(n2+ ) _ n(n2 )
On conclut : G = F+.
J) eOna:
e (! A )
M=|: o= . .
B CO R . + A ’
et © ! 1) 0
€F cG

donc le projeté orthogonal de M sur F est la premiere des deux matrices

de la somme ci-dessus.

7

Pour traduire une symé-
trie orthogonale s par
rapport & un sev F de

7

Utiliser, pour tout u € E: s(u) +u € F et s(u) —uc€ FL.
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Les méthodes a retenir

——(Eau)

Former la matrice A dans la base cano-
nique de R3 usuel de la symétrie ortho-
gonale s par rapport a a = (1, 1, 1).

On a, pour tout u = (z, y, z) € R3 :

s(u)+u€Ra et s(u)—ula.
En notant s(u) = (X, Y, Z), il existe donc X € R tel que :
X+z=Y+y=Z+z=X et X—a2)+ Y -y +(Z-2)=0.

2
On déduit, par combinaison: \ = g(x +y+ 2),

1
puis: X =A—z = 5(—z+2y+2z) et de méme pour Y et Z.

1 -1 2 2
On conclut : A= 3 2 -1 2

2 2 -1

Pour manipuler le pro-
duit scalaire, le produit
vectoriel et le produit
mixte dans F3

Utiliser les propriétés du cours sur ces produits.

En particulier, la formule du double produit vectoriel est utile :

aN(bAc)=(a-c)b—(a-b)ec.
w FExercice 23.1

(B

Démontrer la formule du double produit
vectoriel, pour tout (u, v, w) € ES :

uA(vAw) = (u-whv—(u-v)w.

¢ Si v =0, la formule est évidente.

¢ Siv # 0 et si w est colinéaire & v, alors il existe A € R tel que w = Awv,
dou: uA(wAw)=uAN0=0

et (u-w)v— (u-v)w=Au-v)v—Au-v)v=0,

donc la formule est vraie.

« Supposons (v, w) libre.

D’apres le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, il existe une
base orthonormée (I,J,K) de E3 et a, 8,7, a,b, ¢ € R tels que :
v=al, w=ppI+~vJ, u=al +bJ+cK.

On a alors, d’une part : v Aw = ayK, d’ou :
uA (v Aw) = (al +bJ + cK) A (ayK) = —aayJ + bayl,
et, d’autre part :

(u-w)v — (u-v)w = (af + by)al — (ac)(BI + vJ) = byal — acyJ,

et on conclut a ’égalité voulue.

Pour calculer 'angle de
deux vecteurs non nuls
x,y de E5 ou de Ej3

—

Calculer le produit scalaire z - y, ce qui permet d’obtenir cos (z,y), et
éventuellement, calculer x A y, pour décider de 'orientation.

= Fxercice 23.1
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—{Eaml )

EANS 12431 5 1

Ona: cosa= = = =,

2 Iyl V12 +32v22+12 5v2 V2
Calculer, dans R“ usuel, I’angle « des 1 9

deux vecteurs D’autre part : [Z, ¥] = ‘3 1‘ =-5<0.
=(1 =(2,1).
& @3, v (2, 1) On conclut : a= —g [27].
~ J

-

P
—Z{_//VLOVLCéé Hos OXOVC L LS I

1T v%38 Un vecteur de F3 faisant un méme angle avec trois vecteurs donnés

Soient a, b, c € E5 — {0}.

Onnote: @' =bAc, b'=cAha, ¢ =aAb, v=]alld + |||V +]|c||
et on suppose v # 0.

Montrer que v fait avec a, b, ¢ des angles égaux, c¢’est-a-dire montrer que :

—_—

cos (v,a) = cos (v,b) = cos (v, ¢).

BT Calcul de termes d’'une matrice carrée pour que celle-ci soit orthogonale droite

3 2 b
Trouver une CNS sur (a,b,c,d) € R* pour que la matrice A = = -2 —6 c| soit
6 a d

orthogonale droite.

1T Exemple d’endomorphisme antisymétrique dans le contexte de I'analyse

On note F lensemble des applications f : [—1; 1] — R de classe C™ sur [—1; 1], telles

que :
vneN, fM(-1)=f™@1)=o.

1
a) Montrer que F est un R-espace vectoriel et que (f,g) — (f]g) = / fg est un pro-
-1

duit scalaire sur E.

b) Vérifier que lapplication T : f —— f’ est un endomorphisme antisymétrique de E,
c’est-a-dire que :  V(f,g) € E?, (T(f) \g) =—(f | T(g)).
368
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Enoncés des exercices

BT Exemple de produit scalaire sur un espace vectoriel de polynomes

Soit n € N*. On note E =R, [X] et ¢ : E x E — R l'application définie par :

n

V(P,Q) € Ex E, o(P,Q)=> P®(0)Q"(0).

k=0
a) Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur F.
b) 1) Calculer, pour tout (i,5) € {1,...,n}?, p(X*, X7).
2) En déduire une base orthonormale de (E, ).

BT Orthogonalité entre S, (R) et A, (R)
Soit n € N*. On munit M, (R) de son produit scalaire canonique
(M,N)+— (M|N)=tr(*MN).
a) Montrer que S,,(R) et A, (R) sont deux sev supplémentaires orthogonaux dans M, (R).
b) 1) Pour toute M € M, (R), calculer la distance d(M, S, (R)) en fonction de M.

n
2) Exemple : Pour M = ZE“’ calculer d(M, S, (R)).

i=1
T Former la matrice d’un projecteur orthogonal dans une base orthonormale

Former la matrice, dans la base canonique de R* usuel, du projecteur orthogonal p sur le
sous-espace vectoriel F' défini par :

T, + 2x9 + 3x3 +4x4 =0 }

F= {(I1,$2,x3,$4) € R4a
.’E1+3£C2+5£E3+7£L'4 =0

BT Exemple d’obtention d’inégalité par utilisation de I'inégalité de Cauchy et Schwarz

Montrer que, pour tout polynéme P € R[X] a coefficients tous > 0, et pour tout
2
(z,y) € (R1)?, ona: (P(vzy))” < P(x)P(y).
BT Inégalité sur la somme des valeurs absolues des termes d’une matrice orthogonale
Soit 2 = (aij)ij S On(R) Montrer : Z |aij| < n\/ﬁ
1<i,j<n
BT Matrices simultanément orthogonales et triangulaires
Soit n € N*. Déterminer O,,(R) N T, s(R).
EET1 (vkfilil) Endomorphisme orthogonal d’un espace de matrices carrées

On note, pour A € M,,(R) : fa: M,(R) — M,(R), M +— AM.

CNS sur A pour que f4 soit un endomorphisme orthogonal de M, (R) muni de son produit
scalaire canonique.

ET1 x5 E0 Etude de I’endomorphisme x — z +a Az de Ej

Soit @ € F3. Onnote : f:FE3 — F5, x+— f(z)=z+aAz.
Montrer : f € GL(E3) et exprimer f~!(y) en fonction de y, pour tout y € Es.
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Former la matrice d’une réflexion dans une base orthonormale de FE5

Pour (a, b, c) € R3 tel que a®?+b%+c? = 1, former la matrice, relativement a une base ortho-
normée (i, j, k) de E3, de la réflexion par rapport au plan P d’équation az + by + cz = 0.

7%: <)) Etude d’orthogonaux de sous-espaces vectoriels

Soient E un R-espace vectoriel, (.|.) un produit scalaire sur E, F,G des sous-espaces
vectoriels de E telsque: FCGt et F+G=E.

Démontrer : G+ = F et F+ =G.

mEmr] ((@XETY Etude de I'application = — Y (e | 2)e;

i=1
Soit (B, (.|.)) un espace vectoriel euclidien, n = dim (E).

a) Soit F = (eq, ..., en) € E™. On considére I'application

n

f:E—E, z+— f(z)= Z(ei | z)e;.

i=1
1) Vérifier que f est un endomorphisme de ’espace vectoriel E.
2) Montrer : Ker (f) = F* et Im(f) = Vect (F).

3) En déduire que f est bijective si et seulement si F est une base de E.

b) En déduire que, si E est de dimension finie, en notant B = (eq, ..., €, ) une base de E,
ona: V(ci,..,c,) €ER", IweE, Vie{l,..,n}, (el|z)=uqc.

EEE] (vk$il)) Condition suffisante pour une base orthonormale

Soient (E7 (-] )) un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, n € N*, (eq, ...,e,) € E™.
Vie{l,...,n}t, |lell =1
On suppose : n
Vo e B, Y (ei]a)? = ||al.
i=1
Démontrer que (eq, ..., e,) est une base orthonormale de E.

vk1i 1)) Toute application conservant le vecteur nul et la norme euclidienne est linéaire

Soient E,F deux R-espaces vectoriels dont chacun est muni d’'un produit scalaire,
ll-llz, ||-||F les normes associées, f : E — F une application telle que f(0) =0 et :

V(z,y) € B2, ||f(z) = f@)llr = llz = yl|e-
Démontrer que f est linéaire.

EEEE kil Caractérisation des projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs

Soient E un espace préhilbertien et p un projecteur de E. Montrer :
Ker(p) LIm(p) <= (Ve € B, [[p(z)] < |lz]).

vk0ul:)) Etude de projecteurs orthogonaux

Soient (E (] )) un espace vectoriel euclidien, ||.|| la norme associée, p, ¢ deux projecteurs
orthogonaux tels que : Vo € E, |[|p(z)|]* + |lq(z)|]* < ||z|*.
Montrer que pog=qop =0 et que p+ q est un projecteur orthogonal.

On pourra utiliser le résultat de 'exercice 23.17
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Du mal a démarrer ?

Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour n € N* et (x, ...

Matrice et déterminant de Gram

,Tn) € E™, on note :

Gz, my) = (2 xj))lgi,jgn EM,(R) et ~(z1,...,z,) =det (G(21, ..., 2)).

a) Etablir : rg (G(a:l, ,acn)) =r1g(z1,.;,Tn).

Ty, Tyy) lié
b) Montrer : (= )
(X1, .y xp) libre

= v(x1,...y

= v(x1,...,

Zn) =0

xy) > 0.

¢) On suppose ici (21, ..., 2, ) libre. Soient X = Vect (21, ...,x,), © € E, px(x) le projeté
orthogonal de z sur X, d = ||z — pr(z)|| la distance de z & X.

Montrer : d = (
V(X1 ey Ty)

’y(x7$17 '“axn)>1/2

EEEE (vxivil Exemple d’intervention du produit scalaire canonique sur M,,(R)

Soient n € N*; A, B,C' € M, (R) telles que :

Démontrer : *AC = CtB.

YAA=A'A, '‘BB=B'B, AC=CB.

A cet effet, on munira M, (R) de son produit scalaire canonique et de la norme ||.|| associée,

et on calculera || *AC — C''B||2.

-Pu mal & domarcor ©

Pour évaluer cos (v, a), calculer v - a et obtenir :

v-a =|lal|[b,c,a], dou :
. b
cos (o) = 2 — [l
ol fall ol

vkl D’apres le cours, A € SO3(R) si et seulement si les
colonnes (C1,C3,C3) de A forment une base ortho-
normale directe de M3 1(R), ce qui revient & :

[ICill =1, ||C2l|=1, Ci-C2=0,

a) Immédiat.

b) Utiliser une intégration par parties.

a) Immédiat.

b) 1) Calculer (X*)(5) en séparant en cas k < 1,
k =4, k > 4, puis calculer (X*)(*)(0) en séparant
en cas k # i, k = i.

i

X
2) Montrer que (—'> convient.
3!

0<ign

C3 = C1NCs.

a) Pour montrer lorthogonalité, calculer (S|A)
pour S € Sy(R) et A € A,(R), et obtenir
(S]A)=0.

b) 1) Décomposer M sur S, (R) et Ay, (R).
2) Immédiat.

Former un systéme d’équations de F) plus simple que
celui de I’énoncé, par exemple en exprimant x1 et za
en fonction de z3 et x4.

En déduire un vecteur Vi, non nul, de F', puis un
vecteur V2, non nul, de F, orthogonal a Vj.

En déduire une base orthonormale (v1,v2) de F.
Appliquer la formule du cours donnant le projeté or-
thogonal d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel de

dimension finie dont on connait une base orthonor-
male.

En déduire la matrice de p dans la base canonique
de R%.

Ecrire P additivement et appliquer l'inégalité de
Cauchy et Schwarz.
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Appliquer I'inégalité de Cauchy et Schwarz dans R"?
usuel aux vecteurs (1) et (|ag;|)sj-

1) Si A = (aij)ij € On(R) N Thps(R), considérer
la premieére colonne et la premiére ligne de A, pour
déduire a%l =0et aj2 = ... = a1n, = 0. Réitérer.

2) Traiter la réciproque.

Traduire que, pour tout (M, N) € (Mn(]R))2 :
(fa(M)|fa(N)) = (M|N).

e La linéarité de f est immédiate.
« Montrer Ker (f) = {0}.
e Pour y € Eg3, }résoudre léquation y = f(z), d’in-
connue z € E3. A cet effet , évaluer a -y et a A y.
On obtient :

i) = m(y—aAer(wy)a)

vkl Utiliser, pour u € E3 et v/ = Refp(u) : v/ +u € P
et ' —u € Pt en passant par les coordonnées dans
la base orthonormale (i, j, k) de Es3.

vkl 1) Montrer Gt C F, en passant par les éléments et
en utilisant £ = F + G.

2) A partir de F C G+, déduire G C F~+ et remar-
quer que F' et G ont des roles symétriques dans les
hypotheses.

vl o) 1) Immédiat.

2) o L’inclusion FL C Ker (f) est immédiate.

Pour lautre inclusion, si z € Ker (f), calculer le pro-
duit scalaire de f(z) et z.

e L’inclusion Im (f) C Vect (F) est immédiate.
Pour 'autre inclusion, faire intervenir les dimensions.
3) Utiliser a)2) et un argument de dimension.
b) Appliquer a)3).

1) Pour j € {1,...,n} fixé, appliquer 'hypothese & e;
a la place de z, et déduire (e; |ej) = 0 pour i # j et
lles[1* = llejl|*, puis [e;|| = 1.

2) En vue de montrer que (e1, ..., en) est une base or-

n
2
thonormale de E, calculer Hx — Z(ei |z)e;|| , par

i=1

développement.

Vr € F,

PEBL3) 1) Montrer : [1f@)lF = llzlle-

2) Déduire :
V(z,y) € %, (f(z), f®)Fr = (¢, 9)E.

3) Pour A € R, (x,y) € E?, développer

1F e +v) = A (@) - £@)||°
et déduire f(Az +y) = Af(z) + f(y).

vehild) 1) Supposons Ker (p) LIm (p). Pour z € E, remar-
quer z — p(z) € Ker (p) et p(z) € Im (p), et utiliser
le théoréme de Pythagore.
2) Réciproquement, supposons Ve € E,
llp(z)|| < ||| Soient = € Ker (p), y € Im (p), donc
p(xz) = 0 et y = p(y). Appliquer 'inégalité d’hypo-
these a Az + y a la place de x, pour tout A € R.
Déduire (z|y) = 0.

vk 1) Pour © € E, appliquer l'inégalité de 1’énoncé
a q(z) a la place de z. Déduire pog =0, et gop = 0.
2) Calculer (p+q)? en développant. Déduire que p+q
est un projecteur de E.

3) Montrer, pour tout z € E, p(z)Lg(z), en dé-
duire ||(p + q)(z)||? < ||z||?, et conclure, en utilisant
I’exercice 23.17.

vty a) o Considérer X = Vect (21, ...,2n), p=dim (X),

(et,...,ep) une base orthonormale de X,
P

T, = E Erier la décomposition linéaire de z; sur
k=1

(e1,...,ep), pour i € {1,...,n}. Exprimer (z;|x;) et
en déduire que, en notant M = (§k;)ki € Mp,n(R),
ona: G(x1,..,zn) = "MM.

« Montrer : rg (*MM) = rg (M).

b) Garder les notations de la solution de a).

Si (21, ...,xn) est libre, alors p = n et M est carrée.

¢) Noter y =z —px (z), donc z = y+px (z). Calcu-
ler y(z,x1,...,Zn) en utilisant la linéarité du déter-
minant par rapport & la premiere colonne.

vEkiv/il) Se rappeler que le produit scalaire canonique sur
M., (R) est défini par :

V(M,N) € (Mn(R))", (M|N)=tr(*MN)

et se rappeler les propriétés de la trace pour les ma-
trices carrées, en particulier la formule :

V(X,Y) € (Mn(R)?, tr(XY)=tr(YX).

2
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Corrigés des exercices

Ona:
v-a=|lalla -a+ bt -a+]lc]lc a
=lla||(bAc)-a+|bl[(cAa)-a+]lc|[(and)-a
= llal| [b;¢,a] + [1b]] [, a, a] + ||c]| [a, b, a] = ||al| [b, ¢, al,
— . b
d’ott : cos (v,a) = - [b,c,a]
[[ol] llall [vll
De méme : cos (v,b) = e, a, ], cos (v,¢) = [a,b, ¢
[l [[o]]
Comme [a, b, c] = [b, ¢, a] = [c,a,b], on conclut :

cos (v,a) = cos (v, b) = cos (v, ¢).
Notons C1,Cs,C3 les colonnes de A. On a :
A € SO3(R) «<—

||Cl||=1, ||02H=1, C1-Co=0, C3=C1NCso.

On calcule :

. liCul?

1
5(32 +(=2)2+62%) = 1, donc ||C1]| = 1.

1
o |02 =1 = 5(22+(—6)2+a2)=1
— a?24+40=49 < a==3.

e (1 -C=0 << 6+12+6a=0 << a=—3.

e Supposons a = —3. On a alors :
3 2 42 6
1 1 1 1
CitnNCo=—=-|-2|A=1|—-6 == 21 = - 3
"\e6) T\-3) T \-1a) T\-2
On conclut que A est orthogonale droite si et seulement si :
a=-3, b=6, ¢c=3, d=-2.

a) 1) e ECC®([-1;1],R) et 0 € E.
¢ On a, pour tout a € R et toutes fi, fo € E :
vneN, (afi + f2)™(-1)

=afM (1) + £ (-1) =a0+0=0,
et de méme en 1, donc af; + f2 € E.
On conclut que E est un R-sous-espace vectoriel de
(Ohae ([71; 1], ]R)7 donc E est un R-espace vectoriel.
2) « Pour tout (f,g) € E?, /1 fg existe, car fg est continue
sur le segment [—1; 1]. o

«On a, pour tout (f,g) € E? :

1 1
(g\f)z/lgf=/_lfg:<f\g),

done (.].) est symétrique.

O\f\fl.;ﬁé,g Ggﬁ,g oxovi CLCZg ]

¢ On a, pour tout o € R et toutes f,g1,92 € E :

1
(f g +92)=[1f(a91 +g2)

1 1
:a/;1f91+/_1f92=a(f|g1)+(f|g2)’

donc (.|.) est linéaire par rapport a la deuxiéme place.

1
eOna: VfeE, (f\f):/_lfzzo.

1
«Soit f € E. Si(f|f)=0, alors / 2 =0, donc, puisque
-1

f est continue sur [—1; 1] et que f2 > 0, on déduit, d’apres
un théoréme du cours, f = 0.

On conclut que (.|.) est un produit scalaire sur E.
b) 1) «Pour toute f € E, T(f) = f’ existe et T(f) € E.

¢ On a, pour tout o € R et toutes f1, fo € E :
T(euf1 + f2) = (afs + f2)'
=af] + f3 = aT(f1) + T(f2),

donc T est linéaire.
On conclut que T" est un endomorphisme de E.

2) Soit (f,g) € E%. On a, par une intégration par parties
pour des applications de classe C! sur un segment :

1
(T(f)]9) =/_1f’g
1 1
= [fgl', —/_1f9’ = —/_lg’f =—(f|T(9))-

On conclut que T est un endomorphisme antisymétrique
de E.

a) «On a, pour tout (P,Q) € EX E :
0@, P) =" QW (0)P™(0)
k=0 n
=>_ PP 0™ (0) = ¢(P,Q),
k=0

donc ¢ est symétrique.

¢ On a, pour tout o € R et tous P,Q,R€ E :

n

p(PaQ+ R) =3 PM(0)(a@ +R)™(0)
k=0

= 37 PO0) (@ (0) + RP(0)
k=0

=« En: P(k)(o)Q(k)(O) + zn: P(k)(O)R(k)(O)
k=0

k=0
= ap(P, Q) + ¢(P, R),
donc ¢ est linéaire par rapport a la deuxiéme place.
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«On a, pour tout P € E: ¢(P,P) = Z (P(]C)(O))2 > 0.
k=0

«Soit P € E tel que (P, P) = 0.

n
On a alors Z (P(k)(o))2 =0,
k=0~""">""
>0
donc : Vk € {0,...,n}, P®*)(0)=0.

D’apres la formule de Taylor pour les polyndémes, puisque
deg (P) < m, on a alors :

" P®)(0
ESED SR
k=0 :

On conclut que ¢ est un produit scalaire sur E.
b) 1) Soit (i,5) € {0,...,n}2. On a :

iG—1)---(G—k+1)X"F sik<i
(XH® = L4 sik=1i
0 sik>1
. si k#14
donc: (XH)®)(0) =
gl si k=1.
Il en résulte :
. n ) ) 0 si i#£j
P(X*,X7) = (XH P (0)(x7)®) (0) =
k=0 gl sioi=j.

2) D’apres 1), (Xi)ogign est une famille orthogonale pour ¢,
formée de vecteurs tous non nuls. Comme dim (E) = n + 1,
cette famille de n + 1 éléments est une base de E.

De plus : Vi € {0,...,n}, (X5, XY = ()2,

XZ
On conclut que <—> est une base orthonormale
il Jogign

de (E, ).

a) oIl est connu que Sy, (R) et Ay, (R) sont des sev de M, (R).
e Soient S € S, (R), A€ Ap(R). On a:
(S]A) =tr ('SA) = tr (SA) = tr (AS)

=tr ((—*A4)S) = —tr (*AS) = —(A|S) = —(S| 4),
(S]1A)=0.

Ceci montre que S, (R) et Ay, (R) sont orthogonaux pour (. |.)
dans M, (R).

11 en résulte en particulier : S, (R) N A, (R) = {0}.

d’ou :

«On a, pour toute M € M, (R) :

1 1
M = 5(M+ M)+ 5(M— M),

€S, (R)

donc : M, (R) = S, (R) + A, (R).

€A, (R)

Finalement, S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogo-
naux dans My (R).

b) 1) Soit M € My (R).
1 1
Notons : § = §(M+ ‘M), A= §(M_ M.
On a alors :
M=S+A, SeSu(R), AcAn(R)=(S.(R))

Ceci montre que S est le projeté orthogonal de M sur S, (R).
On a donc :

(d(M,Sn(R)))? = [|M — S|[? = [|A||* = tr (*AA)

1

—tr [t(%(M— tM))%(M— tM)] = —itr ((M = *M)2).

n 1 0 ... O
2) Pour M = zlEil =1 o | on a
= 1 0 ... O
0 —1/2 ~1/2
1 /2 0 ... 0
A:E(M—tM): ) ) . ,
: : (0) :
/2 0 ... 0
n—1
(M, 8u(R))* = 117 = 37 ((A)i)” = —5—
1<i,j<n

n—1

On conclut : d(M,S,(R)) = 5

¢ Cherchons un systéme d’équations de F', plus simple que
celui de I’énoncé :

(z1,22,23,24) € F

x1 + 2x2 + 3x3 +4x4 =0
<~

x1 + 3x2 +5x3 + Ty =0 =2||1

T1 =23 + 274
r9g = —2x3 — 3T4.
e Un vecteur (non nul) de F' est donc, par exemple, Vi =

(1,-2,1,0), obtenu en choisissant 3 = 1, x4 = 0 et en cal-
culant alors x1 et x2.

e Un vecteur (non nul) Vo = (21, x2,23,x4) de F, orthogonal
a Vi, est caractérisé par le systeme d’équations :

T1 = x3 + 214
xo = —2x3 — 3x4
r1 — 2z + 23 = 0.

En reportant les valeurs de z1 et x2 en fonction de x3 et x4,
ce systéme est équivalent au systéme :

T1 =3 + 234

T2 = —2x3 — 314
6x3 + 8xg4 = 0.
Choisissons x3 = 4, x4 = —3, par exemple.

Un vecteur V2 de F', non nul et orthogonal & V; est donc, par
exemple : Vo = (—2,1,4, -3).
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1% 1 v Vo 1
—=—V1, w= =—
Vil V6 [Vall /30
Ainsi, (v1,v2) est une base orthonormale de F.

« Notons vy = Va.

D’apreés le cours, le projeté orthogonal p(X) d’un vecteur X
de R* sur F est donné par la formule :

p(X) = (v1| X)vi+(v2 | X)v2 = %(Vl |X)V1+%(V2 [ X)Va.

En notant X = (x1,22,x3,24), on a, sous forme de colonnes
pour la lisibilité des écritures :

1
1 -2
p(X) = G (w1 — 222 + x3) 1
0 —2
—|—i (72x + x2 + 4x 731) 1
30 1 2 3 4 4
-3

r1 — 2x2 + X3

o 1 —2x1 + 4dxo — 223
6 r1 — 22 + 23
0
4xy — 2x9 — 8x3 + 614
1 —2x1 + x2 + 4x3 — 324

+

30 | —8x1 + 4xo + 1623 — 1224
6x1 — 3x2 — 1223 + 924

9x1 — 12x2 — 323 + 614
1 —12x1 4+ 21z — 623 — 324
30 | =321 — 622 + 2123 — 1224

6x1 — 3x2 — 1223 + 924

On conclut que la matrice de p dans la base canonique de R*
3 -4 -1 2

1 —4 7 -2 -1

10l-1 -2 7 -4
2 -1 -4 3

est :

Par hypothese, il existe n € N, ao,...,an € R4 tels que :

pP= Zn: apXF.
k=0

On a, pour tout (z,y) € (R4)2

(P(vay))® (Zak (va)t)’

- (; (Varva ) (varvi*))

Appliquons D'inégalité de Cauchy et Schwarz, dans R™*!

usuel, a (\/@ﬁk)ogkgnv (\/@\/gk)ogkgn :
(3 (varve) (varvit))

n n

< (gj (m&kﬁ)(; (Varvi*)?)

= (Y aa®) (S any*) = P@)P(),
k=0 k=0

d’ou I'inégalité voulue.

En appliquant l'inégalité de Cauchy et Schwarz dans R
usuel aux vecteurs u = (1) dont toutes les coordonnées sont
égales a 1 et a = (|asj|)1<i,j<n, On obtient :

2
(3 laul) = @la)? < llulPlal? =n? 3" o

1<i,5<n 1<i,5<n

n
Comme A € O, (R),ona: Vi€ {1,..,n}, Za?j =1,

d’ou : Z a?j =n et finalement : Z lasj| < nv/n.

1<i,5<n 1<i,5<n

1) Soit A = (aij)ij € On(R) N Ths(R).

La premiére colonne et la premieére ligne de A sont normées,
donc: a?;, =1 et a?) +ay+---+a}, =1,

d’ott a1 € {—1,1} et a12 = ... = a1, = 0.

Ensuite, la deuxiéme colonne et la deuxieéme ligne de A sont
normées, donc, compte tenu du résultat précédent :

a%2 =1 et a%z—i—-n-‘ra%n =1,
d’olt ag2 € {—1,1} et agz = ... = a2, = 0.
De proche en proche, on obtient : A = diag (ai1, ..., ann) et
(a11, .y ann) € {—1,1}".

2) Réciproquement, pour tout (di,...,dn) € {—1,1}", il est
clair que la matrice A = diag(d1,...,dn) est orthogonale et
triangulaire supérieure, donc A € O, (R) N Ty s(R).

On conclut :
On(R) n Tn,S(R) = {diag (d17 oy dn)7 (dh ) d’n) € {_17 1}”}
Ainsi, O, (R) N Th,s(R) est un ensemble fini & 2™ éléments.

Soit A € M, (R). Il est clair que 'application
fa: Mn(R) — My (R), M +—s AM
est linéaire.

L’endomorphisme f4 de My (R) est un endomorphisme or-
thogonal si et seulement si :

VM,N € Mn(R), (fa(M)|fa(N)) = (M]|N).
On a, pour toutes M, N € M, (R) :
(fa(M) | fa(N)) = (AM| AN)

=tr (*(AM)(AN)) = tr ("M "AAN).

fa € O(Mn(R))
VM, N € M, (R), tr(*M'AAN)=tr(*MN)
VM,N € Mp(R), tr(*M(*AA—-1,)N)=0
VM,N € Mn(R), tr (*[(*AA-1,)M]N) =0
VM € M, (R), (VNEMn(R ( AA—I,JMLN)
VM € M, (R), (*YAA—-T,)M =0
YAA-1,=0 <= AcO,(R).

IIIIMH?

On conclut : f4 est un endomorphisme orthogonal de My, (R)
si et seulement si A € Oy, (R).
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1) ¢ L’application f est linéaire, puisque, pour tout A € R et
tous z,z’ € F3 :
fOz+z)y=X z+2' +an Dz +2')

=Xz +anz)+ (@ +anz’)=Af(z)+ f(@).

¢« On a, pour tout x € E3 :

ze€Ker(f) < f(z)=0 <= z+aAz=0
= z-(z+anz)=0 < z-z4+z-(ahz)=0
= ||lz]? + [#,0,2] =0 <= |jz||?=0 <= =z =0.
Ceci montre Ker (f) = {0}, donc ’endomorphisme f est in-

jectif.

e Puisque f est un endomorphisme injectif et que E3 est de
dimension finie, on conclut que f est bijectif, c’est-a-dire :
feGL(E).

2) Soit y € E3.

Notons = f~1(y);onadonc: y = f(x) =z +aAx, dou :

a-y=a-(x+ahz)=a-z4+a-(ahz)=a-x

(ara) x

aNy = aA(z+aAz) = aAz+an(anz) = aNz+(a-z) a—

en utilisant la formule du double produit vectoriel :
Y(a,b,c) € E3, an(bAc)=(a-c)b—(a-b)c.

On déduit :

r=y—alhz=y— (a/\y—(a~x)a+||a||2x)

=y—aAy+(a-z)a—|la|Pe=y—ary+(a-y)a—|lalz,

(1+lal?)z=y—ary+(a-y)a

On conclut :

Vy € E3,

Soit (x,y,z) € R3. Notons u = xi + yj + 2k, o =
Refp(u), (z/,y',2') € R3 tel que v’ = /i +y'j + 2'k.

w+u€eP et v —ue Pl

puis :

) = (y—any+(a-y)a).

1
1+ lal|?

On a alors :
Il existe donc A € R tel que :

2 —x=MXa, ¥ —y=Mb, 2 —z=)Ac
D’ou :

0=a(x +z)+ by +y)+c(z +2) =2ax + 2by + 2cz + A,

donc : A= —2(azx + by + c2),
' =+ Xa = (1 — 2a?)z — 2aby — 2acz
puis : Yy =y + b= —2abz + (1 — 2b)2y — 2bcz

2 =z + A= —2acx — 2bcy + (1 — 2¢?)z.

Finalement, la matrice cherchée est :

1 —2a2 —2ab —2ac
—2ab  1-2b2  —2bc
—2ac —2bc 1—2¢?

1) «Par hypothése, on a déja : F C G+.

« Soit f € G+.

Puisque f € Gt C E=F + G, il existe u € F, v € G tels
que: f =u+v.Onaalors:v = f—u, fEG-, ue€ FCGt.
Comme G~ est un sev de E, il en résulte : v € GL.

vEGetveEGL, doncv=0,puis f=u€ F.
Ceci montre : G+ C F.
On conclut : G+ = F.
2)Ona:FCGt, dou:

Mais on sait, d’apres le cours

Ainsi :

F+ > G+
G C G don: G FL.
Ainsi, le couple (G, F) vérifie les mémes hypotheses que le

couple (F G): GCFtetG+F=E. D apres 1) appliqué
a (G, F) a la place de (F,G), on a donc : F+

a) 1) Soient « € R, z,y € E. On a :

n

=D (eilaz+y)es = (alei|w)ei + (ei|y)e:)

i=1 i=1

flaz +y)

=a) (ei]|z)ei+ Y (ei|y)ei = af (@) + f(v),
=1 =1

donc f est linéaire.

On conclut que f est un endomorphisme de I’espace vecto-
riel E.

2) «(i) : Soit x € FL.
Vi e {1,...,n},

n

Zel\m e; =

i=1
d’ott z € Ker (f).
Ceci montre : F+ C Ker (f).

On a alors : (ei|xz) =0,

ZOel—O

donc :

fz) =

(ii) : Soit = € Ker (f).

Z(ez|:ce =0,

d’ou, en faisant le produit scalaire par x :

0=(0|z) = (Z(eﬂxe, x)

On a donc f(z) =

=> (eil)(eilz) = (ei]a)?.
i=1 =1
>0
Il en résulte : Vi€ {1,...,n}, (ei|z)=0,
et donc : z € FL.
Ceci montre : Ker (f) ¢ FL.
On conclut : Ker (f) = F*.
(i) : On a : VzeE, f(z)= Z(ei |x)e; € Vect (F),

i=1

donc : Im (f) C Vect (F).



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

(ii) : D’apres le théoréme du rang et le résultat précédent :
dim (Im (f)) =dim (E) — dim (Ker (f))
= n —dim (F1) = n — dim ((Vect (F)) ") = dim (Vect (F)).

Comme Im (f) C Vect (F) et que ces deux sev ont la méme
dimension, on conclut : Im (f) = Vect (F).

3) Puisque f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel F
de dimension finie, on a :

f bijective <= f surjective
<= Im(f)=E <= Vect(F)=E.

D’autre part, puisque F a n éléments et que dim (E) = n,
F engendre E si et seulement si F est une base de E.

Finalement, f est bijective si et seulement si F est une base
de E.

b) Considérons I’application f associée a B. Soit (c1, ...,cn) €
R™. D’aprés a) 3), puisque B est une base de E, f est bijec-

chel (1).

Et, puisque B est une base de E :

= Z(el |x)e; = chel

=1
— Vie{l,..,n},

tive, donc : Ilw e E, f(v

(ei|z) = ¢;.
On conclut :
Y(ci,...,cn) ER™, v e E, Vi€ {1,...,n},

1) On a, pourtoutjE{l ,n}:

Z(€z|ea)2*”‘3]“4+ Z (eilej)?

i, 1]

(ei|z) = ¢;.

llejl* =

donc :
2 2 4 2 2
D (eile)® = llesll* = llesll* = llesI* (1 — lles|[*) < 0.
i, 1#£]
Il en résulte : Vi € {1,...,n},

ce qui montre que (eq, ...,

(i#7 = (eile;) =0),
en) est une famille orthogonale.

De plus, on a alors, pour tout j € {1,..,n},
llejl12 (1 —|le;]|?) = 0. Comme e; # 0, car |le;|| > 1, on dé-
duit ||e;|| = 1.

Ainsi, (e1, ..., en) est une famille orthonormale de E.

2) Soit x € E. On a :

Hz—Z(eHx)ei . (m—Z(e”w)ei T — Z ej|x) ej)
i=1 i=1 j=1
=(z|x) =Y (eilz)(ei|x)
i=1
=2 (eil@)(@le;) + 3 (eil@)(es @) es | eg)
j=1 0,5
= llzll* = (i 2)® - Z ej | )? +Z(ezlz
=1 j=1
= lzl* = ) (ei]2)®* =0,
i=1

n

n
d’ou xz — Z(ei |z)e; =0, et donc = = Z(ei |z)e;

=1 =1

Ceci montre que (e, ...,en) engendre E.

Finalement, (e1,...,en) est une base orthonormale de E.

1) En remplagant y par 0 : Vo € E,
2) Puis, pour tout (z,y) € E? :

1 @) = |zl

(f(=), f()) =—%(||f(m) FI2 = 1F @12 = 11fW)I1%)
1
—5(llz —yll? = llzl]* = llyl1?) = (=, v).
3) On a, pour tout (A € R et tous z,y € E :

[1f (@ + Ay) = (Af (@) + F@)) ]

||f(/\x+y)||2+>\2||f( >|| +Hf(y)|\2

—2X(f(Az +y), f(x)) —2(f(Az+y), ()
+2X (f(z), f(v))

Az + yl* + N[|z||® + ||y]?

=2 Ar +y, ) -2 Az +y, y) + 2\ (z, y)

Az +y) — Az —y||*> =0,

dot: f(Az+y) =Af(z)+ f(y) et donc f est linéaire.

1) Supposons : Ker (p) L Im (p).

Soit € E. Comme = — p(z) € Ker (p) et p(z) € Im (p),

on a, par hypothese : (z — p(z) |p(z)) = 0, donc, d’apres le
théoréme de Pythagore : ||z||? = ||z — p(x)||? + ||p(=)||?,

drou :||p(2)|| < [l=|-

2) Réciproquement, supposons : Vz € E, ||p(z)|| < ||z||.
Soient = € Ker (p), y € Im (p).

On a donc : p(z) =0 et p(y) =y.

On a, pour tout A € R : ||jp(Az + v)||2 < || Az + y||?,

N|z||2 + 2X(z |y) = 0

Comme le trindme réel A — A2||z||2 + 2\(z |y) est & va-
leurs > 0 sur R, son discriminant est < 0, d’olt (z|y)? < 0
et donc (z|y) = 0.

Vz € Ker (p), Yy € Im (p),
Ker (p) L Im (p).

c’est-a-dire :

Ainsi : (z]y)=0.

On conclut :

1) Soit € E. En appliquant I'inégalité d’hypothese & p(z)
a la place de z, on a :

|1p(p@) || + |[a(@))[|* < [lp()]12.

Comme p(p(a: )
(gop)(x) =0.
Ceci montre :

= p(z), il s’ensuit Hq p(x) )||2 = 0, puis

qop=0.

Comme p et q ont des roles symétriques, on a aussi : pog = 0.

2) o On déduit :
(P+a)?=p"+pogt+aop+d®=p"+¢"=p+q,
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donc p + ¢ est un projecteur.

e Soit x € E.

Comme qop =0, on alm(p) C Ker(gq) = (Im (q))J'.
Comme p(z) € Im(p) et ¢(z) € Im(q), il en résulte
p(z) L q(z), cest-a-dire : (p(z) | q(z)) = 0.

«On a alors, pour tout z € E :

1+ ) @)* = llp@)I1? + 2(p(2) | a(2)) + lla()]1?
= llp@)I1* + llg(@)I1* < [[2]]?.

D’apres ’exercice 23.17, on conclut que p+q est un projecteur
orthogonal.

a) Notons X = Vect(z1,...,2n), p =
(e1, ..., ep) une base orthonormale de X.

dim (X), et soit

Chaque z;(1 < ¢ < n) se décompose linéairement sur
(e1,...,ep), donc il existe M = (£ki)1<k<p, 1<i<n € Mp,n(R)

P
telle que : Vi€ {1,...,n}, z; = kai€k~
j=1

P
On a alors : V(i,5) € {1,...,n}%, (z;|z;) = Zﬁszk;
k=1

On reconnait ici le terme général du produit de deux
matrices. En notant G pour G(zi,...,zn), on obtient :
G=" 'MM.

D’aprés un exercice classique, on a : rg(*MM) = rg (M).
Finalement : rg (G(xl, ,xn)) =rg(M) =rg(z1,...,Tn).
b) 1) En utilisant a) :

= 18(21,.,Tn) <1

<~ r1g (G(zl, 7atn)) <n

(z1, ..., zn) lié

<= det (G(xl,...,xn)) =0 < ~v(z1,...,2n) =0.

2) «Si (x1,...,xn) est libre, alors, avec les notations de a),
onap=n, M € GL,(R), donc :

(@1, ..y Tn) = det (*M M)
= det (*M)det (M) = (det (M))* > 0.

e Réciproquement, si vy(z1,...,zn) > 0, alors, d’aprés 1),
(z1,...,zn) n'est pas lié, c’est-a-dire est libre.

¢) Notons y = = — px (z). Puisque y € X1, on a :

’7(1‘1,...,1‘n)
lyll? + llpx (@)I*  (px (=) ]21) (px (@) |zn)
B z1 | px () (z1|@1) (%1 |zn)
(@alpx@)  (@alo) (2n | 2n)

= [yllPv(z1, .., zn) + ¥(px (T), 1,0 Tn).
Comme px(z) € X, la famille (pX(x),xl,...,xn) est liée,

donc, d’aprés a) : y(px(x),®1,...,zn) = 0.
Ainsi : y(z, z1, ..., Tn) = d?y(21,...,Tn) et finalement :

d= (wyz
v(@1, ...y Tn)

&0
[|*AC — C*BJ)?
= tr(*(*AC - C'B)(*AC - C'B))
= tr((*CA—B'C)(*AC - C'B))
= tr(*CAYAC — *CAC*'B - B'C'AC + B*CC'B)

= tr("'C(A'A)C) —tr (*C(AC)"B)
—tr (B(*C*AQ)) + tr (B(*CC*B))

= tr(*C*AAC) —tr (*CCB'B)
—tr (*C*A(CB)) +tr (*CC("*BB))

= tr(*C*AAC) —tr (*CCB'B)
—tr (*C*AAC) +tr (*CCB*B) = 0.

On conclut *AC — C*B = 0, c’est-a-dire *AC = C*'B.
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Vrai ou Faux ?

Vi o a2

L’application ((ml, y1), (xa, yg)) — 2122 + Y192 est un produit scalaire sur R2.

On a, pour tous éléments x,y d’un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (. |.)

1
et de la norme associée ||.|| : (z]y) = §(||$ +y|I> = |z — yl]?).

Pour deux vecteurs ,y d’un espace vectoriel préhilbertien (E, (.].)), si (z|y) = 0, alors :
z=0ouy=0.

Pour tous vecteurs z,y d’un espace préhilbertien (E,(.].)), ona: (x|y)? < [|=]*||y|[*.

X3 Pour tout sev V' de dimension finie d’un espace préhilbertien E, les sev V et V= sont
supplémentaires dans F.

Toute famille orthogonale est libre.

23.7 ISit (E, (-] )) est un espace vectoriel euclidien, B une base de F, z,y € E, X = Matg(x),
Y = Matg(y), alors : (z]y) = *XY.

Si (e, ...,en) est une base orthonormale d’un espace vectoriel euclidien E, alors, pour
n
toutzx € F: o= Z(ei |z)e;.

i=1

Si un vecteur z d'un espace préhilbertien (E, (.|.)) vérifie (z|y) = 0 pour tout vecteur
y de E, alors x = 0.

X510 Si deux sev F,G d’un espace préhilbertien (E, (.|.)) vérifient F C G, alors G+ C F*.
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C’est un résultat du cours. [ |
1 1 1
Le coefficient 3 est inexact, le bon coefficient est 1 (z)y) = Z(Hx + 9] = ||z - y||2)

il se peut que (x|y) = 0 sans que z = 0 ou y = 0, lorsque z et y sont orthogonaux et
non nuls.
C’est un résultat du cours : I'inégalité de Cauchy et Schwarz. |

C’est un résultat du cours : le théoreme de projection orthogonale sur un sev de dimension [
finie dans un espace préhilbertien.

Il y a eu oubli de I’hypotheése : vecteurs tous non nuls.

Le résultat correct est : toute famille orthogonale & vecteurs tous non nuls est libre.

Il y a eu oubli de la condition orthonormale pour la base considérée.

C’est un résultat du cours.

<l <
HEpE

Si, pour tout y € E, (z|y) = 0, alors, en particulier, (z |z) = 0, donc = = 0.

BN Soit » € G*. on a, pour tout y € G, (z|y) = 0, donc a fortiori, pour tout y € F, [ |
(x]y) =0, donc z € F*+.
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pour les intégrales, en particulier I’étude du cas ou une
intégrale est nulle, et 'inégalité de Cauchy et Schwarz

e Les méthodes usuelles pour transformer 1’écriture d’une in-
tégrale : intégration par parties, changement de variable,
relation de Chasles

xT
e Les propriétés de 'application x — / f)de
o

e Formule de Taylor avec reste intégral, inégalité de Taylor-
Lagrange.
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Pour obtenir une inéga-
lité portant sur une ou
des intégrales

Essayer d’appliquer les théorémes du cours portant sur les inégalités
sur des intégrales.
En particulier, si des intégrales de carrés ou de produits interviennent,

essayer d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
 Exercices 24.1, 24.9, 24.22

— (el

D’abord, puisque f est continue sur le segment [—1; 1], la borne supé-

Soit f:[—1; 1] — R continue.

On note M = Sup |[f(z)|.
z€[—1;1]

Montrer :

|/j1 (F@@®) +2f(2)) da| < 3M.

N rieure M existe.

Par opérations, I’application x — f(x2) + xf(z) est continue sur le
segment [—1; 1], donc I'intégrale proposée existe.

On a:
1 1
[ Ga +es@)as| < [ 1760+ af@) o
1

1
< [ (s +lells@N ae < [ 1+ iar) ao

—1

1 1
:M/_1(1+|z\)dx:2M/0 (14 z)de

=2M[m+§]$ :2Mg = 3M.

Pour conclure qu’une
fonction est nulle, ayant
un renseignement sur
une intégrale

Essayer d’appliquer un théoreme du cours :
sia<betsif:a;b — R est continue, positive ou nulle, telle que

b
/ f=0, alors f =0.

On peut aussi essayer d’utiliser une contraposée.
= Exercice 24.10

— =l

Montrer : f = 1.

1 1
Ona: /(1—f):1—/ f=1-1=0.
Soit f: [0; 1] — R continue telle que : 0 0
- 1 Puisque 1— f est continue, positive ou nulle et d’intégrale nulle, d’apres
Fsdet /Of_l' le cours on déduit 1 — f =0, donc f = 1.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour trouver une limite

d’intégrale

N
On a, pour tout n € N :
1 2 1 n+141 1
Oé/w"e_z dmé/z"dw:[z :| = .
0 0 n+1Jo n+1
Comme — 0, on déduit, par théoréme d’encadrement :
noo
1 2
/ " e ™ dz — 0.
0 noo
J

Méthode

Pour changer la forme
de écriture d’une inté-
grale, ou pour calculer
ou évaluer une intégrale
dans des cas simples

D’abord, I existe comme intégrale d’une application continue sur un
segment.

Par le changement de variable t = tan g, ona:
1 2t
I BT RD U142 42t
B e e s v &
0 44 0

1+

12
! 2t 2y71
_/0 (1+1+—t2)dt—[t+ln(1+t)]0—1+ln2.
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——Zas)

Soit n € N.

u = sin?T1 g u' = (n+1)sin™® zcosz

En notant
v/ =sinx v = —cosT

on a, par intégration par parties pour des applications de classe C'' sur
le segment [0; 7/2] :
/2
Whaa = / sin®t! zsinz dz
0

/2
= [sin™ ™! z(— cos )] 3/2 + / (n +1)sin™ & cos? x dz
0

/2
=n+1) / sin” (1 —sin® ) de = (n + 1)(Wyn, — Wp2).
0

On conclut : Vn €N, (n+2)Wyi2=(n+1)W,.

Méthode

Pour amener une inté-
grale ayant des bornes

différentes de  celles
qui interviennent dans
I’énoncé

t
Soit z € R*. On a, par le changement de variable u = — :
x

g(z) = /Olf(i) dt = f(u)zdu :m/ol/m f(u) du.

Puisque f est continue sur R, d’apres le cours, I’application

1/x

F:R— R, yr— /Oyf(u)du
est de classe C! sur R (et F' = f).
Comme : Vz € R*, g(z)= xF(é),
on conclut, par opérations, que g est de classe C! sur R*.

Méthode

Pour étudier ou déri-
ver une intégrale dé-

pendant d’un parametre
aux bornes
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Les méthodes a retenir

—(Ea

Montrer que application

2
€T

g:R— R, mb—)/ V14 ttde
x

est de classe C! sur R et calculer g’(z)

pour tout = € R.

N L’application ¢+ v/1+t% est continue sur R et les applications

x — x et x — x2 sont de classe C! sur R, donc, d’aprés le cours,
Papplication g est de classe C! sur R et, pour tout z € R :

=4/1+4+ (22)422 — V1 + 241 =221+ 28 — /1 + 2%

7

Pour chercher la li-
mite d’une suite dont le
terme général u,, est une
somme indexée par k de
termes dépendant de k
et n

Essayer de faire apparaitre une somme de Riemann.

e Dans des cas simples, il s’agit exactement d’une somme de Rie-

mann.

o Mais souvent, u,, n’est pas exactement une somme de Riemann.

Essayer alors de construire v,, qui soit une somme de Riemann
et qui ressemble & u,, de facon que u, — v, — 0 et que l'on
o0

n
puisse trouver la limite de v,,, d’ou ’on déduira la limite de wu,,.

Si le terme général u, proposé contient un symbole de produit, on
peut essayer de se ramener a une somme en utilisant un logarithme.

- Exercices 24.5, 24.11

—(Eauk

Trouver hmz k
=

n
vn+k
On a, pour tout n € N* : Z; =
k=1
donc il s’agit d’'une somme de Riemann.

1 & k
= 41+ =,
nk:l n

L’application z — /1 + x est continue sur le segment [0; 1], donc,
d’apres le théoréme sur les sommes de Riemann :

72\/: /ﬁdx

On calcule l'intégrale :

/1 VItazde = [M Lo 282y,
0

3/2 ]0_3

n
v k2
On conclut : lim Z vtk _ (2372 —1).
noo b1 3

—{Ea

Considérons, pour tout n € N*

Trouver un équivalent simple de

n
wn =3 VR TR/
k=1

lorsque l’entier n tend vers ’'infini.

n = zn:kek/".
k=1

; :n2(1§”:ﬁ o*/m)

n n b

n
k=1
ou l'on reconnait une somme de Riemann.

¢« On a, pour tout n € N*

L’application = — z e® est continue sur le segment [0; 1], donc,

d’apres le théoréme sur les sommes de Riemann :
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\

On calcule lintégrale par une intégration par parties :

On a donc :

vers l'infini. On a, pour tout n € N* :

n n
k
0< up —vp = VE2 +k—k)e*/m = " ek/m
n n
gz%ek/"ZEZek/"glne,
k:12 2k—1 2
s N Un Un €
D’ou : 0<ﬁ—ﬁ<%.
Comme — — 0, on déduit, par théoréeme d’encadrement :
n noo
Up  Up
w2 n2 e
«Enfin : u—”:(u—"—v—")Jr”—" s 041=1,
n2 n2 n? n2 noo
et on conclut : un, ~ n2.
noo

1
z e dx.

n
lzﬁek/n R
M= mee s Jo

1 1
/xezd:c:[wez](l)—/ e*dr=c —[e®lf=e—(e—1)=1.
0 0

— 1.

noo

Un

e Comparons les comportements de u, et v, lorsque l'entier n tend

Pour obtenir une
inégalité portant sur
une fonction ou une
intégrale

Essayer d

tions, ou l'inégalité des accroissements finis, ou 'inégalité de Taylor-

Lagrange.

‘utiliser une fonction auxiliaire, dont on étudiera les varia-

= Exercices 24.13, 24.21

—— (e

que f(0) =0 et que :

Montrer :

Soit f : [0; 4+o0o[ — R de classe C? telle

Vo € [0; +oof, f'(z)+ f(z) <1

Vo € [0; +oof, f(z) <1

386

Considérons l'application g: [0; +oo[ — R, z+— e® f(x).
Puisque f est de classe C! sur [0; +oo[, par opérations, g est de
classe C1 sur [0; +oo] et :

Vz € [05 +oof, ¢'(x) = e (f'(z) + f(x)).
On a donc : Vz € [0; +oof, ¢'(z) < e”.
Soit X € [0; 400l

X X
En intégrant de 0 & X, on obtient : / g (z)dx < / e” dx,
0 0

c’est-a-dire : g(X)—g(0) < eX —1.
~—
=0
Dot: f(X)=e Xg(X)<e X(eX-1)=1-e"X <1

flz) < 1.

On conclut : Yz € [0; +oof,
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Enoncés des exercices

Pour résoudre une équa-
tion fonctionnelle fai-
sant intervenir une inté-
grale a borne variable

On peut essayer de dériver et faire apparaitre une équation différen-
tielle.
w Exercices 24.19, 24.20

—— (et

Soit f : R — R de classe C! sur R.

que :

(1) Vz eR,

Trouver  toutes les applications
f:R — R de classe C! sur R telles

(f(:r:))2 =1+ /x (f@)* + f'()?) dt.
0

Si f convient, alors f2 4 f’2 est continue sur R, donc, d’aprés le cours,
xT

lapplication z — / (f%2 + f?) est de classe C! sur R.
0
On a donc :
f(0)? =
1) =
Vz €R, 2f(x)f'(z) = f(x)* + f'(z)* (2)
Et :

o (2) «= VzeR, (f'(z)-f(x)>=0
< VzER, f'(z)— fz)=0
<= JCEeR, VzeR, f(z)=Ce".
Onaalors: f(0)2=1 < C?=1 < C=+1.
Onconclut: S={f:R—R, o+ Ce”; Ce{-1,1}}.

s

_—

mTT Inégalité sur une intégrale

Soit f:]0; 1] — R continue. On note M = Sup |f(z)|.

Montrer :

z€[0;1]

‘/01 (f(z) +af(1—)) dx‘ < SM.

1T Changement de signe pour une fonction continue d’intégrale nulle

Soient (a,b) € R? tel que a < b, et f : [a; b] — R continue telle qu'il existe z1 € [a; b]

b
tel que f(x1) > 0, et / f =0. Montrer qu’il existe x5 € [a; b] tel que f(z2) < 0.
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HTT] Exemple de calcul simple d’une intégrale

27
Calculer I :/ 1/ 1+$dac.
0

HTT] m Exemple de calcul simple d’une intégrale puis d’'une borne inférieure

1
Déterminer Inf/ (2% — ax)? dx.
a€R Jq

1T m Limites de sommes de Riemann

Dans chacun des exemples suivants, montrer que la suite, dont on donne le terme géné-
ral u,, converge, et calculer sa limite :

- 1
%) kZ:l\/n2+2kn
n k2 1/
b) H(l—kﬁ) "
k=1

T v2\i}) Exemples simples de détermination de limites d’intégrales

Déterminer les limites suivantes :

1 n

dz

a) Eg o 1+

T sinx

dz

b) lim
no Jo x+n
T nsinw

dx.

¢) lim
noo Jo x+n

BT Exemple simple de détermination de la limite d’une intégrale

1
Déterminer lim V1+axnde.

noo 0
BT vL5:8 Exemple de calcul d’une intégrale a I'aide d’un changement de variable

/4
Calculer I :/ In(1 + tanz) dx.
0

BT vJi'l) Exemple d’utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f,g:[0; 1] — R continues, telles que : f >0, g >0, fg > 1. Montrer :

([ o) =
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Enoncés des exercices

EE T w2511 Déductions sur une fonction a partir de renseignements sur des intégrales

1 1 1
Soit f:]0; 1] — R continue telle que : / f? :/ 3= / f4, ou f2 désigne f- f.
0 0 0

Montrer : f=0 ou f=1.
ERT] (256N Limite d'une suite ressemblant 8 une somme de Riemann

Montrer que, pour tout (a,3) € (R%)? tel que a + 3 = 1, la suite de terme général
n
Up = Z(n +k)"%(n+ k +1)7 converge et déterminer sa limite.
k=0
BT (wL5F) Exemples assez simples de détermination de limites d’intégrales

Déterminer les limites suivantes :
w/2
a) lim e "SNPy
u — 0t 0
3u
. Ccos T
b) lim

u — 0/, T

dz.

EET1 (LK) Détermination des fonctions vérifiant une inégalité intégrale

Déterminer ’ensemble des applications f : [0; +oo[ —> R continues, telles que f > 0 et
xr

que : Vo € [0; +oof, f(x) g/ f(t) de.
0
BT (22517 Etude de fonction définie par une intégrale dépendant d’un paramétre aux bornes

Etude et représentation graphique de la fonction f d’une variable réelle donnée par :

flz) = /h e~ dt.

EEE] (w5 Inégalité sur des intégrales par transformation de I’écriture
Soient k € R et f:[0; +oo[ — R une application k-lipschitzienne.

1 x
L
On considere I'application  F : [0; 400 — R, 2+ F(z) =< ¥ Jo
f(0)

k
Montrer que F' est §—lipschitzienne.

EEE] (WL Inégalité sur une intégrale par transformation de I'écriture
Soit f :[0; 1] — R continue telle que : Y(z,y) € [0; 112, zf(y) +yf(z) < 1.

™

1
Montrer : / flz)de < —.
O 4

EEE] (vL5ihA Exemples de détermination de limites d’intégrales

Déterminer les limites suivantes :
s

a) lim e “ST g,
u — 4o 0

u
b)  lim e_uz/ e® da.
0

u — 4o

si x#0

si =0.
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] m Résolution d’une équation fonctionnelle par intervention d’intégrales
Soit f: R — R continue telle que : V(z,y) € R?, f(x+y) = f(z)+ f(y).
Montrer : Ve eR, f(z)==zf(1).

] m Résolution d’une équation fonctionnelle faisant intervenir des intégrales
Trouver toutes les applications f : [0; 1] — R continues telles que :

1 1 1 b2
[ wae=g+ [ () e

EEE] (L5001 Résolution d’une équation fonctionnelle faisant intervenir une intégrale
Trouver toutes les applications f : R — R de classe C! telles que :

2 ¥ 2 2
Ve eR, (f(z))” = / ((f(t)) + (f' (1)) ) dt —x + 1.
0
EEE] (v25a0 Inégalité portant sur des intégrales, utilisation d’une fonction auxiliaire
Soient (a,b) € R? tel que a < b, f:[a; b] — R de classe C* telle que f(a) =0 et :
Vz € [a; b], 0< f'(z) < 1.

b2
Montrer : / < / f) .
B m Inégalités sur des intégrales
Soient (a,b) € R? tel que a < b, f: [a; b] — R de classe C! telle que f(a) =

a)Onnote: F:la;b] — R, z+— F(z /|f )| dt.

Montrer : Vx € [a; b], |f(x)] < F(z).

b) En déduire : /b |f(x)f'(z)|dz < b ; a4 /b (f/(x))zdx.

EEEC] (2200 ) Inégalités sur les bornes de f, [/, f”
Soit f : R — R deux fois dérivable sur R et telle que f et f” soient bornées sur R;

on note My = Sup |f(z)| et My = Sup|f”(z)|.
T€R T€R

a) Démontrer :  Va e RY, Vo e R, |f'(z)| < — + Mza
b) En déduire que f’ est bornée sur R, et que, en notant My = Sup|f'(z)|, on a :
zeR
My < \/2MoMs.

11 m Limite de suite d’intégrales nécessitant le retour a la définition d’une limite
Soient (a,b) € R? tel que a < b, f : [a; ] — R continue et > 0. Montrer :

1

(/ab (f(x))ndx); — Sup f(x).

© z€la;d)
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Du mal a démarrer ?

Utiliser les théoremes sur les inégalités sur les inté-
grales.

m Raisonner par I’absurde.

2258 Remarquer que 14 cosz = 2cos? =, pour transfor-

N8

mer ’expression dans l'intégrale.

Calculer, pour tout a € R, 'intégrale envisagée, puis
chercher la borne inférieure lorsque a décrit R.

a) Reconnaitre une somme de Riemann.

b) Aprés avoir pris le logarithme, reconnaitre une

somme de Riemann.

vJHi) Conjecturer la limite et montrer que la différence
entre l'intégrale proposée et la limite conjecturée
tend vers 0.

288 On peut conjecturer que la limite de lintégrale

1
In :/ V14 zndx est lintégrale de la limite,
0

1
c’est-a-dire I = 1dz. Pour montrer I, — I,
O noo
on essaie de montrer :

I, —I| — 0.
noo

Apres s’étre assuré de 'existence de I, essayer d’uti-
liser un changement de variable qui échange les
bornes.

m Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1
22511 Développer / (f = 3?2 et déduire f(1 — f) = 0.
0

Attention : si le produit de deux fonctions continues
est la fonction nulle, on ne peut pas déduire direc-
tement que I'une des deux fonctions est la fonction
nulle. Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

v Faire intervenir une somme de Riemann v,, ressem-
blant & w,.

v H Conjecturer la limite et montrer que la différence
entre l'intégrale proposée et sa limite conjecturée
tend vers 0, en transformant ’écriture de cette diffé-
rence ou en majorant convenablement sa valeur ab-
solue.

k) Etudier les variations de la fonction auxiliaire
xT
T — efz/ f)de.
0

V) Etudier successivement : ensemble de définition, dé-
rivée, limites aux bornes. L’outil essentiel est le théo-
réeme du cours sur ’étude d’une intégrale dépendant

v(x)
d’un parameétre aux bornes, / f(t)de.

u(x)

Il Transformer Décriture de F'(x) sous forme d’une inté-
grale a bornes fixes 0 et 1, puis revenir a la définition
d’une application lipschitzienne.

1
w251 Effectuer, dans / f(x)dz, chacun des deux chan-
0

gements de variable x = sinu, x = cosv, de fagon a
pouvoir utiliser ’hypothese.

vJ5lA a) Se ramener sur [0; g] et utiliser 'inégalité clas-
sique :
T . 2x
Vr € [0;7], sinz > —.
2 T

ru

R . . 2
b) Essayer de faire intervenir e** au lieu de e*".

€T
vJimki| Considérer F : x — / f et obtenir des relations
0

simples sur f et F.

1
vJ LN Effectuer dans I'intégrale / f(z)dz le changement
0

de variable t = \/z, = = t2, de fagon a la rapprocher
de la deuxieme intégrale de I’énoncé.

m Dériver pour faire apparaitre une équation différen-
tielle.

vJi'wil Remplacer b par une variable, pour considérer une
fonction, et étudier les variations de cette fonction.

m a) Utiliser la formule exprimant f a 'aide d’une in-
x
tégrale portant sur f/ : f(z) = f(a) +/ F(t) dt.
a

b) Comme un produit et un carré interviennent
a lintérieur d’intégrales, penser a linégalité de
Cauchy-Schwarz.

vJWkH a) Pour faire intervenir f, ', f”, appliquer 'inégalité
de Taylor-Lagrange & f sur [x—a; z] et sur [z; z+a].

p M, 1
b) Etudier les variations de a — =0 + §M2a.
a

mL’application f, continue sur le segment [a; b], est
bornée et atteint sa borne supérieure M en au moins
un point zg, et f(z) est proche de M lorsque z est
proche de xg.
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392

D’abord, d’une part, f est continue sur le segment [0; 1], d’ou
lexistence de M, et, d’autre part, Papplication z — f(x)+
zf(1 — ) est continue sur le segment [0; 1], d’ou Iexistence
de lintégrale envisagée.

On a:

e

f(@) +zf( l—ac))d:c‘ </01 |f(@) +zf(1 — z)| dz
1
< [LUs@i+alra-onas < [Car+oana

1 o7l 3
=M 1 de =M — | =-=-M.
/0 1+ z)dz [:r-l— ]0 5

Raisonnons par I’absurde :
Vz € [a; b],

supposons :

fx)=0
b

Puisque f =0 et que f est continue et positive ou nulle

a
sur [a; ], on a alors f = 0, en contradiction avec ’hypothése
d’existence de z1 € [a; b] tel que f(z1) > 0.
On conclut qu’il existe 2 € [a; b] tel que f(z2) < 0.

D’abord, lintégrale envisagée existe,

1+ coszx

car l'application

T — est continue sur [0; 27].

27 1 27
On a: I:/ \/mdx:/ ‘cosfldx.
0 2 0 2

T
Puisque l’application x +—— ‘cos 5‘ est 2m-périodique et

paire, on a :

27 T T
/ ‘cosfldx:/ ‘cosg‘dm:2/ ‘cosz‘dx
0 2 x 2 0 2

4 T ™
:2/ COS*dLE:[4Sin7] = 4.
0 2 210

On conclut : I =4.

On calcule, pour tout a € R :

Ainsi, I(a) est un trindéme en a.

Pour chercher la borne inférieure de I(a) lorsque a décrit R,
on met I(a) sous forme canonique (on pourrait aussi étudier
les variations de la fonction a — I(a)) :

O\f\f'ﬁé,g 6Q2§ okov CLC&g ]

I(a) = %(aQ—ga—kg)

YDk

! 1
(2?2 —az)?de = —,

I en résulte Inf obtenu pour
0 80
3
a=—.
4
a) Ona: VnéeN* wu,=

1 n
S

k=1,/1 4+ 27
On reconnait une somme de Riemann.

L’application est continue
sur [0; 1], donc :
L |
—d
1+ 2z

0;1] — R, z+— —
1+ 22

= [VIi+t2z),=V3-1

Un
noo  Jo

1 — k2
b) Ona: Vn e N*, u, >0 et lnu, = EZln(l—i—ﬁ).
On reconnait une somme de Riemann.
L’application [0; 1] — R,
sur [0; 1], donc : Inu, — / In(1 4 2?) de.
noo

x +— In(1+ 22) est continue

Il reste & calculer cette intégrale.

Utilisons une intégration par parties, pour faire disparaitre
le logarithme :
2x

1 1
/0ln(1+xz)dx:[xln(lJr:rz)Ll)f/o wl+x2

1 1 L |
:1n2—2/ (1—7)dz:1n2—2+2/ dz
0 1+(l)2 0 1—‘1-"22

=In2—2+42[Arctanz]y =In2 — 2 + g

dx

Enfin, comme ’exponentielle est continue sur R, on conclut :

i _ T _9
unggexp(ln2—2+§)—2e2 .

a) Puisque, pour tout = € [0; 1],

— 0, on conjec-

+ x noo
ture que la limite est 0. On a :
1 " 1
OS/ dwg/ z" dz
o 1+=z 0
zntlq1 1
e =
n+1Jo n+1 noo

1 n
lim
noo [g 1+x

donc :
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Corrigés des exercices

sinx
b) Puisque, pour tout z € [0; 7],

— 0,

+n noo

on conjecture que la limite est 0.

™ M 7\'1
On a : og/ Smxdxé/ fdx:EHO,

T +n n
S
X sinx
donc : lim z = 0.
noo Jo T4+mn

nsinx
r+n

™
conjecture que la limite est / sin x dz.
0

¢) Puisque, pour tout = € [0; 7],

— sinx, on
noo

nsmm —msmz
— sma:dx =
m+n 0 m+n
2
zsmw 7r
7/ / Tde=" - 0,
w-‘,—n o n n
s 3 ™
. nsinx .
donc : lim x:/ sinzdx = [—cosz]] = 2.
noe Jo xT+n 0

On a, pour tout n € N* par utilisation d’une expression
conjuguée :

\/Olmdx_/olldxj:\/Ol(m_l)dx\

1
1
dazg/ "der = —— — 0.
0 n—+1 noo

1
11 en résulte : / Vi+ztder—1 — 0,
0 noo

1 "
_/0 VIftzr+1

1
et donc : lim/ V14+zxrde =1.
noo 0

D’abord,

z +— In(1 + tanz) est continue sur le segment

I'intégrale envisagée existe, car l'application

b7

g
On a, par le changement de variable y = 1 z, qui échange

les bornes :
1:/7:;41 <1+tan (Z —y)) (= dy)

/4 tany /4 2
= 1 1 dy = In(—)d
/ " +1+tany> Y /0 n(l—i—tany) v

/4
:/ (In2 —In(1 + tany)) dy
0

/4 /4 s
:/ ln2dyf/ In(1+tany)dy = —In2 — 1.
0 0 4
, ™ wln2
Il en résulte : 21 = 1 In2, et finalement : I = 5

Les applications +/f, V9, vV fg sont continues sur [0; 1],
d’apres les théoremes généraux.

On a, en appllquant 1’1negahte de Cauchy Schwarz a /f

N (/Olf) / /ff /f

Commefg}l,onavfg}l,puis/ \/fg>/ 1=1,
0 0

d’ou le résultat voulu.

Ona:

/(f 2y

/ (f2 =21+ 1%)

:/O 12 2/01f3+/01f4:0.

Comme (f— f2)? est continue et > 0, on déduit (f— f2)2 =0,
puis f — f2 =0, c’est-a-dire f(1 — f) = 0.

vze[0;1], (f(z)=0 ou f(z)=1).
Pour montrer f = 0 ou f = 1, raisonnons par ’absurde :
supposons f # 0 et f # 1.

Il existe donc a € [0; 1] tel que f(a) # 0 et il existe b € [0; 1]
tel que f(b) # 1. On a alors f(a) = 1 et f(b) = 0. Comme
f est continue sur l'intervalle [0; 1], d’apres le théoréme des

Ceci montre :

. P 1
valeurs intermédiaires, f prend, par exemple la valeur —,

contradiction.

On conclut :

Notons, pour tout n € N* :
n n
1 1
_ -1 _
Un = Z(n“l‘ k) - - L

k=0 nk=01+,
n

f=0o0u f=1.

qui est une somme de Riemann et ressemble & u,.

¢ Puisque l'application x ——

est continue sur [0; 1],
+x
on a, d’aprés I’étude des sommes de Riemann :

1

Up —> dz = [1n(1+x)](1):1n2.

no  fJg 1+

¢ On a, pour tout n € N* :

n

un < Y (AR 4RI =Y (k)T =g,
k=0 k=0
un > > (n+k+1)"nt+k+1)77
k=0
n+1
= n+tk+1)"t = n+p)!
;;)( ) p:ka;( p)
1
= Un —
n 2n+1
) . 1 1
Ainsi Vn € N*, v, — — Un < Un
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1 1
Comme vy, — — — In2 et v, — In2,
n 2n4+1 noo noo

on en déduit, par le théoreme d’encadrement : u, —> In2.
noo

T )
a) Puisque, pour tout z € [0; 5]7 e —usinz

]'7
u — 0t

/2
on conjecture que la limite est / ldx.
0

On a, pour tout u € [0; 400 :

/2 . /2 /2 .
)/ efuslnzdmi/ dm‘:‘/ (efusmzil)dm‘
0 0 0

[ e
. .
On dispose de I’encadrement :
Vte[0; +oof, 0<1—e t<t
En effet, la premiére inégalité est évidente, et la deuxieme

résulte simplement, par exemple, de 1’étude des variations de
la fonction t — e =t —1+¢.

D’ou :

/2 . e /2
)/ e7u51nzd$_7)</ usinx dz
o 2 0

/2 T
g/ uder=—-u — 0.
0 2 u — 0t

/2 . T
lim e S Tdr = —.
u — 0t Jo 2

b) Puisque cosz — o 1, on conjecture que la limite cher-
x

On conclut :

3u

chée est aussi celle de / —dz.
T

u

3u 1
On a: / ~dz = [Inz]3* =In(3u) —Inu = In3.
w

On a, pour u €]0; o0 :
3u 3u 3u 1 _
)/ Cosrdm_/ ldm‘ :/ 1 Cosmda7
3u q 3u 9 2
:/ 7251n2£dx</ f(f) da
u € 2 " T \2
_ /3“ Ol I CO et
. 2 4l 4

3u
cos T
On conclut : / dz
u

x u — 0t

= 2u?
u — 0t

1) Soit f convenant. Considérons 'application
xT
9:[0; 400l — R, 7 —» g(a) = e—z/ F(t) dt.
0

Puisque f est continue sur [0; +oo[, g est de classe C! sur
[0; +o0o[ et, pour tout = € [0; +oof :

d@)=—e® /O CF)dt+ e ()
= e (f(a) - /O F(ydt) <o,

donc g est décroissante sur [0; +oo].
Comme g(0) = 0, il en résulte : g < 0.
Mais, d’autre part, par hypothese, f > 0, donc g > 0.

On déduit g =0, d’ott: Vz € [0; +o0], / f(t)dt =0,
0
f@) =o0.

2) Réciproquement, il est clair que Dapplication nulle
convient.

puis, en dérivant : Vz € [0; 400,

On conclut que I’ensemble cherché est {0}, ou 0 est 'appli-
cation nulle de [0; +oo[ dans R.

e [’application t — e~

tout x € R, f(z) = /2016
Déf (f) = R.

2 .
t" est continue sur R, donc, pour

_¢2 .
e dt existe.
Ainsi :
On a, pour tout z € R :
—2x .2
f(—=z) :/ e v dt =
—x [u=—t]
donc f est impaire.

2
e D’aprés le cours, puisque t — e~ est continue et que
x — x et  — 2z sont de classe C!, I'application f est de
classe C! sur R et :

2
Ve eR, fl(z)=2e (%) ¢~

- e712(2 e73“”2 71).

On a, pour tout z > 0 :

1 In2
f’(x):0<:>e*3I2:5<:>3x2:1n2<:>x: HT
In2

Notons a = 720,481.
¢ On a, pour tout x >0 :

2x 2
ng(m):/ et dt

x

<(2r—z)e " —ge 2 — 0,
r — 4oo

donc: f(z) — 0.

xr — +oo

« Des valeurs particuliéres sont : f(0) =0, f/(0) =1 et, en

utilisant la calculatrice : f(«a) ~ 0, 286.
x 0 a +oo
f'(z) + -
Yy
y=f(z)
o0 « x
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Corrigés des exercices

On a, pour tout z €]0; 4+oo[, par le changement de variable

u=—, t=ux:
x
1 x 1 1 1
F(z)—;/o f(t)dt—;/o f(a:u)a:du—/o f(zu) du.
1
D’autre part : F(0) = f(0) :/ £(0) du.
0
1
Ainsi : Vo € [0; +oof, F(x) :/ f(zu) du.
0
« On a, pour tout (z,y) € [0; +oo[? :
1 1
@) =Pl = | [ fauau— [ s
1 1
| [ (w - s du| < [ @ - fww] du
0 0
1 1
< k — du = k|lx — d
<./o |zu — yu|du |z y|/0uu
w2l ok
= ko —ul[ 5] =5l

k
ce qui montre que F est E—lipschitzienne.

Notons I =

1
f(z)dz. On a, par les changements de va-

riable u = Arcsinx et v = Arccosx :

/2
I= / f(sinu) cosudu,
0

0 /2
I= / f(cosv)(—sinv)dv = / f(cosv) sinwvdv,
/2 0

d’ou, en additionnant et en utilisant ’hypothese :

/2
2] = / (f(sinu) cosu + f(cosu) sinu) du
0
/2
< ldu = E.
0 2
On conclut : I < g

a) e Le changement de variable y = 7 —x montre :

T . /2 .
/ e—usinz 4. / e —usinz dz,
/2 0

g /2
d’otu : / e_"Si“IdeQ/ e TuSIn® gy
0 0
g . 2z
e« Montrons : Vx € [0; 5], sinx > —.
T

2x
L’application ¢ : 2 — sinz — =~ est de classe C! sur

T
T ™
0;7]761]7 our tout xE[O;f]:

[ 2 P 2

2
¢ (x) =cosz — =, " (z) = —sinx.
™

T 0 «a 5

'@ | o0 - I
0

Py | 77 T—o—,

<0

()

0/ \0

2 2
Comme ¢’ (0)=1—=>0 et ¢’<E> =-2 <0,

T 2 T
il existe a € ]O; g [ unique tel que ¢’ change de signe en «,
d’ou les variations de ¢.

Comme ¢(0) = go(g) =0, on conclut ¢ > 0, ce qui montre
I'inégalité proposée.

*On a alors, pour tout v € R} :

T /2
Og/ e—usinxdm:2/ e—usinxdx
0 0

/2 uz wz | 7/2
<2/ eszdeQ[flef%]ﬂ
0 2u 0
“Ta-em<t
U
— 0.

™
Finalement : / e WS T gy
0

u —> +oo

b) On a, pour tout u €]0; o0 :

2 fU o 2 [U arettqu
0< e ™ / et"dt< e / eltdt= e [—]
0 0 u 40

2 2
2e% —1 1—e ™

u u

- T
e e’ dt — 0.
0 u —> 4oo

—u

<

SR

= e
d’ou :

Considérons 'application :
T
F:R—R, o F(z) :/ £t dt,
0
qui est de classe C! sur R et vérifie : F/ = f.
Ona: ¥(tx)€R? f(t+z)=f(t)+f(z),
d’ol1, en intégrant entre 0 et y :
y y
Y(z,y) € R?, / ft+=) dt:/ f@)dt +yf(x).
0 0

Mais, par le changement de variable © = t + x, pour x fixé :

y Tty
/ Flt+a)dt = / Fu)du = F(z +y) — F(a).

0 x
On obtient ainsi :

Y(z,y) €R?, F(z+y)=F(z)+ F(y) +yf(x).
En échangeant z et y, on a aussi :
V(z,y) €R?, F(z+y) = F(y) + F(z) + zf(y),

V(z,y) € R?, yf(x) =zf(y).

En particulier, on conclut, en remplacant y par 1 :

Ve e R, f(z)==zf(1).

d’ou :

395
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Soit f :
variable t = /z

[0; 1] — R continue. On a, par le changement de
Vz, x =2, de = 2tdt :

/f dxf/ftQQtdt

1 1
D’autre part, on remarque : 5 = [—] = / z2dz. Dot :
0

310

o [ Genar- [

:/Ola:de-i-/ol (f(zQ))de—/Ol 22 f(2?) dz
:/01 (z — f(2%))* da.

Ainsi, puisque r — (:L‘—f(x2))2 est continue et positive sur

[0;1]:
/lf( )d . /1(f( 2))2d
; T x_3+ : T x

1
= /O(oc—fx2))2dx=0
=  Vzel0;1], z— fx?) =0
=  Vzel0;1], fa®) ==
=  vtelo;1], f(t)=VL

On conclut qu’il existe une application f et une seule conve-
nant : f:[0;1] — R, =+ Vaz.

Soit f: R — R de classe C1.

On a, en dérivant et en prenant la valeur en O :

VeeR, (f(x)?= /Oz () + ('@)?) at —x +1

{\m- ER, 2f(2)f'(z) = (f(2))° + (f'(z))” -
<

(f(0))* =

vz eR, (f'(z)—f(z))’=1
<~

(F(0))* =1.

Puisque l’application f’ — f est continue sur R, on a, en uti-
lisant le théoreme des valeurs intermédiaires :

(f'=H*=1 = (f'—f=-1 ou f —f=1).
Soit € € {—1,1}.
On résout 'équation différentielle (E) ¢/ —y =e.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
avec second membre.

La solution générale de ’équation différentielle linéaire sans
second membre associée y’ —y =Oesty:z —> A e®, AER.

Une solution particuliere de (E) est y = —e.

La solution générale de (E) est donc :
y:xr—>Ae® —¢g, AER.
Alors :
(F0)’ =1 <= A—e)?=1 < A2 —2:A+e?=
<— AMA—2)=0 < A=0 ou \=2e.
On conclut qu’il y a exactement quatre applications

f:R — R convenant, correspondant & ¢ = —1 ou 1, et a
A=0ou 2e:

717

Considérons ¢ :

T — zr— 1, z+—2e%—1, z+— —2e®+1.

[a; b] — R définie par :

o) = ([ 1) [r

L’application ¢ est de classe C! sur [a; b] et :

d@=2( [ 1)@ - (@)° =
oll on a noté

¢ :fa; b — R, :vb—>w(z):2/$f—(f(w))2.

L’application 1 est de classe C' sur [a; b] et :

Vz € [a; b],

V& € [a; b], f@)y (@),

Va € [a; 0], ¢/ (2) = 2f(2)=2f(2)f'(z) = 2f () (1 - f'(2)) .
>0

Puisque f’ > 0, f est croissante ; comme de plus f(a) = 0,
on a f > 0, puis ¥/ > 0, donc ¥ est croissante. Comme
Y(a) = 0, on déduit ¢ > 0, ¢’ > 0, ¢ est croissante.

Enfin, comme ¢(a) = 0, on conclut ¢ >
@(b) = 0, ce qui est 1’1negahte voulue.

a) On a, pour tout z € [a; b] :

ol =t + [T roa]=| [ 1o

< [T1rola=ra).

0. En particulier,

b) On déduit :
/ e \dx—/ @)1 ()] da
< / F(@)|f'(2)] do = / F(2)F/(2) da
= [E@)?] = S ((FO)? - (F@)®) = 5 (FO))*.

Enfin, en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz a 1 et

2
(F())* = (Lblf’(w)ldw>2 - (/abl'\f’(:v)\dx)Z
12 dz) (/:) (f'(a:))zdz) =(b—a) /: (f'(z))Qda:,

<(/b
b;a/ab(f/(r

d’ou le résultat voulu :

b
/ |F (@) ()| da <

))2 dz.
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Corrigés des exercices

a) Soient a € R%, z € R.

Appliquons l'inégalité de Taylor-Lagrange & f sur [z —a; 2]
et sur [z; z+al :
|f(z —a) = f(z) + af'(2)] <

a2

M.
5 M2

N

[z +a) — f(x) - af'(@)| < T Ma.

D’ou, par I'inégalité triangulaire :

|f(z+a) = f(z—a) = 2af'(z)|
=|(f@+a) = £@) - af' (@) = (fl@ = 0) = f(@) + af ()]
< |flata)—f(@)—af (@)|+]f(z—a)—f(2)+af'(z)| < a®Ma,

puis, encore par 'inégalité triangulaire :
2alf’(2)]
=|(f@+a) = fle - a) = (fle+a) — f(z - a) - 2af'(2)|

< |f(:c+ a) — flz— a){ + a®Ms < 2Mo + a®> Moy

M 1
et donc: |f'(z)| < =4 §M2a.
a
b) L’application
Mo 1
@ :]0; oo — R, a+— ¢(a) = —+§M2a
a

est de classe C! et, pour tout a €]0; +oof :

My 1

!
s R
¢’ (a) 2 T oM

Mo 2My 2Mj
= —|a-— a—+
2a2 Mo Mo

d’oui le tableau des variations de ¢ :

2M,
a 0 720 +00
¢ (a) - 0 +
©(a) N —
Mo Mo

20,
= — ) = v/ 2My M.
a€]0;+oo[sa(a) <P( Mz) oMo

On déduit : Inf
et donc, d’apreés a) : Vz € R, |f(z)| < v/2MoMsa.

Ainsi, f’ est bornée sur R et : M1 < /2MoMa.

D’abord, puisque f est continue sur le segment [a; b],
d’aprés un théoréme du cours, f est bornée. Notons
M = Sup f(z) et, pour tout n € N*,

z€a; b]
Uy = (/ab (f(m))ndac>%

b 1
eOna: VneN* u,< (/ M")n :M(b—a)%.
a

e Soit € > 0 fixé.

Puisque f est continue sur le segment [a ; b], d’aprés un théo-
réme du cours, f atteint sa borne supérieure M. 1l existe donc
zo € [a; b] tel que f(zo) = M. Puis, comme f est continue
en xo, il existe n > 0 tel que :
€
Va € [zo —ns zo ] O fa; b, fz) > M — o
En notant S le segment [zo — n; o + 7] N [a; )] et A la
longueur de S (donc A > 0), on a alors, pour tout n € N* :

wn > ([ @) a) > ([ (m-5)")" = (m-5)k.

L M-E
noo 2

1 e\, 1
« Comme M(b—a)n — M et (M—7>>\n
noo 2
1
Mb—a)n <M+e
il existe N € N* telque: Vn > N, c .
(M—f))ﬁ}M—s.
2
Onaalors: Vn > N, M —e<up, <M,

et on conclut : w, — M.
noo
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Vi o Fav ?

BN Sia<betsif:[a;b] — R est continue sur [a;b], alors :

b b
[ t@ad < [C1f@lde < 6~ a) Sup |fa)

z€la;b]

VI Sia < betsif:fa;b) — R est continue sur [a;b], alors la dérivée de la fonction
F:la;b) — R, z+— / f(t) dt est la fonction z — f(z) — f(a).

b
Sia<betsif:[a;b] — Restde classe C! sur [a;b], alors : / F'@)ydt = f(b) — f(a).

Sia<betsif:[a;b — R est de classe C! sur [a;b], alors :
b
[ 17 wiae=110) - Il

Sia<betsif:|a;b — R est continue, alors :
n—1 b
b— b—
a Zf(a—i—k—a) — / f(z)de.
" k=0 K " Ja

Si f: I — C est de classe C™*! sur I'intervalle I, alors, pour tous a,z € I :
=~ (z—a)* ) Cz=0)" s
fla)y=>" —r (a) + —r 7 (t)dt.
prs ! u !
z2
La dérivée de la fonction f : R — R, x +— / et dt est la fonction :
ffTR—R, z+ et — o7
2z
1
vZH La dérivée de la fonction f: R — R, x +— / ————dt est la fonction :
[ 2.8 ! , VirE do

"R — R, z+— - .
f V141624 1+ 24

0 le ch t de variable t = si /W/2 o /W/2 "
. n a, par le changemen € variapble t = simnx : — = dr = ra—— .
P & 0o 2+sindz o 2+1t3

™2 sing Loy
22388 On a, par le changement de variable t = sinx : / ——dr= / —dt.
0o 2+sin’z 0 2+1t3
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les fébooméaé

Il s’agit de deux résultats du cours. [ |

La dérivée de F' est f, sans le —f(a). [

vZ56H C’est un résultat du cours. [ |

Contrexemple : a=—1, b=1, f:t+——=t?> olona: [

b 1 1 t2 1
/ = = = — =
/a |f(t)|dt—/_1|2t|dt—2/0 tdt_Q[Q]O 1

et
B - If@] =12~ (-1 =0#1.
225 C’est un résultat du cours, le théoréme sur les sommes de Riemann.
C’est un résultat du cours, la formule de Taylor avec reste intégral.
Il y a eu oubli de la dérivation de la fonction en borne, 22. ]

. . /. (952)2 z2\1 _ xt z2
Le résultat correct est : f':z > e 2r — (e )l =2xe” —e”.

vJIB:Y C’est I'application d’un résultat du cours : si w,v : I — R sont de classe C* sur I,

si f: J— R est continue sur J et si u(I) C J et v(I) C J, alors Papplication
v(x)

G: I —R, z+— " f(t)dt est de classe C*! sur I et :
Veel, G'(z)=f(v(@)v'(z) — f(u(x))u'(z).
Il y a eu oubli de changer les bornes. [
La formule correcte est : /()7r/2 2—?;%% dr = /01 5 i E dt.
Il y a eu remplacement de dz par dt, alors que dt = cosx dz. [

Le changement de variable ¢ = sin z ne permet pas de calculer I'intégrale proposée.
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Séries

%_VL QMAZG abovdlos Aavs los ovevcices

Les méthodes a retenir 401 o Détermination de la nature d’une série a termes > 0

Les énoncés des exercices 405 , . PN .
R e Détermination de la nature d’une série a termes de signes

Du mal & démarrer ? 409
o, . quelconques

Les corrigés des exercices 410 ) ] ) .

Vrai ou faux ? 418 e Nature d’une suite par intervention d’une série

Vrai ou faux, les réponses 419 e Calcul de la somme d’une série convergente, quand c’est

possible.

“Youke cccontiole A couve
pouy e vasoluchion. dos eoxevcices

o Définitions, propriétés générales relatives aux opérations et
a lordre, pour la convergence et la divergence des séries

o Le lien suite/série

e Le lemme fondamental pour les séries a termes > 0

e Pour les séries a termes > 0, I'exemple de Riemann, le théo-
reme de majoration, le théoreme de minoration, le théoreme
d’équivalence, la comparaison a ’exemple de Riemann par
la formation de n%u,,

o La comparaison série/intégrale

e La définition de ’absolue convergence et son lien avec la
convergence.
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Les méthodes a retenir

Essayer de :

Pour étudier la nature O

N

d’une série E Uy A

n
termes > 0, sur un

exemple

Majorer u,, par le terme général d’une série convergente, lors-
qu’on conjecture que la série de terme général u,, converge

Minorer u,, par le terme général d’une série divergente, lorsqu’on
conjecture que la série de terme général u,, diverge

Trouver un équivalent simple de u,,, puis appliquer le théoreme
d’équivalence

Pour obtenir un équivalent simple de wu,, il pourra étre néces-
saire d’effectuer, de fagon intermédiaire, des développements li-
mités
Lorsque u,, n’admet pas d’équivalent simple, former n®u,,, pour
a > 0 fixé, déterminer la limite de n®u,, lorsque l'entier n tend
s P . 1 .
vers 'infini, et en déduire une comparaison de u,, avec —, qui
n
permettra éventuellement de conclure

Mélanger I'utilisation d’équivalents et de majorants, ou d’équi-
valents et de minorants

Utiliser une comparaison série/intégrale.

« Exercices 25.1, 25.2, 25.6 a 25.11
= FExercices 25.14, 25.15, 25.19, 25.20

—— (et

Il s’agit de séries a termes > 0.

Ve

Déterminer la nature des séries de
termes généraux :

2

sin“n
an = 2’
_ 2n

n= A
¢n = In(n? 4+ 2) — 2Inn,
2 1
dnzln(l—l——)——z,
n n

en=ne "

1
Vn>1, 0<an < —.

n
D’apres I'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de majoration
pour des séries a termes > 0, on conclut que la série de terme général

an converge.

eOn a:

«On a:

D’aprés Iexemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme d’équivalence
pour des séries a termes > 0, on conclut que la série de terme général
by, converge.

n? +2

«On a: 5

2 2
cn =1In :1n(1+—>~—>0.
n n2 o n2

D’aprés l'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme d’équivalence

pour des séries a termes > 0, on conclut que la série de terme général
¢y, converge.
2 1 1 2 1 2
eOna: d,= (7+o<7>> - = 7+o(7> ~ Z>0.
n n n
1
Comme la série Z — diverge, par théoreme d’équivalence pour des

n>1
séries a termes > 0, on conclut que la série de terme général d,, diverge.
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\

eOna: n’e,=n"e™™ — 0, donc, a partir d’un certain rang :
noo
1

—-
n
D’apreés 1’exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de majoration

0 < n2e, <1, cest-a-dire: 0<ep <

pour des séries a termes > 0, on conclut que la série de terme général

en converge.

4 N\

n
a termes > 0 a partir de
la convergence d’une sé-
rie E v, & termes > 0

n

402

Dans un cadre théorique, essayer de :
Pour déduire la conver- e comparer, par inégalité, par équivalence, u, a v,

, -
gence d’une série § :un » comparer, par inégalité, les sommes partielles de la série E Uy,

n

aux sommes partielles de la série E Up-

n

w Exercices 25.2, 25.20

(=

Puisque la série E upn converge, on a up — 0, donc il existe
noo

Soit E up une série a termes dans R4,
n>0
convergente.

Montrer que la série E u% converge.

n=0
N eNtelque: Vn> N, 0< up < 1.
On a donc : Vn > N, Oguiéun,

Puisque la série E up converge, par théoréme de majoration pour des
n

séries & termes > 0, on conclut que la série E u% converge.

rie E Uy, diverge
n

n=0
n=0
.
Méthode
En plus des méthodes évoquées plus haut, essayer de :
Pour montrer qu’une sé- o montrer que la suite (u,), ne converge pas vers 0, c’est-a-dire

que la série E u,, diverge grossierement

n

e montrer, s’il s’agit d’une série a termes > 0, que la suite des

sommes partielles tend vers +oco.

= Exercice 25.16

— (=)

Montrer que la série de terme général

(@ ()

diverge.

1

Ona: Vn2>1, ch(f) >1, dou: Vn>1, un, >1,
n

donc u, de tend pas vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

On conclut que la série de terme général u,, diverge.
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Les méthodes a retenir

— =l

r

Montrer la divergence de la série de
terme général

1
— si n est pair
W — n
o =
1 . . .
— si m est impair.
2

Soit N € N*. On a, en séparant les termes d’indices pairs, d’indices
impairs :

2N+1 N N N N 1 N 1
nz=:1 ’U,n:pZ:IUZp‘i‘pX:%u?}H—l:Z I)Z: 2p+1 §p=1;.

1
Puisque la série Z — est a termes
P N

> 0 et diverge, on a :

Il en résulte que la suite des sommes partielles de la série proposée

diverge, et on conclut que la série E un, diverge.
n>1

Pour étudier la nature
d’une suite (ap ),

On peut, surtout si a, apparait comme une sommation, étudier la
nature de la série E (ant1 — ay), puis appliquer le lien suite/série

n
w FExercice 25.11

—{Ea

Montrer qu’il existe v € R tel que :

n
>
k=1

=lnn+~v+ o (1).
noo

e

Notons, pour tout € N*

an = z": % — Inn.
k=1

Ona:
n+1 n 1
An+1 an—zf—ln(n—f—l)—zg—i—lnn
k=1 k=1
—1
—nil—lnn:1:%(1 %) —ln(l-i-n)
=%(1+0(%))—(%+0(%))=0(%)~

D’aprés exemple de Riemann (2 > 1), la série Z
n>1
Par théoréme de comparaison pour des séries a termes > 0, la série

E |an4+1 — an| converge.
n>1

Ainsi, la série g (ant+1 —
n=1

converge.

an) converge absolument, donc converge.

D’aprés le lien suite-série, on conclut que la suite (an),>1 converge.
1

En notant v =limay, on a donc : E -

noo et k

=Inn+~v+ o (1).
noo
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Méthode

Pour étudier la nature
d’une série E Up A

n
termes de signes quel-
conques, sur un exemple

n n 1
: =  ~ — = —>0.
On a Jun| Bl % nB n2/0
D’aprés l'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme d’équivalence
pour des séries & termes > 0, la série Z |un| converge.
n=0

Ainsi, la série E up, est absolument convergente, donc convergente.
n,>0

Méthode

Pour montrer la conver-
gence et calculer la
somme d’une série

~
On remarque (par décomposition en éléments simples) :
1 1 1
VneN, —— =-— ——.
nn+1) n n+1l
d’ou, par télescopage, pour N > 1 :
N N Nty
Zn(n-ﬁ-l) nz:l Zn+1 ,;" 712::277,
1 1
=-—-— — 1
L On conclut que S existe et est égal a 1. )
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Enoncés des exercices

e

_—

ETT] Exemples de détermination de la nature d’une série a termes > 0

Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans les exemples suivants :

| cosn l l " Inn
Q) o (5+7) 5 ==
n? +3n+ 2 n!
d) n———+— —
)nn2—|—3n+1 9) nn
1 1 2 1
b) \/n+=—n - h) 1 (1 —)——.
) 2 Vi ¢) n2lnn ) In +n n

1T vJi3v71 Nature de séries déduites d’autres séries

Soit E a, une série a termes dans R’ , convergente. Déterminer la nature des séries de
n=0

ay 1—cosa,

, vp=e -1, w,=—""—, xnzafl.

1+ a, an

termes généraux : u, =

T Calcul de la somme d’une série par télescopage

1
Conn 14+ (n41)yn’
I
Vn n+1

On note, pour tout n € N* : wu,

a) Montrer :  Vn e N*, u, =

—+oo
b) En déduire que la série Z u, converge et calculer Z U, -

n>1 n=1

1T m Calcul de la somme d’une série par télescopage

1 1 2
a) Montrer : Va €]1; +o0], o il e s
400 n
. . 2
b) Existence et calcul, pour x €]1; 00| fixé, de E
n=0

22"+ 1

TT] m Calcul de la somme d’une série associée a la suite de Fibonacci

On consideére la suite de Fibonacci (¢,,)n>0 définie par ¢g =0, ¢1 =1 et :
vn €N, ¢n+2 = ¢n+1 + (bn

a) Calculer, pour tout n € N, ¢,, en fonction de n.

+oo
b) Existence et calcul de Z %

n=0
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BT m Etude de séries associées a une suite du type u, ., = f(u,)
On considere la suite réelle (uy,),>o définie par up =1let: Vn >0, upy1 = Vu2 +2.
a) Calculer, pour tout n € N. u,, en fonction de n.

1
b) En déduire, pour tout a €]0; +oof fixé, la nature de la série de terme général —.
u’l’L

EET v1:374) Nature de séries associées a des sommes de factorielles
n
a) Montrer : Zk! ~ nl
noo

k=0
b) En déduire la nature des séries de termes généraux :

1 - 1 -
Upy = ———— K, v,=——— k!.
(n+1)! kZ:O (n+2)!kz::0

BT m Etude de nature de séries dont le terme général est défini par une intégrale

. L boan bogn
Nature des séries de termes généraux : u, = dz, v, = dx.
o 1+=x 0o 14+=z

BT m Nature d’une série a partir d’'une autre série

Soit g a, une série a termes dans R’ , convergente.
n=0

sin /a .
— — Y2 Quelle est la nature de la série Z Uy !

vV an n>0

BT m Exemple de produit infini, convergence

On note, pour tout n e N: u, =1

gk +a

- 2 4Lp°
S k2D

Montrer que la suite (P,)nen- converge et que sa limite est > 0.

EET1 (vLyh0) Nature d’une suite par I’étude d’une série

Soit (a,b) € (R4 )?. On note, pour tout n € N* : P,

1
a+k

n
Soit a €]1; 4+o0] fixé. On note, pour tout n € N* : w,, = (Z
k=0

) —Ilnn.

Montrer que la suite (uy)nen+ converge.

BT vlfibl Calcul de la somme d’une série par télescopage

a) Montrer qu'’il existe (a,b,c) € R3 unique, que I'on calculera, tel que :
r—1 a b c
Ve € [0; , e = —  —— )
z € [0; +oof 3 + 322 + 2z w+x—|—1+x—|—2
n—1

— a5 5 converge et calculer sa somme.
n° + 3n® 4 2n

b) Montrer que la série Z

n>1
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Enoncés des exercices

EET1 (vifik} Exemple de calcul de la somme d’une série convergente

On consideére la suite de Fibonacci (¢y,)n>0 définie par ¢g =0, ¢1 =1 et :
Vn €N, ¢ni2 = dni1+ P

a) Montrer que (¢, )n>0 est croissante et que : ¢, — +o0.
noo

On—1Pny2 1 1

b) Etablir : Vn € N*, qz)272:(2572_ —
n*rn+l n n+1
¢) En déduire que la série Z % converge et calculer sa somme.
n¥vn+1

n>1

EEE] (vL15F Y Exemple de détermination de nature de séries a termes > 0
Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans les exemples suivants :

a) e_\/ﬁ C) n?lf—l 6) 11
nlnn
Inn 1\7" f) 1
b= ) (1+55) 1 n(nn)?

EEE]  (vL156Y) Nature d’une série a partir d’autres séries

Soit (un)n>1 une suite a termes dans R, telle que la série E n2ui converge.
n=1

Montrer que la série E Uy, converge.
n>1

EEE] (vL151) Exemple de détermination de la nature d’une série avec paramétre
Déterminer, pour (a,b) € R? fixé, la nature de la série de terme général

tp, =In(n? +n+1) + aln(n? + 2n +4) + bln(n? + 3n + 10).

EEET (w04 Convergence et somme d’une série définie a partir d’une suite du type u, 1 = f(uy)
Soit (U )nen la suite réelle définie par ug =5 et : ¥n € N, wppq = u2 — bu,, + 8.
€ + n
a) Montrer que (up)nen est croissante et que : u,, — —+o0.
(D G Y G Vi

Up —3  Up—2 Upp1—2

(=D"

Up — 3

b) Montrer : Vn € N,

¢) Déterminer la nature et la somme de la série E
n=0

EEE] (w5 K] Calcul de la somme de la série harmonique alternée, par utilisation d’intégrales

N
—1)n—1 1 1— (=1)NgN
a) Montrer : VN € N*, ZL:/ ﬂdx.
= n 0 1+=z
b) En déduire que la série Z ﬂ converge et que +Z°° ﬂ =1In2
w1 i .
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1T m Etude des séries convergentes dont le terme général décroit

Soit (un)n>1 une suite a termes dans R, décroissante, telle que la série E U, converge.
n>1

a) Montrer : nu, — 0.
noo
b) En déduire la nature des séries de termes généraux : v, = nu?, wy, = u, (1 +u,)".

1T Groupement de deux termes consécutifs
Soit (uy, )nen une suite réelle convergeant vers 0. Montrer que les séries de termes généraux
Uy, €t Uy = Uy + Up41 sont de méme nature.

EEEE (91240 Convergence par la régle de d’Alembert

a) Soit (uy)n>0 une suite a termes dans R .

Up+41
L N}

Uy, noo

On suppose qu’il existe £ € [0; 1] tel que :

Démontrer que la série E Uy converge.
n=0

s , (n!)22n an\ !
b) Nature des séries de termes généraux : u, = ————, v, = .
(2n)! 2n

EEEE (vLfv28 Théoreme spécial a certaines séries alternées, exemple

a) Soit (un)n>0 une suite réelle telle que :
Yn €N, u, = (=1)"unl, U, — 0, (lun])n>0 décroit.
noo

n
1) On note, pour tout n € N: S, = Zuk.
k=0

Montrer que les suites (S2p)p>0 €t (S2p+1)p>0 sont adjacentes.

2) En déduire que la série Z U, converge.
n>=0
(="

[e3

b) Montrer que, pour tout o €]0; 400/, la série Z
n>1

converge.

(=D"

¢) Déterminer la nature de la série de terme général v, = N FY eI
4+ (—
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Du mal a démarrer ?

-?up mal & domavver (P

11 s’agit de séries a termes positifs ou nuls.
a) Majorer.
b) 1re méthode : Utiliser une expression conjuguée,
puis un équivalent.
2¢é méthode : Utiliser un développement limité pour
obtenir un équivalent de u,,.
¢) Majorer.
d) Obtenir un équivalent.
e) Majorer.
f) Minorer.
g) Majorer en isolant les facteurs 1,2 de n!.

h) Utiliser un développement limité pour obtenir un
équivalent de up,.

viiivA) Remarquer d’abord : an, — 0.
noo

e Pour uy, vn, wn, obtenir un équivalent.

e Pour Tp, majorer en utilisant

vz € [0; 1], 0<z?2 <z

1 1
a) Partir de — — ——, réduire au méme déno-
[ 253 1 viaalv
minateur et utiliser une expression conjuguée.
b) Former les sommes partielles et faire apparaitre
un télescopage.

a) Immédiat.

b) Appliquer a) avec 22" ala place de a, former les
sommes partielles et faire apparaitre un télescopage.

a) 1l s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2,
a coefficients constants et sans second membre. Ap-
pliquer le cours : former I’équation caractéristique,
écrire ’expression de ¢, a 'aide de deux coefficients
inconnus et calculer ces deux coefficients a I'aide de

$o et P1.
Pour la commodité, noter :
1-+5 1++5
o= 7 B = 5

b) e Montrer que la série proposée converge, en uti-
lisant un équivalent.

e Pour calculer la somme, se ramener a des séries
géométriques.

a) Elever au carré et faire apparaitre une suite arith-

métique.

b) Déduire un équivalent de uy, puis un équivalent
1

de —.

«
Un,

a) Dans Z k!, isoler les termes n! et (n — 1)! .

k=0
b) Déduire de a) un équivalent de up, un équivalent
de vn.

e Pour uy, minorer.

vl Remarquer a, — 0. Utiliser un développement li-
noo

e Pour v, majorer.

mité pour obtenir un équivalent de un,.

vAllY Considérer In P, et se ramener a la nature d’une sé-
rie. Utiliser des développements limités.

BN Utiliser le lien suite/série : la suite (un),>1 converge
si et seulement si la série Z (Un+1 — un) converge.
n=1

vl a) Réduire au méme dénominateur et identifier.

b) Former les sommes partielles et faire apparaitre
un télescopage.

vl a) « Montrer, par récurrence : Vn € N, ¢, >0
et déduire que (¢n)n>0 est croissante.

o Raisonner par I’absurde déduire

bn — + 0.
noo

pour

b) Immédiat.

c¢) Utiliser b), former les sommes partielles et faire
apparaitre un télescopage.

vAs 8 11 s’agit de séries a termes > 0.

a) Former n2u,.

b) Former n3/2u,,.

¢) Utiliser un équivalent et le résultat de b).

d) Utiliser un développement limité pour obtenir un
équivalent de uy,.

1y\n*
Attention : on ne peut pas développer (1 + —3)

n
comme (1 + 2)®, car l'exposant n? dépend de n;
mettre sous forme exponentielle/logarithme.
e) Utiliser une comparaison série/intégrale, a 1’aide
de la fonction :

fi[2; 400 — R, z+— .
zlnzx
f) Utiliser une comparaison série/intégrale, a 1’aide
de la fonction :
1

f:]2; oo — R, z»—>m

—

vigalay Utiliser : Y(a,b) € (Ry)2, ab < =(a? +b?).

[\
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vAui8) Utiliser des développements limités.

vl a) Montrer, par récurrence : Vn € N, wup > 5.

Ayant montré que (un)nen est croissante, pour ob-
tenir u, —> 4 oo, raisonner par ’absurde.
noo

b) Remarquer :
Unt1 — 2 =u2 — Bup + 6 = (un — 2)(un — 3).

¢) Faire apparaitre un télescopage dans le calcul des
sommes partielles de la série, en utilisant b).

viukil) a) Partir du second membre, faire apparaitre une
somme partielle de série géométrique et permuter in-
tégrale et sommation d’un nombre fini de fonctions.

1 mN
b) Montrer : /
0 1 + X

dez — 0.

Noo

2n
viulty a) Considérer, pour n > 1 : Z U

k=n+1
b) ePour vy, majorer.
e Pour wy,, montrer (14 uy,)” — 1, puis utiliser
noo

un équivalent.

Il s’agit de séries & termes positifs ou nuls.

_|cosn| < 1
- 2 2’

a)Ona: Vn>=1, 0<uy,

n

D’aprés l'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de
majoration pour des séries & termes > 0, on conclut :

la série E Up cONverge.
n

b) Ire méthode : utilisation d’une expression conjuguée :
1
2 1

[
. _ - - ~ >
Ona: un n—|—2 vn : noo4\/ﬁ/0'
n+§+\/ﬁ

D’apres lexemple de Riemann (1/2 < 1) et le théoréme
d’équivalence pour des séries a termes > 0, on conclut :

la série E un diverge.
n

viv/il) Noter, pour tout n € N :
n n
Un:Z’LLk, Vn=ka
k=0 k=0

1) Supposer que la série Z Uy converge.

n=0
Exprimer, pour tout n € N, V, a laide de
Un, Unt1, uo-
2) Supposer que la série Z vy, converge.

n=0
Exprimer, pour tout n € N, U, a laide de
Va, Un+1, uo.

1
I a) Noter \ = KL

w
que : Vn > N, ntl

, montrer qu’il existe N € N tel

<A,

Un
puis faire intervenir une série géométrique.
b) Utiliser a).
a) 1) Revenir & la définition de deux suites adja-
centes.
2) Montrer que la suite (Sy)n>0 converge.
b) Appliquer a).

¢) Former un développement de vy,.

O\f\f'ﬁég GQQ,g okov CLCQ,Q ]

2¢ méthode :
On a :

Un :\/ﬁ[(l

utilisation d’un développement limité :
o) ] =val(e g () 1]

et on termine comme ci-dessus.

¢) On a, pour tout n > 2 :
o= (L) < (e D) = ()

5 5\ n
Puisque ’7‘ < 1, la série géométrique (7) converge.
que | 8 q Xn: 5 g

Par théoréme de majoration pour des séries a termes > 0, on
conclut : la série E up converge.
n
n? +3n+2
17

d) O : —_
) Ona n?24+3n4+1 noo
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Corrigés des exercices

n2+3n+2 n?2+3n+2
donc: wup =In
n2+3n+1 no n2+3n+1
1 1

T n243n+1 neo n2
D’apres 'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme d’équi-
valence pour des séries a termes > 0, on conclut :

la série E Upn converge.
n

1 1
e) On a : Vn>3 0<u,=——<—.
n2lnn  n?
D’apres I'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréeme de

majoration pour des séries & termes > 0, on conclut :

la série E Uy converge.

f) Ona: Vn > 3,
R . - 1.
D’apres I'exemple de Riemann, la série Z — diverge.

n
Par théoréme de minoration pour des séries a termes > 0, on
conclut : la série Zun diverge.
n
g) On a, pour tout n > 2 :
n! 1-2---n 1-2 2
0O<uyp=—=—— — = —.
n® n-n--n n-n n?
D’apres I'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréeme de
majoration pour des séries a termes > 0, on conclut :

la série E Uy converge.
n

h) On a, par développement limité :
2 1 2 1 1
unzln(l—i—f) - == [*-i-o(*)] - =
n n n n n
1 1 1
= f-i—o(f) ~ —=0.
n n/ noo n

D’apres 'exemple de Riemann et le théoréeme d’équivalence
pour des séries & termes > 0, on conclut :

la série E un, diverge.

n

Remarquons d’abord que, puisque la série g an converge,

n

ona:a, — O.
noo
an y N PENRY ya s
o Uy = ~ ap, donc, d’apres le théoreme d’équiva-

1+ ap noo
lence pour des séries a termes > 0, la série E up converge.

n

>0, donc, d’apres le théoreme

> 0, la série Zvn
n

. vn:e“"flfvan
noo

d’équivalence pour des séries & termes
converge.

1 —cosan o m 1
- Wy = ——— ~ = —an >

noo @y, 2
théoréme d’ equlvalence pour des séries a termes >

E wp, converge.
n

>0, donc, d’apres le

0, la série

e Puisque a,, —> 0, il existe N € N tel que :
noo

Vn >N, an < 1.
On a alors : Vn>N, 0< igan.

Comme la série E ap converge, par théoréme de majora-

n

tion pour des séries a termes > 0, la série g T converge.

a) On a, pour tout n € N*, en utilisant une expression conju-
guée :

1 1

1 _Vn+l-—yn 1
N e

Vivatl | vavati(Vat Vet
1

= = Unp.

nvn+1+4++n(n+1)

b) Nous allons former les sommes partielles et utiliser un té-
lescopage. On a, pour tout N > 1 :

N B N 1

1
_—
vVN+1 N
+oo
On conclut : la série Z uy converge et Z Up = 1.

1 1
7\/n+1):1_

n>1 n=1
a) On a, pour tout a €]1; +oo] :
1 2 (a+1)- a—1 1
a-1 a2-1  a2-1  a2-1 a+1

b) Soit E}l ~+o0[. On a, pour tout n € N, en appliquant a)
da=a2":
T 2
22" +1 22" -1 g2ntt ]
On en déduit, pour tout N € N, par sommation et télesco-
page :

N on

Zx2"+1

n=0

i on 2n+1

( 2n on+1 )

=0 \z x —1

1 oN+1 1

S O
229t 1 Neo z-—1’

r—1
par prépondérance classique, puisque = > 1.

On conclut que la série envisagée converge et que :

SHEC
2m - 1
o +1 x—1

a) Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2, & co-
efficients constants et sans second membre. L’équation ca-
ractéristique 72 — 7 — 1 = 0 admet deux solutions réelles

1-v5 1++5
T2

distinctes, qui sont « = s

. D’apres le
cours, il existe (A, p) € R2telque: Vn €N, ¢, = Xa+us".
On a:

411
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1
A= -
{)\+,u=0 a—p V5

¢o =0
<
¢1=1 da+puf =1 _ 1 1

On conclut :

et o= (M) (150

b) e Convergence de la série :

On a, pour tout n € N, avec les notations précédentes :
on 1 /By rayn 1 B\~
<=5 -G 276G
2n /5l\2 2 noo /5\2
@
car 0 < ‘5’ <

1 5
= +4\f <1, la

n
Z (g) converge, donc, par théoréeme d’équivalence pour

Puisque 0 < série

géométrique

ST ey M.\E

s L. Pn
des séries a termes > 0, la série E on converge.
n

o Calcul de la somme :

On a:
S e oS- ()]
S INOESAON

car ces deux séries sont convergentes

1 1 1 2 1 1
:ﬁ[l_g _1_;]:\/5(25_20)
2
2 8 — o 2 V5

T VB4 2@+ B taB Vha—_2+ (-1

“+oo
> o
n:02

On conclut :

a) Ona: VneN, u%-&-l =u2 42,
donc (u2),>0 est une suite arithmétique de raison 2.

Dott: VneN, u2=ul+2n=1+2n.

Comme : Vn €N, un >0,
on déduit : YneN, up,=+v2n+1.

b) Soit a €]0; 400 fixé. On a :
1 1 L1
u@  (2n+1)2/2 noo 20/2 pa/2 7

D’apreés 'exemple de Riemann, la série converge si

1
]
et seulement si a/2 > 1, c’est-a-dire a > 2. Par théoréme
d’équivalence pour des séries & termes > 0, on conclut : la

série de terme général — converge si et seulement si o > 2.
u
n

/-1 mn2
Vp =
" 0 1 + X

25.7

a) a) On a, pour tout n > 2 :

n n—1
OS(Zk!)fn!:Zk!:
k=0

(gk!)Jr(nfl)!

k=0
<m—1)n=-2)'+(n—-D!'=2-(n-1)!,

— 2 —1)! 2
donc : ng_o —1< (n ) ==,
n! n! n
n
S
d’ot =0
n! noo
n
: I~ |
et on conclut : Z k! oot
k=0
b) «Ona:
1 - n! 1 1
Up = ———— k! ~ =—— ~ —2=0.
" (nJrl)!Z noo (n+1)! n+1 noo n

k=0

1
Comme la série E — diverge, par théoreme d’équivalence
n
pour des séries & termes > 0, on conclut que la série de terme

général u, diverge.

eOn a:

1 " n!
Up = E kKl ~ ——
(n+2)! = e (n+2)!

1 1

=— ~ — 2>0.
(n+1)(n+2) noo n2
D’aprés I’exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme d’équi-

valence pour des séries a termes > 0, on conclut que la série
de terme général v, converge.

Il s’agit de séries a termes > 0.

¢On a, pour n € N :

1 " lxn 1 In+1 1 1
un:/ dm}/ —dxzf[ ] =
o 1+=z 0o 2 2ln+1Jo 2(n+1)

1 1
2(n+1) noo 2n’
D’apres 'exemple de Riemann, le théoreme d’équivalence et

le théoréme de minoration pour des séries a termes > 0, on
conclut que la série de terme général u, diverge.

et :

¢«On a, pour n € N* :
a1 1 1
s
0o n?24+1  n?

1
d:v</ac" de=|—| =
= 0 n2+1

D’apres 'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de ma-
joration pour des séries & termes > 0, on conclut que la série
de terme général v,, converge.
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Puisque la série E an converge, on a : ap — 0, d’ou :
noo
n=0
van — 0. On a donc, par développement limité usuel en
noo

1
0: sin+/an = +van — gx/ana + O(\/anS),

puis :
sin y/an
[ :1—7:1—(1—70, + o(a )

1
—an = 0.

. 1
= Ea" + o(an) o~ 5

Puisque la série an converge, par théoreme d’équivalence
b
n=0
pour des séries a termes > 0, on conclut que la série E Un

n=0
converge.

25.10
D’abord, pour tout n € N*, P, existe et P, > 0.

n
On a : Vn € N*, lnPn:ZIn
k=1

Par développements limités usuels, lorsque l'entier k tend
vers Dinfini :

mizizzm(y+%)—m(y+%)

i o) - o)) - o)

-b
D’aprés lexemple de Riemann (2 > 1) la série Z a?
k>1

converge.
D’apres 'exemple de Riemann et le théoreme de comparai-

1
son en o, la série E o<ﬁ> converge absolument, donc

k>1
converge.

k2 +a
k2 +b

On conclut, par addition, que la série Zln
k>1
converge.
+oo 2
k a
Notons S = Zln *
k=1

k2 +0b

€ R. Ainsi: n P, — S.
noo

Par continuité de ’exponentielle en S, on conclut :

P, — eS>o0.
noo

25.11
Nous allons utiliser le lien suite/série.

On a, pour n € N* :

Un+4+1 — Un

1
= —— -1 1) +1
a+n+1 n(n+1)+lnn
1 1 1
= o (ry)
nypere n

n

- - o)) [E- g o()

T R T

2a+1
n2

D’aprés 'exemple de Riemann (2 > 1), la série Z —

n=1
converge.

D’aprés l'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de
1

comparaison en o, la série Z o(—2> converge absolument,
n

n>1
donc converge.

Par addition, on déduit que la série Z(un+1 — Up)

n
converge.

D’apreés le lien suite/série, on conclut que la suite (un)nen*
converge.

25.12
a) Soit (a,b,c) € R3. On a, pour tout z € [0; +o0f :

a b c
x+ 2

+
r x+1
_a(e+1)(z+2) +bx(x+2)+cx(z+ 1)
- z(z+1)(z+2)
_(a+b+c)z? + (3a+2b+ c)x + 2a
a z(x 4+ 1)(z + 2)

La condition de I’énoncé, notée (C), équivaut a :
Vz € [0; +oof,
(a+b+c)z? 4+ Ba+2b+c— 1)z + (2a+1) =0.

Un polynoéme s’annule en une infinité de points si et seule-
ment si c’est le polynéme nul, donc :

1
a+b+c=0 a:_§
(C) <= 93a+2b+c—1=0 <=<b=2
2a+1=0 3
cC=——.
2

On conclut qu’il existe (a, b, c) € R? unique convenant :
1 3
(G,b,()) = (_ 57 27 _5)
b) Nous allons former les sommes partielles et faire appa-
raitre un télescopage.
On a, pour tout N > 3, en utilisant a) :
n3 +3n? 4+ 2n

n=1

. ( 11Jr 2 3 1 )
 4Z~\ 2n 4l 2n42
N N N
1 1 1 3 1
S DOE RS DET NNy
2n:1n n:ln—}—l 2n21n+2
N N+1 N+2
1 1 1 3 1
DO REN SRS o
2n:1n n:2n 2n:3n

413
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1,1 1 X1 Noq 1
= GG )
n=3 n=3
3,01 1 1
_§(T§E+N+1+N+2)
3 1 3 1
+2(N+1)72(N+2) Neo 4

On conclut : la série proposée converge et :

§° n-1 1
3 2 1
—_n + 3n?® +2n 4

a) e Par récurrence immédiate : Vn € N, ¢n >0
Vn €N, Pnt2
donc la suite (¢n)n>1 est croissante.

Comme ¢ = 0 < 1 = ¢1, finalement, la suite (¢n)n>0 est
croissante.

«D'ou : — ¢n+1 = Pn 20,

o S’il existe £ € R tel que ¢, — ¥, alors, en passant a
noo

la limite dans la définition de la suite (¢n)n>0, on obtient
¢ =£¢+ ¢, donc £ = 0, contradiction avec £ > ¢; = 1.

Ainsi, la suite (¢n)n>0 est croissante et divergente, donc :
bn —> + 0.
noo
b) D’aprés a) : Vn € N*, ¢p > ¢1=1>0.
On a, pour tout n € N* :

1 1 i+1f¢%

G2 Rl
_ (¢n+1 _¢n)(¢N+1 +¢n) _ bn- 1¢n+2
- Pr b1 IR

¢) Nous allons former les sommes partielles et faire appa-
raitre un télescopage. On a, pour tout N > 1, en utilisant b) :

¢n 1¢n+2 _ al 1 1
nZl P2 —;(¢% ¢%+1)
ot 1
¢2 ¢?\I+1 Noo ¢§

la série proposée converge et :

z:l d’n 1¢n+2 _

=1.

On conclut :
n+1

Il s’agit de séries a termes > 0.

a) On a : 0 < n2up =n2e VN = g2lnn—vn __, 0,
noo

par prépondérance classique.

Il existe donc N € N* tel que : Vn > N, 0< n2un <1,

1

N, 0<un < —

d’ou : Vn > 5-
n

D’apres I'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de ma-
joration pour des séries a termes > 0, on conclut : la série de
terme général e —vn converge.

1 1
py2lnn _lm

n2 Vn mnoo

b) On a: 0< n? 2y, =

par prépondérance classique.

Il existe donc NV € N* tel que : Vn > N, n3/2u <1,
1
d’ou : >N < < —.
ou VYn > N, O\Un\n3/2

D’apres 'exemple de Riemann (3/2 > 1) et le théoréme de
majoration pour des séries a termes > 0, on conclut : la série

Inn

de terme général —, converge.
n

¢) On a: Uy = nn?

Inn
Comme —— — 0, on déduit :
n2 noo

Inn
D’apres b), la série de terme général —,~ converge. Par théo-
n
réeme d’équivalence pour des séries & termes > 0, on conclut :
la série de terme général e »2 — 1 converge.

d) On a, par développement limité :

U = (1+i)"2 —1—exp [#m(u%)] —1
= exp [nQ(— +o(n13))] —1=exp [% +o(%)] -1

1 1 1 1
i beo(b] =l 5 L
n n n n noo n
D’apres 'exemple de Riemann et le théoreme d’équivalence,

1
on conclut : la série de terme général (1 + —3) —1 di-
verge. "
e) Nous allons utiliser une comparaison série/intégrale. L’ap-

xr —>

plication f:[2; +oo] — R,

rzlnz
est continue et décroissante, donc :

n+1
Vn > 2, f(n+1)</

n

f(@)dz < f(n),

d’on, par sommation et utilisation de la relation de Chasles :

N N+
£f<n+1></2 f(@)d Zf

En particulier :
N

1 N+l
> i ? .
n:2nlnn 2 zlnz

=In (In(N +1))

dz = [In(In x)] Nt

—In(In2) 2 +00.
o0

1
On conclut : la série de terme général —— diverge.
nlnn

f) Nous allons utiliser une comparaison série/intégrale.

1
L’application f:[2; +oo] — R, z+— ——
z(Inx)?
est continue et décroissante, donc :
n+1
vnz2 D < [ f@)de < fn),
n

d’oui, par sommation et utilisation de la relation de Chasles :

N N+
T;f(nH)é/z f(@)d Zf
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En particulier :

N N+1 1
LI

[ [\ S T
~ In(N+4+1) In2 In2’

Inzl2

d’ot, par changement d’indice :

N N—-1
N > 3, Zun: Zf(n+1)<—
n=3 n=2

Ceci montre que les sommes partielles de la série E Un,

n
sont majorées. Comme il s’agit d’une série & termes > 0, on

1
conclut : la série de terme général ———— converge.
n(lnn)?
25.15
) 2 1, 5 52

Rappelons : V(a,b) € (Ry)*, ab< 2(a +b%).

. 1 1,1 5 9
Ici: Vn>1, 0<uy = ;(nun) < 5<E+n un)

1
La série Z —, converge (exemple de Riemann, 2 > 1) et
n>1 n
N L. 2 9 .
par hypothese, la série Z n“u,, converge. Par addition et
n>1
. - 1,1 2 9 .
loi externe, la série Z 5 (n—z +n un) converge, puis, par
n>
théoréme de majoration pour des séries a termes >

E Un converge.

n>1

25.16
Utilisons des développements limités, lorsque I'entier n tend
vers l'infini :

n=In(n?+n+1)+aln(n? +2n +4) + bin(n? 4 3n + 10)
- [21nn+1n (1+%+%)] +a[21nn+ln (1+3+i)]

+b[21nn+ln 1+ +—>]
SIS

el (B ) e ) (203 ()]
1 116 1
5'*2&4‘45*)‘%0(;5).

eSil4+a+b+#0,alorsun, ~ 2(14a+b)lnn, donc un ne
noo

0, la série

1
=2(14+a+b)lnn+ [<7+
n
1
=2(1+a-+b) lnn-+(1+2a+30)—+(
n

tend pas vers 0 lorsque n tend l’infini, et donc la série Z Un,
n

diverge (grossiérement).

alors

eSi 1 +a+ b =
1

Un ~ (14 2a+3b)—,
noo n

0 et 1 4+ 2a + 3 # 0,

donc, comme la série E — diverge,
n

n
par multiplication par une constante non nulle, la série

1

E (14 2a + 3b)— diverge, puis, par théoréme d’équivalence
n

n

pour des séries a termes > 0, la série g un, diverge.
n

eSil+a+b=0et 1+ 2a+3b=0, alors :

un=< +2a +1—1b>% +0(%).

la série Z

D’aprés lexemple de Riemann (2 > 1),
converge.
D’aprés l'exemple de Riemann (2 > 1) et le théoréme de

1
comparaison en o, la série E o(—z) converge absolument,
n
n

donc converge.

Par combinaison linéaire, la série E uy converge.

n

1+a+b:0 a= -2
Enfin : =
1+2a+3b=0 b=1.

Finalement, la série E uy converge si et seulement si :
n

=-2 et b=1.

a) e Montrons, par récurrence sur n : Vn € N, wuy > 5.
C’est vrai pour n = 0, puisque ug = 5.

Si c’est vrai pour un n € N, alors :
— 5up + 8 = up(un
donc c’est vrai pour n + 1.

Vn €N, up > 5.

un+17u —5)4+8>82>5,

On conclut :

¢ On a, pour tout n € N :
Unt1l — Un = U2 —6up +8 = (up —3)2—1>3>0,

donc (un)nen est croissante.

e Supposons u, — £ € R. Alors, par passage & la limite
noo

dans la définition de la suite (un)pen, on a : £ = £2 — 50+ 8,
d’ott facilement £ € {2,4}. Mais : Vn € N, wu, > 5,

donc, par passage a la limite : £ > 5, contradiction.

Ceci montre que (un)nen diverge.

Puisque (un)nen est croissante et divergente, on conclut :

Un — -+ o0.
noo

b) On a, pour tout n € N :
=n* =yt =y (-1
n—2 Upt1—2 un—2 (up—2)(up —3)
1" 1
e e
(un — 2)(un — 3) -3
¢) Nous allons former les sommes partlelles et faire appa-
raitre un télescopage.

)n+1

-3)+1) =

On a, d’apreés b), pour tout N >0 :

N N
=" _ (=1 (=1t
DD TPVl G R
o N N N+1
I VL G S G Vi (1
,,;un— _T;)U”JFl_QinX:%Un—Q_Zun_Q
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Ceci montre que la série E
n>0

converge et que :

Z

un—2

a) a) On a, pour tout N > 1, en utilisant une sommation

géométrique :
T1—(-1)
/ (7 —/ (—z) ") dx
0 1+
N-1 1 N -1
1 (=1)™
e A D L
n=0 0 n=0 n+1 n=1 n

b) D’aprés a), on a, pour tout N > 2 :

N n—1 1 1 .N
E ) 7/ ——dz— (-D)V / T da.
0 1+ 0 1+(L‘

n=1
1 l’N 1 1
Maiszog/ dzé/mNdz: — 0,
0 1+ 0 N+1 Noo
1 (EN
donc : / dz — 0.
0 1+« Noo

On déduit :

N
—1 n—1 1

ZL . /

n=1 n Neo 0 1

= [1n(1+x)](1) =1In2.

_1)7171

On conclut que la série Z ———— converge et que :
n=1 n
+oo -1
—_1)n
S EVT
n=1

2n41
a) Considérons, pour n > 1, le paquet de termes Z U -
k=n+1
Puisque la suite (un)n>1 est décroissante et a termes > 0,
2n+41
ona: Vn>1, Z up = nugy = 0.
k=n+1

Mais, puisque la série g un converge, on a :

n>1
2n+1 2n+1
Z up = Zuk—Zuk —) Zuk—ZukZO
k=n+1

Par théoréme d’encadrement, il en résulte : nugz, — O,
noo

puis, en multipliant par 2 : (2n)uz, — 0.
noo

416

eOna, pourn >1:
< (2n + Duznt1 < (2n + Duzn
_2n+1
T on
D’ou, par théoréme d’encadrement : (2n + 1)uony1 — 0.
noo

(2n)ugn, — 1-0=0.
noo

e Puisque (2n)uzn, — 0 et (2n+ l)uon+1 — O,
noo noo
on conclut : nu, — 0.
noo
b) ePuisque nu, — 0, il existe N > 1 tel que :
noo
Vn > N, nu, < 1.
Dou: Vn>1, 0< v, = nu = (nun)un < Un.

Puisque la série g uy converge, on déduit, par théoréme de
n=1

majoration pour des séries a termes > 0, que la série E Un,
n=1
converge.

eOna: nln(1+un) ~ nun — 0,
noo

donc : enn(tun) 1, puis:
noo

Wn, = Un (1 4+ un)™ = up exp (nln(l + un)) o un > 0.

Par théoreme d’équivalence pour des séries a termes > 0, on

conclut que la série E wy, converge.
nz1

Notons, pour tout n € N :
n n
Un:ZUIm Vn:ZUk.
k=0 k=0

1) Supposons que la série Z Up converge.

n=0

“+ oo
Notons U = Z Upn. On a, pour tout n € N :

n=0

n n n n
V= o= (up+upi1) = Zuk + D kg
k=0 k=0 = k=0
n+1
= Zuk + Z ug = Un + (Un41 — wo),
donc : Vi — 2U — uo,
noo

ce qui montre que la série E Vp, converge.
n=0

2) Réciproquement, supposons que la série Z vp, converge.

n=0
—+oo
Notons V = Z vp. On a, pour tout n € N :
n=0
Vi = Un + Uny1 —uo = 2Up + un41 — uo,
donc : U, = %Vn + %uo - %un_,_l.

Puisque V;, — V et up4+1 —> 0 (hypothése), on déduit :
noo noo
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1 1
U, — =-V+ 51/,0,
ce qui montre que la série E Upn converge.
n=0
Finalement, les séries de termes généraux un et un + up+41
sont de méme nature.

Remarque : L’hypothése u,, — 0 est essentielle.
noo

Par exemple, pour u, = (—1)", la série de terme général u,
diverge (car upn ne tend pas vers 0), mais la série de terme
général vy, converge (car, pour tout n, v, = 0).

£+1
a) Notons )\:%. Onadonc: 4 <A<
Puisque Untl — £ < ), il existe N € N tel que :
Unp noo
Vn > N, Unt1 <A
Un

On a donc, pour tout n > N + 1 :
Up < Mn—1, ..., UN41 < AUN.

Par multiplication (les membres sont tous > 0) et par téles-
copage, on obtient :

Yn >N, up < A Nuy = 2" A Ny
Comme A\ € [0; 1], la série géométrique ZA” converge.

n
Par théoréeme de majoration pour des séries a termes > 0, on

conclut que la série E Up CONVerge.
n

b) «Ona: Vn €N, up >0,
o unn _ (it D2 HL (2n)!
et : =
Un, @2r+1)!)  (nh22n
(n+1)2%.2 n+1 1

= = — — <1
2n+1)(2n+2) 2n+1 noo 2

o -
D’aprés a), on conclut que la série Up converge.

n

eOna: YneN, v, >0,
et :
a(n+ 1)\ 1
( ( )) (4n> ' N2
Vnt1 _ \2(n+1) __\on)  _ (4n)!((2n + 2)!)
Un <4n) 1 (4n + 4) (4n + 4)!((2n)!)*
2n 2n + 2
B ((2n+1)(2n +2))° 16nt 1
T (4n+1)(4n +2)(4n + 3)(4n + 4) noo 256nt 16
Ainsi : R R

vn, noo 16

D’aprés a), on conclut que la série Z Uy, converge.
n
a) 1) On a, pour tout p € N :

Sa(p+1) — S2p = Uzp42 — U2ptl = luzpt2| — [uzpt1] <0,

Sa(p+1)+1 —S2pt1 = uzpi2+ugprs = |uzpya| —|uzprsl >0,
t: S — Sop = — 0.

e 2p+1 2p = U2p+1 7

On conclut que les suites (S2p)pen et (S2p+1)pen sont adja-
centes.

2) Puisque les suites (S2p)pen et (S2p+1)pen sont adja-
centes, elles convergent et ont la méme limite, notée £.

Il en résulte : S, — /.
noo

Puisque la suite des sommes partielles de la série converge,

on conclut que la série E Up converge.
n=>0

=n"

no

b) Soit a €]0; +oo[. La série Z vérifie les hypo-
n>1

theses de a), puisque :

1
epour tout n > 1, — >0
n(!
. 1 P
o la suite (—) est décroissante
n®/n>1

1

n% noo

_1\n
On conclut, d’apreés a) : la série E % converge.
n>1

¢) Utilisons un développement limité :

S C

RGO

A S ET)
;\1/); + o(nxl/ﬁ),
="
NG

—
|
—
=
3
—
—

-—+

S

e« D’apres b), avec a = 1/2, la série Z converge.

n=1

1
o La série E — diverge.
n
n

—_1)n
o La série Z( )

3/2
n>1

de Riemann, 3/2 > 1), donc convergente.

est absolument convergente (exemple

1
o Puisque la série E 7 est convergente et a termes > 0,
n>1
s PR o - 1
d’apres le théoréeme de domination, la série g 0(—) est
n3/2
n>1
absolument convergente, donc convergente.

Ainsi, v, apparait comme la somme des termes généraux de
quatre séries, dont trois convergentes et une divergente.

On conclut que la série de terme général v, diverge.
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Pour qu’une série converge, il faut et il suffit que son terme général tende vers 0.

<]
R

Pour qu’une série converge, il faut et il suffit que son reste tende vers 0.
La série complexe de terme général u,, + iv,, ou u, € R et v, € R, converge si et
seulement si les deux séries réelles de termes généraux u,, et v, convergent.
400 1
Onau,pourtoutzE(Ctelque|z|<1:Zz":1 .
n=0 -z
00 1
Ona,pourtou‘uzE(Ctelque|z|<1:Zz”:1 .
—z

La série de terme général u,, converge si et seulement si la suite de terme général w11 —u,
converge.

Pour deux suites réelles (uy)nen, (Un)nen, Sl un ~ vy, alors les deux séries de termes
noo

généraux u, et v, sont de méme nature.

S’il existe a € |1; +o0[ tel que n“u,, — 0, alors la série de terme général u,, converge
noo
absolument, donc converge.

Pour deux suites réelles (up)nen, (Un)nen, si, pour tout n € N, w, < v, alors :
+oo +oo
ST o
n=1 n=1

vl Si; pour tout n € N, S, = ug +uy + - - - + uy, est la n-éme somme partielle d’une série,
alors on a, pour tout n € N, Sy, = ug +us + -+ - + Uay.
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les fébooméaé

1 1
Contrexemple : la suite de terme général — converge vers 0 et la série de terme général — [ |
n n
diverge.

Il n’ y a qu’une implication : si la série de terme général u,, converge, alors la suite de
terme général u,, tend vers 0.

Il faut remplacer ’hypothése |z| < 1 par ’hypothése plus forte |z] < 1.

Le reste d’ordre n n’est défini que si la série converge.

C’est un résultat du cours.

La série géométrique Z 2" diverge si |z| = 1.
n=0

La série commence & l'indice 1 au lieu de I'indice 0.

+o0 1 +o0 P
Les résultats corrects sont : E 2" = , E 2" = .
1—-=2 1—=2
n=0 n=1

Il y a eu échange des notions de suite et de série.

Le résultat correct est : la suite de terme général u,, converge si et seulement si la série
de terme général u,, 1 — u, converge.

Il y a eu oubli d'une condition de positivité. [

74l C’est un résultat du cours. [ |

Contrexemple : u, = (-=1)", v, = 2. [

Il y a eu oubli d’'une hypothese de convergence des deux séries envisagées.

|
ul

45908 La réponse correcte est So, = ug + uy + - - - + Usy,, c’est-a-dire que S, est la somme de [ |
tous les termes d’indices pairs ou impairs de 0 a 2n, et pas seulement la somme des
termes d’indices pairs.
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%_VL Q@A% abovdlos Aavs los ovevcices

Les méthodes a retenir 421 e Cardinal d’un ensemble fini

Eeus ir;?r;cisér(;e;rf:fgcices jgg . Dénomkzrengent djun.epgemble par.compléglentaire, diffé-
Les corrigés des exercices 430 rence, réunion finie disjointe, produit cartésien

Vrai ou faux ? 435 o Dénombrement de p-listes, de p-listes d’éléments distincts,
Vrai ou faux, les réponses 436 de parties

e Calculs de sommes et de produits

e Manipulation de coefficients binomiaux, calculs de sommes
les faisant intervenir.

/’Po'wd'é essontiols AL couwvs
powy e vasolution. Heos oxevcicos

o Définition du cardinal d’un ensemble fini F, noté Card (E)
ou # (E) ou |E|

e Cardinal du complémentaire, d’une différence, d’une
réunion finie disjointe, d’un produit cartésien

e Définition d’une p-liste, nombre de p-listes dans un en-
semble a n éléments

e Définition d’une p-liste d’éléments distincts, nombre de
p-listes d’éléments distincts dans un ensemble & n éléments

e Définition d’une permutation, nombre de permutations
d’un ensemble a n éléments

o Définition d’une partie a p éléments, nombre de parties a p
éléments dans un ensemble a n éléments

e Nombre de parties d’un ensemble a n éléments

o Définition et propriétés des coefficients binomiaux, en par-
ticulier : la formule du triangle de Pascal et la formule du
binéme de Newton.
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Les méthodes a retenir

Pour calculer le cardinal
d’un ensemble fini

Essayer :
e de décrire ’ensemble puis compter son nombre d’éléments

e d’établir une bijection entre ’ensemble dont on cherche le car-
dinal et un autre ensemble dont on connait le cardinal

e de décomposer ’ensemble a l’aide de sous-ensembles dont on
connait le cardinal, et d’utiliser les regles de calculs décrites
ci-dessous.

= Exercices 26.1 a 26.3

(B

On a, pour tout (x,y) € N2 :

que 3z +y = 11.

Dénombrer les couples (z,y) de N? tels

y=11—-3z

0<3r <11 0<z<3
Jx+y=11 <= <~
y=11— 3z.

Ainsi, on choisit = dans {0, ...,3} et on pose y = 11 — 3z.

Le cardinal demandé est donc égal a 4.

Pour calculer le cardi-
nal du complémentaire
d’une partie d'un en-
semble fini

Si A est une partie d’'un ensemble fini F, il est parfois plus simple de
dénombrer le complémentaire de A dans F plutét que A directement.

Card (A) = Card (E) — Card (A).
w Exercices 26.1, 26.5

Dans ce cas, on utilise :

——(Eau)

En notant E = {0,...,n}3 et A = {(:v,y,z) € F;zyz = 0}7 le complé- )

Soit n € N*. Dénombrer les triplets
(z,9,2) €{0,...,n}3 tels que zyz = 0.

mentaire A de A dans E est
{(z,y,2) € E; zyz #0} = {1, ey},
On a donc Card (A) = n3, d’ot :

Card (A) = Card (E) — Card (A) = (n+1)% —n® = 3n% + 3n + 1.

Pour calculer le cardinal
d’une différence de deux
ensembles finis

Si A et B sont deux ensembles finis, alors :
Card (A \ B) = Card (A) — Card (A N B).
Si de plus, B C A, alors :
Card (A \ B) = Card (A) — Card (B).
= Exercice 26.1
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—{Eaml

Dans une classe, 18 éleves font 1’op-
tion M et 4 éléves font 'option M et
l'option I. Combien d’éléves ne font que
l'option M 7

7

En notant A (resp. B) ’ensemble des éléves qui font 'option M (resp. I),
I’ensemble des éleves qui ne font que 'option M est A~ B et on a :

Card (AN B) = Card (A) — Card (A N B) =18 —4 = 14.

<
Soient A et B deux ensembles finis.
Pour calculer le cardinal o Si A et B sont disjoints (c’est-a-dire A N B = &), alors :
d’une réunion de deux Card (A U B) = Card (A) + Card (B).
ensembles finis e Sinon : Card (A U B) = Card (A) + Card (B) — Card (A N B).
= Exercice 26.10
. J
% Notons F ={1,...,100}, A={n€ E;2|n}, B={n€ E; 3| n}.
Onaalors: V=AU B.
Dénombrer I’ensemble V' des entiers n Deplus: ANB={n€E;2|n et 3|n}={nekE;6|n}
entre 1 et 100 tels que : 100
2 divisen ou 3 divise n. Ona  Card(4) = {TJ = 50,
100 100
Card (B) = [7J =33, Card(A N B)= [?J = 16.
D’ou :
Card (V) = Card (A) + Card (B) — Card (A N B) = 50 + 33 — 16 = 67.
& J
Méthode )
) Si Ay, As, ..., A, sont des ensembles finis deux a deux disjoints, alors :
Pour calculer le cardi- n
nal d’'une réunion de n Card (A) = Z Card (4;).
ensembles finis deux a P
deux disjoints
. J

— (el

Soit n € N*. Dénombrer les triplets
(z,9,2) € {1,...,4n}> tels que les trois
restes des divisions euclidiennes de z, y, z
par 4 soient égaux.

N

Notons E = {1,...,4n}3, A (resp. B, resp. C, resp. D) l'ensemble des

(z,y,2) € E tels que les trois restes des divisions euclidiennes de z,y, z

par 4 soient égaux & 0 (resp. 1, resp. 2, resp. 3).

Le nombre cherché est le cardinal de A U B U C' U D.

Ona: Card{z € E; 4|z} =n, donc: Card(A)=nd.

De méme : Card (B) = (n+1)3, Card (C) = Card (D) = n®.

Comme les ensembles A, B, C, D sont deux a deux disjoints, on conclut :
Card(AUBUCUD)=(n+1)2+3n%=4n®>+3n2 +3n+1.




Les méthodes a retenir

Méthode

Pour calculer le cardi-
nal d’un produit carté-
sien de n ensembles finis

Exemple

Notons A = {z € {1,..,10};2 | =}, B = {y € {1,..,10}; 3 | y}.
L’ensemble cherché est alors A x B et :

Card (A x B) = Card (A) Card (B) =5 -3 = 15.

Méthode

Pour calculer le nombre
de facons de choisir p
éléments dans un en-
semble E a n éléments
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— ey w
a) Un résultat est ici une 3-liste de {1, ..., 6}.
Tl y a donc 6% = 216 résultats possibles.

b) Un résultat est ici un triplet formé de trois éléments deux & deux
distincts de {1, ..., 6}.

6!
Il y a donc 3 = 120 résultats possibles.
¢) Un résultat est ici une partie & 3 éléments de {1, ...,6}.

6
Il y a donc (3) = 20 résultats possibles.

Pour calculer le nombre
de parties d’un ensemble
fini

Dans un ensemble de n éléments, il y a 2™ parties et I’'une de ces parties

et une seule est I’ensemble vide. Il y a donc 2™ — 1 parties non vides.

Méthode

Pour simplifier une ex-
pression faisant interve-
nir des coefficients bino-
miaux
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Enoncés des exercices

o utiliser la formule du binome de Newton :

VneN, Y(z,y) €R? (z+y)" = (n) akyr,

= FExercice 26.8

— (e

Soit n € N — {0, 1}. Simplifier LI o n
sn= (X ()27 - () + ()?)

n _ k=0
S":k;l(k)Qn - =(1+2)"-(2"+1)=3"—-2"—1.

L’expression proposée ressemble au développement de la formule du
binéme de Newton. On a :

s

A

1T vJiul Mots de trois lettres

Un mot de trois lettres est ici une 3-liste ordonnée, avec répétitions possibles, de lettres
parmi les 26 lettres de I'alphabet (6 voyelles et 20 consonnes), n’ayant pas nécessairement
une signification.

Déterminer le nombre de nombre de mots de trois lettres :

a) en tout

b) deux & deux distinctes

¢) ayant exactement deux lettres identiques

d) commengant par une voyelle et finissant par une consonne
e) contenant au moins deux voyelles distinctes et une consonne
f) contenant deux consonnes identiques et une voyelle

g) contenant au moins une consonne

h) contenant au moins une consonne et une voyelle.
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HTT] m Anagrammes

Déterminer le nombre d’anagrammes de chacun des mots LOI, DISCRETE, USUELLE.
L’accent n’est pas pris en compte, les anagrammes n’ont pas nécessairement une signifi-
cation, et on compte le mot lui-méme parmi les anagrammes.

T Nombre de couples de {1,...,n}? satisfaisant des conditions

Soit n € N*. Dénombrer les couples (x,y) de {1,...,n}? tels que :

a)r <y cJx+y=n
b)x <y d)z+y<n.

11 m Tirages avec remise

Une urne contient dix boules numérotées de 1 a 10. La boule 1 est jaune, les boules
2 et 3 sont bleues, les boules 4,5,6 sont rouges, les boules 7,8,9,10 sont vertes. On tire
dans l'urne, successivement et avec remise, 5 boules. On appelle résultat la liste ordonnée
des cing numéros des boules tirées. Par exemple, un résultat possible est (3, 7, 10, 3, 6).
Déterminer le nombre de résultats :

a) en tout
b) pour lesquels les cing boules sont toutes de la méme couleur
¢) pour lesquels les quatre couleurs apparaissent parmi les cing boules

d) pour lesquels la boule numéro 8 a été tirée et exactement deux des boules tirées sont
rouges.

BT Répartitions de six boules dans trois urnes

On dispose de trois urnes notées A,B,C et de six boules numérotées de 1 & 6. On répartit les
six boules dauns les trois urnes (chaque urne peut contenir de 0 & 6 boules). Une répartition
est une liste ordonnée de trois nombres indiquant le nombre de boules contenues dans les
urnes A,B,C. Par exemple, une répartition possible est (2,4,0), indiquant que 'urne A
contient 2 boules, I'urne B contient 4 boules et I'urne C est vide.

Déterminer le nombre de répartitions :

a) en tout

b) telles que 'urne A soit vide

¢) telles que 'urne A soit vide et soit la seule urne vide
d) telle qu'une urne soit vide et une seulement

e) telles qu’aucune urne ne soit vide

f) telles qu’au moins une urne soit vide.
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Enoncés des exercices

BT m Nombre d’éléves étudiant une LV1, une LV2

Dans une classe de 30 éléves, la LV1 est obligatoire (anglais ou allemand) et une LV2 et
une seule est facultative (anglais ou allemand ou espagnol). On sait qu’il y a :

3 éleves qui font anglais en LV1 et pas de LV2
28 éleves qui font anglais en LV1 ou en LV2
20 éleves qui font allemand en LV1 ou en LV2
4 éleves qui ne font pas de LV2

il y a deux fois plus d’éleves qui font anglais en LV1 et allemand en LV2 que d’éleves
qui font allemand en LV1 et anglais en LV2.

Pour chaque LV1 et chaque LV2, déterminer le nombre d’éleves faisant cette LV1, faisant
cette LV2.

B ] Nombre de parties ou de couples de parties vérifiant des conditions
Soient F un ensemble fini,n = #(F), AC E, B C E,p=#(A),q=#(B),r = #(ANB).

a) Déterminer le nombre de parties X de E telles que :

1)XCA )X UA=E
2)ACX 5)ANBCXCAUB.
3)XNA=0

b) Déterminer le nombre de couples (X,Y) de parties de E telles que :

1)XCANB e AUBCY
2JANBCXNY e XUYCAUB.

B m Nombre de couples de parties vérifiant des conditions

Soit E un ensemble fini, n = #(F). Déterminer le nombre de couples (X,Y") de parties
de F tels que :

a)XCY )X UY =E.
HXNY =0

B m Nombre de solutions d’une équation

Pour tout n € N, on note u,, le nombre de N-uplets (z1,...,xy5) d’éléments de {1,2} tels
que : NeN' et z1+--+any=n.

Par exemple, pour n = 4, on a les décompositions :
4=14+14+1+1, 4=141+2, 4=142+1, 4=2+4+1+1, 4=2+2,

donc uy = 5.

a) Montrer : Yn €N, Upio = Upt1 + Unp.
P 1 1+ v5\" 1—+5\n
b) En déduire : Vn € N, un—%((T) —( 5 ) )
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B ] m Nombre d’applications croissantes
Soient n, p € N*. Déterminer le nombre d’applications de {1,...,p} dans {1,...,n} :

a) strictement croissantes ¢) monotones

b) croissantes d) non monotones.

EEEC] (2058 Sommes de cardinaux d’intersections, de réunions
Soient n € N* et E un ensemble fini & n éléments. Calculer

xye(re)’ xye(re)’
1T m Nombre de partitions d’'un ensemble fini

Pour tout ensemble E, on appelle partition de E toute partie non vide F de P(P(E))
telle que :

VXeF, X#0
VX,YEF, (X4#Y = XNY =0)
Vee E, X eF, xelX.

Par exemple, {{1}, {2,4}, {3,5}} est une partition de {1, ...,5}.

Pour tout n € N*, on note P,, le nombre de partitions de {1, ...,n}, et on note Py = 1.

a) Etablir : VneN, P, = Z <Z) Py.
k=0
b) En déduire successivement P, pour n = 0, ..., 5.
EEEE  (91i5k)) Nombre de p-partitions d’'un ensemble a n éléments

Pour tout (n,p) € (N*)2, on appelle p-partition de {1, ...,n} toute partition P de {1,...,n}
telle que Card (P) = p.

Par exemple, {{1,2}, {3}, {4,5,6}} est une 3-partition de {1, ..., 6}.
On note P, , le nombre de p-partitions de {1,...,n}.

a) Montrer : Y(n,p) € (N*)%, Pui1.pt1=Pop+ @+ 1)P0 pi1.
b) En déduire P, , pour tout (n,p) € {1,...,5}2.

¢) Montrer, pour tout n € N* :

N 3n72n+1+1 TL+1
Pn+1,2 =2"— 1, Pn+1,3 = fa Pn+1,n = < 2 .
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Du mal a démarrer ?

-?w mal & domavver (P

v[i3i8 Un mot de trois lettres peut étre assimilé a une 3-liste

de I'ensemble des 26 lettres.
a) Immédiat. Réponse : 17576.

b) Un mot de trois lettres constitué de trois lettres
différentes peut étre assimilé a une 3-liste d’éléments
distincts. Réponse : 15600.

¢) Choisir d’abord les places des lettres répétées.
Réponse : 1950.

d) Immédiat. Réponse : 3120.

e) Choisir d’abord les places des deux voyelles.
Réponse : 1800.

f) Choisir d’abord les places des deux consonnes.
Réponse : 360.

g) Passer par le complémentaire. Réponse: 17360.

h) Passer par le complémentaire. Réponse : 9360.

Pour LOI, c’est immédiat. Réponse : 6.

Pour DISCRETE et pour USUELLE;, choisir d’abord
les places des lettres répétées. Réponses : 20160,
630.

Choisir d’abord z, puis dénombrer les y correspon-
dants. Réponses :

nn+1) nn-1)

—1
, no1, Moo
2

2 2

m a) Immédiat. Réponse : 100000.

b) Immédiat. Réponse : 1300.

¢) Dénombrer d’abord les résultats ou il y a deux
boules jaunes et une boule de chaque autre couleur,
puis dénombrer les autres résultat analogues. Ré-
ponse : 14400.

d) Choisir d’abord les places de la boule 8, puis les
autres choix. Réponse : 9720.

m Noter x (resp. y, resp z) le nombre de boules conte-

nues dans 'urne A (resp. B, resp. C).

a) Choisir z, puis y, puis z. Réponse : 28.
b) Immédiat. Réponse : 7.

¢) Immédiat. Réponse : 5.

d) Immédiat. Réponse : 15.

e) Utiliser z — 1, y — 1, z — 1. Réponse : 10.

f) Passer par | complémentaire. Réponse : 18.

Noter z, y, 2, u,, v, w les nombres d’éleves étudiant
une certaine LV1 et une certaine LV2 et traduire les
données par un systéme d’équations.

Réponse: z =12, y=T7Tz=3u=5,v=1, w=1.

a) 1) Immédiat. Réponse : 2P.

2) Considérer X. Réponse : 277P.

3) Traduire X N A = & par une inclusion.
Réponse : 2P.

4) Considérer X. Réponse : 2P.

5) Considérer lapplication Z — (A N B) U Z.
Réponse : 2PTa—27,

b) 1) Les roles de X et Y sont indépendants.
Réponse : 27— P—a+27,

2) Transformer le systéme d’inclusions.
Réponse : 22(p+q—2r)

a) Choisir d’abord Y C E, puis X C Y. Utiliser en-

suite la formule du binéme de Newton. Réponse : 3™.

b) Traduire X N'Y = @ par une inclusion et utili-
ser a). Réponse : 3™.

¢) Considérer X et Y et utiliser b). Réponse : 3.

a) Séparer les (z1,...,xN) tels que z1 + ---zny = 2

en deux paquets.

b) Il s’agit d’une suite récurrente linéaire du second
ordre & coefficients constants et sans second membre.

[ a) Considérer les parties a p éléments de {1,...,n}.

Réponse : (n) .
p

b) Pour toute application f : {1,...,p} — {1,...,n},
considérer f# : {1,...,p} — {1,...,n+p—1} définie
par: Vi€ {l,..p}, f#()=/f@)+i-1
n+p— 1)

p
¢) Noter C' (resp. D, resp. F, resp. M) I’ensemble
des applications croissantes (resp. décroissantes,
resp. constantes, resp. monotones) de {1,..,p}
dans {1,...,n}.
Calculer #(F), #(C), #(D) a l'aide de C, puis
#(M) par complémentaire.

et utiliser a). Réponse : (

Réponses :
(n-i-i—l)7 (n—l—;)—l)7 », (n—i—Z—l)_p

d) Passer par le complémentaire.
n+p—1

Réponse : nP — 2(
p

)+p.
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Wi Pour (X,Y) € (P(E))Q, considérer les couples
(X,Y), (X,Y), (X,Y). Réponse : S, = n227~2,

Pour (X,Y) € (’P(E))Q7 considérer le couple (X, Y)
et utiliser a). Réponse : T, =3 - 22n—2

a) Etudier la donnée d’une partition de {1, ...,n+1}
en isolant n + 1.

b) Immédiat. Réponse : 1, 1, 2, 5, 15, 52.

a) 'y a 263 = 17576 mots de trois lettres.

b) Il y a 26 x 25 x 24 = 15600 mots de trois lettres deux a
deux différentes.

¢) Il faut choisir les places des deux lettres répétées
((Z) choix), choisir cette lettre répétée (26 choix), puis choi-

sir une autre lettre (25 choix).

Ilya (g) X 26 x 25 = 1950 mots de trois lettres ayant exac-

tement deux lettres identiques.
d) 1l faut choisir une voyelle & placer en premier (6 choix),
choisir n’importe quelle lettre a placer en deuxiéme
(26 choix), puis choisir une consonne & placer en troisiéme
(20 choix).
Iy a 6x26x20=3120 mots de trois lettres commencant
par une voyelle et finissant par une consonne.

3
e) Il faut choisir les places des deux voyelles (<2> choix),
choisir deux voyelles (6 x 5 choix), puis choisir une consonne
& mettre a la place restante (20 choix).

Ilya (3) X (6 x 5) x 20 = 1800 mots de trois lettres conte-
nant deux voyelles distinctes et une consonne.

f) 1l faut choisir les places des deux consonnes identiques

N A

3
((2) choix), choisir une consonne & répéter a ses places

(20 choix), puis choisir une voyelle & mettre & la place res-
tante (6 choix).

Ilya (g) X 20 X 6 = 360 mots de trois lettres contenant

deux consonnes identiques et une voyelle.

W1kl a) Soit (n,p) € (N*)2. Séparer les p + 1-partitions
de {1,...,m + 1} en isolant celles qui contiennent le
singleton {n + 1}.

b) Immédiat.
¢) 1) Obtenir :
2) Récurrence.

Pn+l,2 = 2Pn,2 + 1.

3) La donnée d’une n-partition de {1,...,n + 1} re-
vient & la donnée d’une paire de {1,...,n + 1}.

O\f\f\ﬁég 6@4 ooV CLCZé ]

g) Nous allons passer par un ensemble complémentaire.
Cherchons d’abord le nombre de mots de trois lettres ne
contenant aucune consonne. Il s’agit du nombre de mots de
trois lettres ne contenant que des voyelles, donc il y en a
exactement 63.

Tl y a donc 263 — 63 = 17360 mots de trois lettres contenant
au moins une consonne.

h) Nous allons passer par un ensemble complémentaire.
Cherchons d’abord le nombre de mots de trois lettres ne
contenant que des voyelles et le nombre de mots de trois
lettres ne contenant que des consonnes. Il y a exactement
63 mots de trois lettres ne contenant que des voyelles, et
exactement 203 mots de trois lettres ne contenant que des
consonnes.

Tl y a donc 263 — (63 4+ 203) = 9360 mots de trois lettres
contenant au moins une consonne et au moins une voyelle.

¢ Pour le mot LOI, comme les trois lettres sont deux & deux
distinctes, il y a 3! = 6 anagrammes du mot LOI.

e Pour le mot DISCRETE, il y a une lettre répétée et une
seule, la lettre E.
Pour obtenir tous les anagrammes, on choisit les places des E

8 . . .
( ( ) choix), puis on met les autres lettres aux six places res-
tantes (6! choix).
Iy adonc (g) 6! = 20160 anagrammes du mot DISCRETE.

e Pour le mot USUELLE, les lettres E,L,U sont répétées, la
lettre S est seule.
Pour obtenir tous les anagrammes, on choisit les places des E

( (;) choix), puis les places des L ((Z) choix), puis les places
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3
des U ((2) choix), et enfin la place du S (1 choix).

I y a donc (;) (g) (g) -1 =630 anagrammes du mot

USUELLE.

a) Pour x € {1,...,n} donné, y prend ses valeurs dans

{z,z+1,...,n}, donc le cardinal demandé est :
n+(n—1)+-~~+1:w.
b) Pour z € {1,...,n — 1} donné, y prend ses valeurs dans
{z +1,...,,n}, donc le cardinal demandé est :
(n—1)+(n—2)+~-~+1:@

¢) Pour z € {1,...,n — 1} donné, y est égal & n — x, donc le
cardinal demandé est n — 1.

d) Pour z € {1,...,n — 1} donné, y prend ses valeurs dans
{1,...,n — z}, donc le cardinal demandé est :

(n—1)n

(n—1)+(n—2)+ 5

+1=

a)Illya 10% = 100000 résultats possibles.

b) il y a 1% (resp. 2%, resp. 3%, resp. 4°) résultats pour les-
quels les cing boules tirées sont jaunes (resp. bleues, resp.
rouges, resp. vertes). Il y a donc 15 + 25 4 35 4 45 = 1300
résultats pour lesquels les cing boules tirées sont toutes de la
méme couleur.

¢) Un résultat pour lequel les quatre couleurs apparaissent
parmi les cing boules est un résultat pour lequel il y a exacte-
ment deux boules d’une couleur et une boule de chaque autre
couleur.

Dénombrons les résultats ot il y a deux boules jaunes et une

boule de chaque autre couleur.

; choix pour les
places des boules jaunes, puis 2 choix pour la boule bleue et

Il y a 12 choix pour les boules jaunes et

(:1%) choix pour la place de la boule bleue, puis 3 choix pour

la boule rouge et (f

puis 4 choix pour la boule verte et 1 choix pour la place de
la boule verte.

e (00 () 6 ()6 ()6 (1) -0

résultats ou il y a deux boules jaunes et une boule de chaque
autre couleur.

o (- ()6 ()6 () 0-(1)) -0

résultats ou il y a deux boules bleues et une boule de chaque
autre couleur.

wya (e ()E ()0 (1) =

résultats ou il y a deux boules rouges et une boule de chaque
autre couleur.

e (- ()6 () () (3)) o

) choix pour la place de la boule rouge,

résultats ou il y a deux boules vertes et une boule de chaque
autre couleur.

Finalement, il y a 14400 résultats pour lesquels les quatre
couleurs apparaissent.

d)Ilya (?) choix pour placer la boule 8, puis 32 - (3)

choix pour les boules rouges (la boule 8 n’est pas rouge), puis
62 choix pour compléter par des boules autres que la boule
8 et non rouges.

Il y a donc (?) (32 . (;l) ) .62 = 9720 résultats pour les-

quels la boule 8 a été tirée et il y a exactement deux des
boules tirées sont rouges.

a) Le nombre total de répartitions est le nombre de triplets
(x,y, 2) de N3 tels que z+y+2z = 6, ot x (resp. y, resp. z) est
le nombre de boules contenues dans I'urne A (resp. B, resp.
C).

Le nombre = prend les valeurs 0, ..., 6.

6 —x.

Enfin, pour x et y fixés, z prend la valeur 6 — z — y.

Pour z fixé, y prend les valeurs 0, ...,

Le nombre total de répartitions possibles est donc :
6 6—x 6 - 7
7— r=7-T— —

Z Z >

ISP SRR
=0 y=0

b) Le nombre de répartitions telles que l'urne A soit vide
est le nombre de triplets (z,y,2) de N3 tels que z = 0 et
x4y + z = 6, c’est-a-dire le nombre de couples (y, z) de N2
tels que y+2z = 6. Il y a donc exactement 7 répartitions telles
que 'urne A soit vide.

¢) Le nombre de répartitions telles que l'urne A soit vide
et soit la seule vide est le nombre de triplets (z,y,z) de
N x N* x N* tels que x = 0 et x + y + 2z = 6, c’est-a-dire
le nombre de couples (y, z) € (N*)2 tels que y +2 =6. Il y a
donc exactement 5 répartitions telles que 'urne A soit vide
et soit la seule vide.

d) L’urne vide (unique) peut-étre 'urne A, ou 'urne B, ou
l'urne C. D’apres ¢), on déduit que le nombre de répartitions
telles qu’une urne soit vide et une seulement est : 3 x 5 = 15.

e) Le nombre de répartitions telles qu’aucune urne ne soit
vide est le nombre de triplets (z,y,z) de (N*)3 tels que
rz+y+z2=06.

C’est aussi, en considérant (x — 1, y — 1, 2 — 1), le nombre de
triplets (u,v,w) de N3 tels que u + v +w = 3.

En raisonnant comme en a), le nombre demandé est :

3 3—x 3 3 5.4
)DL TSI VNS URIPIPIE L ST
u=0v=0 u=0 w—0 w=0 2

f) Par complémentation, le nombre de répartitions telles
qu’au moins une urne soit vide est la différence entre le
nombre total de répartitions et le nombre de répartitions
telles qu’aucune urne ne soit vide.

Le nombre demandé est donc 28 — 10 = 18.

431



Chapitre 26 — Dénombrements

432

Notons z,y, z,u,v,w les nombres d’éléves faisant une cer-
taine LV1 et une certaine LV2, sous forme d’un tableau :

LV2 .
anglais allemand | espagnol rien
LV1
anglais / x y z
allemand u / v w

D’apres ’énoncé :
r+y+z+ut+v+w=30, z=3,
u+v+w+x =20,

r+y+z+u=28
z4+w=4, x=2u.

Il ne reste plus qu’a résoudre ce systeme linéaire d’équations.
On obtient d’abord 2 =3, w =4 — 2z =1, puis :

r=2u, 3u+y+v=206, 3ut+y=25 3u+v=19
d’ou : v=1, u=6, x=12, y=7T7.
Finalement: =12, y=7, 2=3, u=6, v=1, w=1.

a) 1) Le nombre de parties X de E telles que X C A est le
nombre de parties de A, c’est-a-dire 2#(A) = 2p,
2) On a, pour toute partie X de E: AC X += X C A.
L’application X — X est donc une bijection de ’ensemble
des parties X de E telles que A C X sur I'ensemble des
parties Y de F telles que Y C A.
Le nombre de parties X de E telles que A C X est donc
9#(A) — gn—p,
3) On a, pour toute partie X de F :
XNA=0g < XCA

D’aprés 1) appliqué & A a la place de A, le nonlbre de par-
ties X de E telles que X N A = & est donc 2#(4) = gn—p,
4) 1re méthode :
On a, pour toute partie X de E :

XUA=FE & XUA=0 <= XNA=0.

L’application X +—— X est donc une bijection de 1’ensemble
des parties X de FE telles que X U A = E sur I’ensemble
des parties Y de E telles que Y N A = @. En appliquant
le résultat de 3) & A au lieu de A, on déduit que le nombre

cherché est 2P.

2¢ méthode :

L’application Z — A U Z est une bijection de I’ensemble de
toutes les parties Z de A sur ’ensemble des parties X de E
telles que X U A=E.

Le nombre cherché est donc le nombre de parties de A, c’est-
a-dire 2P.

5) L’application Z — (AN B) U Z est une bijection de I’en-
semble des parties de (AU B)\ (AN B) sur 'ensemble des par-
ties X de E telles que AN B C X C AU B, donc le nombre
cherché est le nombre de parties de (A U B) \ (A N B).
Comme AN BCAUB,ona:

#((AUB)\ (AN B) = #(A U B)— #(A N B)
=#(A)+#(B) —2#(AN B)=p+q—2r.

Le nombre cherché est donc 2PT9—27,

b) 1) Le nombre de couples de parties (X,Y) de E telles que
X CANBet AUB CY est le produit du nombre de parties
X de E telles que A N B C X par le nombre de parties Y
de F tellesque AU BCY.

D’apres a) 1) et 2), le nombre cherché est donc

or x on—(p+g—r) — gn—p—q+2r
2) On a, pour tout couple (X,Y’) de parties de E :

AnNnBCcXnNnY ANBCX e¢ ANBCY

XUYCAUB XCAUB et YCAUB

ANBCXCAUB
<~
ANBCYCAUB.
D’aprés a) 5), on déduit que le nombre cherché est :

(2p+q72'r)2 — 22(p+q72r)'

a) La donnée d’un couple (X,Y) de parties de E tel que
X C Y revient a la donnée d’une partie quelconque Y de E
puis d’une partie X de Y.

Soit k € {0,..,n}. Iy a (:) parties Y de E telles que

#(Y) = k.
Pour chaque partie Y de E telle que #(Y) = k, il y a 2F
parties X de Y.

n

. n\ ok

Le nombre cherché est donc E (k) 2%,
k=0
On reconnait le développement de la formule du binéme de
n n
) n _ n k -k _ _

Newton : kE_O (k) = kE_O (k) 271" TP = (24 1) = 3™

On conclut que le nombre de couples (X,Y) de parties de E
tels que X C Y est 3™.

b) On a, pour tout couples (X,Y") de parties de E :
XNY=0 < XCY.
Le nombre cherché est dont le nombre de couples (X, Z) de
parties de E tels que X C Z, c’est-a-dire, d’apres a) : 3™.
¢) On a, pour tout couple (X,Y) de parties de E :
XUY=EFE < XUY=0 < XNnY=g0

L’application (X,Y) — (X,Y) est donc une bijection de
lensemble des couples (X,Y) de parties de E tels que

X UY = E sur lensemble des couples (U,V) de parties
de E telsque U NV = 2.

D’aprés b), le nombre cherché est donc : 3™.

a) Soit n € N. Les N-uplets (z1, ...,z ) d’éléments de {1,2}
tels que N € N* et 1 + -z = n + 2 se répartissent en :
e ceux tels que xy = 2, et il y en autant que de N — 1 uplets
(z1,...,xny—1) de {1,2} telsque 1 + - +axNy_1 =7

e ceux tels que zy = 1, et il y en a autant que de N —1 uplets
(z1,...,xny—1) de {1,2} telsque 1 + -+ zny_1 =n+ 1.

D’ou : Vn €N, upt2 =Unt1 + Un.
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b) La suite (un)nen est donc une suite récurrente linéaire du
second ordre a coefficients constants.
L’équation caractéristique r2 —r — 1 = 0 admet deux racines
1+5 1-+5
s T2 = .
2 2
1l existe donc (A1, A2) € R? tel que :

Vn €N, up = Ar] + Aory.

réelles et distinctes, r1 =

On a, par définition, ug = 0 et u3 = 1, d’ou :
A +A2=0 et Air;+Aerg =1.
1 1 1

Ondéduit : \{ = ———— = —, Ao =—-A1 = ———.
LV M ! NG

On conclut: Vn € N, u, =

a) Le nombre d’applications strictement croissantes de
{1,...,p} dans {1, ...,n} est le nombre de parties a p éléments

de Pensemble {1, ...,n}, donc c’est (Z)

2 2

V5

b) Pour toute application f : {1,...,p} — {1,...,n}, consi-
dérons l'application f* : {1,...,p} — {1,...,n+p—1} définie
par : Vie{l,..,p}, ffG)=fG)+i—1.

Il est clair que, pour toute f : {1,...,p} —> {1,...,n}, f¥ est
correctement définie.

D’autre part, pour toute application :

g: {17 7p} — {17 unN+p— 1}7
considérons ’application :

i {L,ep} — {1,.im}
définie par : ,
11 est clair que, pour toute g : {1,...,p} — {1,..,n+p—1},
l'application g” est correctement définie.
De plus, f est croissante si et seulement si f# est strictement
croissante, et g est strictement croissante si et seulement si
gb est croissante.
Le nombre d’applications croissantes de {1,...,p} dans
{1, ...,n} est donc égal au nombre d’applications strictement
croissantes de {1,...,p} dans {1,...,n + p — 1}, c’est donc
-1 R

(n +£ ), d’apres a).
¢) Notons C (resp. D, resp. F, resp. M) I’ensemble des ap-
plications de {1,...,p} dans {1,...,n}, croissantes (resp. dé-
croissantes, resp. constantes, resp. monotones).
On a donc : cCuDbD=M, CnNnD=F.

D’ou :
#(M) = #(C U D) = #(C) + #(D) — #(C n D)
= #(C) + #(D) — #(F).

Onavuenbd): #(C)= (n—i—g—l).

Il est clair que lapplication qui, a f € C, associe

9 {1l p} — {Lun}, i 41— f(0)

est une bijection de C sur D, donc : #(D) = #(C).
Enfin, a I’évidence : #(F') = p.
Dot : #(M):Z(n+£_1>—p.

5 (59))

d) Avec les notations précédentes et en notant E 1’ensemble
de toutes les applications de {1,...,p} dans {1,...,n} et N
I’ensemble des applications non monotones, on a :

#(N)z#(E)—#(M)znp—z(”“"1) +p.

p

1) On a, pour tout (X,Y) € (77(E‘))2 :
FXNY)+#EXNY)+H#X NY)+#(X NY) = #(E) =n.
D’autre part, les trois applications qui & (X,Y) associent res-
pectivement (X, Y), (X, Y), (X,Y) sont des bijections de
(P(E))2 sur lui-méme. On a donc, les sommes étant toutes
indexées par (X,Y) € (P(E))2 :
Sn= Y #XNY)=> #XNY)
=Y #XNY)=) #(XnY).
En sommant la relation obtenue au début, on a donc :
45, =n Y 1=n#(P(E))’ =n(#P(E))* =n(2")? = n2?".
Sp = n22n—2,
2) L’application qui & (X, Y) associe (X, Y) est une bijection
de (P(E))2 sur lui-méme, donc :
To=Y #(XUY)=> #(XnY)
=Y (n—-#XNY)=n) 1= #(XnY)
=nY 1-> #(X NY)=n(2")?— S, =3n2>""2.

a) Soit n € N.

La donnée d’une partition de {1,...,n + 1} est définie par :
* la donnée d’une partie A de {1, ...,n+1} telleque n+1 € A,
etily a (Z) possibilités, o k = #(A) — 1

* puis la donnée d’une partition de {1,....,n+ 1} N A, et il y
en a P, _j possibilités.

On conclut :

n n
Doh:  Pui =3 (Z) Boy=> (Z) P
k=0 k=0
b) On obtient successivement :
Py=1,
0
-
1 1
P, = (0) Py + (1> P =2,
2 2 2
Py = (0) Py + (1> P+ (2) Py =5,
3 3 3 3
Py = (0) Py + (1> Py + (2) Py + (3) P3 =15,
4 4 4 4 4
= () () (e (v (-
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a) Soit (n,p) € (N*)2.

Les p + 1-partitions de {1,...,n + 1} sont :

« d’une part, celles qui contiennent le singleton {n + 1}, et il
yena Ppp

e d’autre part, celles qui ne contiennent pas le singleton
{n+1}, c’est-a-dire celles pour lesquelles n+1 est associé avec
une partie non vide de {1,...,n}, etily en a (p + 1) Py p+1.
Potipt1 = Pop+ (p+1)Papt1.

b) Remarquons que, puisque les éléments d’une partition
sont tous non vides,ona: p>n = P, =0.

On conclut :

D’autre part, pour tout n € N*, il y a une l-partition et
une seule, qui est {{1,...,77,}}, donc Pp,1 = 1, et il y a
une n-partition et une seule, qui est {{1},.4.,{71}}, donc
Ppn=1.

La formule du a) permet alors de calculer les P, ;, de proche
en proche :

P3o=P1+2P2=1+2=3,
Pio=P31+2P32=14+2-3=7,
Py3=P32+3P33=3+3-1=6,...

On consigne les résultats dans un tableau :

n
1 2 3 4 5
P

1 1 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0
3 1 3 1 0 0
4 1 7 6 1 0
5 1 15 25 10 1

¢) 1) D’aprés a), en remplagant p par 1, on a, pour tout
neN": Pyi12="PFP,1+2P,2=1+2P,2,

d’ot : Poti2+1=2(Pp2+1).

La suite (Pn,2 + 1)p>1 est donc une suite géométrique de
raison 2, d’ott: Vn € N*, P,i124+1=2"(P12+1)=2",
Vn € N*, Pn+1’2 =2" —1.
La formule obtenue est aussi vraie pour n =
Pio=0=20-1.

et on conclut :
0, puisque

2) Démontrons la formule demandée, par récurrence (par
exemple).

* La formule est vraie pour n = 1, car Po3 = 0 et
312 -22 41
2

* Si la formule est vraie pour un n € N*| alors, d’aprés a) :

=0.

3n—ontl 4
2
_2n+172+3n+173.2n+1+3 _3n+172n+2+1

B 2 h 2

donc la formule est vraie pour n + 1.

Ppy23=Ppy1,2+3Ppy13=(2"—-1)+3

)

Ceci montre, par récurrence sur n :
3n —2ontl 4

Vn € N¥,
2

Pni13=
3) La donnée d’une n-partition de {1,...,n + 1} revient a la
donnée d’une paire d’éléments de {1, ...,n+ 1}. Par exemple,
la donnée de la 5-partition {{1}, {2}, {3,5}, {4}, {6}} de
{1,...,6} revient & la donnée de la paire {3,5}.

Onadonc: Vn €N, Ppyin,= (n+1) =

(n+1)n
9 —_—

2
Remarque : On peut contréler la cohérence des formules ob-

tenues en ¢) par rapport aux valeurs numériques obtenues
en b).
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Vi o a2

-1
Pour tout n € N*, le nombre de couples (z,y) de {1, ...,n}? tels que z < y est %

On a, pour tous ensembles finis A, B : Card (A \ B) = Card (A) — Card (B).

On a, pour tout n € N* et tous ensembles finis A4, ..., 4, :
Card ( U Ak) <Y Card (4y).
k=1

k=1

Soient £ un ensemble fini, f,g: F — E.
Si go f =1Idg, alors f et g sont bijectives et g = f~1.

On a, pour tout (n,p) € N2 tel que 1 <p < n: <n;—1> = <Z> + (pﬁl>'

On a, pour tout (n,p) € N2 tel que 1 <p < n: p(Z) :n(Z:i>

Si E, F sont des ensembles finis, et si f : E — F est une application injective, alors
f est surjective.

Si E, F sont des ensembles finis, alors le cardinal de ’ensemble des applications de E dans
F est (Card (E))Card (),

Si deux ensembles E, F sont finis, si E C F et si Card(P(E)) = Card(P(F)), alors
E=F.

»{ilill8 Le nombre d’applications injectives d’un ensemble fini de cardinal p dans un ensemble
fini de cardinal n, ot p < n, est <z>

<]
[T

<| <l
R N

<
(|
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-\[4‘; ol E ZIVE'N les féPoméaé

Il s’agit du nombre de parties & deux éléments d’un ensemble a n éléments, donc
n(n—1)

) n ) NI
c’est (2> , C’est-a-dire —

Contrexemple : A = {0, 1}, B = {0, 2}, A\ B = {1}.
La formule correcte est : Card (A \ B) = Card (A) — Card (A N B).
Si B C A, alors on a bien : Card (4 \ B) = Card (4) — Card (B).

Démonstration par récurrence sur n.

L’application f est injective, car, pour tout (w1, x2) € E?, si f(x1) = f(x2), alors
g(f(:cl)) = g(f(xg)), c’est-a-dire x1 = xo. Puisque [ est injective et que E est fini, f est
bijective, puis ¢ = f~', donc g est bijective.

C’est la formule de Pascal, plus souvent écrite sous la forme :
n " n _(n+1
D p+1) \p+1)°
n! n! (n—1)! n—1
2L On a : p(n>: = =n :n< > Vi |
= p) Pt —p)l T - Din—p! (- Di(n—p)! p—1 -

Il y a eu oubli de 'hypothese : Card (E) = Card (F).

Le résultat correct est : si les ensembles E et F' sont finis et de méme cardinal et si
f+ E — F est injective, alors f est surjective.

Il y a eu interversion de E et F, le résultat correct est : (Card (F))cam1 &), m

En notant n = Card (E), p = Card (F), on a : 2" = Card (F) = Card (F) = 2P, donc

n = p, puis, comme E C F, on conclut £ = F.

i85 C’est un résultat du cours.
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Pour calculer la probabi-
lité d’'un événement A

Dans les exemples les plus simples, préciser 'univers des possibles
) (supposé fini) lié & l'expérience aléatoire, et écrire A comme un
sous-ensemble de € :
e §’il y a équiprobabilité des événements élémentaires, alors :
Card (A) nombre de cas favorables & A

P(A) = =
(4) Card (Q) nombre de cas possibles

e sinon, il faut calculer les probabilités des événements élé-
mentaires P({w}), pour tout w € €, et utiliser

P(A) =Y P({w}).

wEA
w Exercices 27.1 a 27.4, 27.6
\. J
m L’ensemble Q des résultats possibles est Q@ = {1,...,6}2, donc )
e N Card (Q) = 62 = 36.
On lance simultanément deux dés équi- La probabilité P est ici la probabilité uniforme sur .
g})rbé: é.ﬁ faces. Quelle est la probabilité a) L’événement A « obtenir un double » est
obtenir :
) double 7 A= {(17 1)7 (27 2)7 (373)7 (474)7 (57 5)7 (676)}:
a) un double ? d(A 1
donc Card (A) =6, puis : P(A) = Card (4) -0 —~.
b) une somme des deux dés égale & 97 Card(©2) 36 6

¢) un minimum des deux dés égal a 47

b) L’événement B « obtenir une somme égale & 9 » est
o B =1{(3,6), (4,5), (5,4), (6,3)},

Card (B 4 1
done Card (B) = 4, puis : P(B) = c2d(B) _ 4 1
Card(©2) 36 9
¢) L’événement C « obtenir un minimum des dés égal & 4 » est
C= {(47 4), (4,5), (47 6), (57 4), (67 4)}7
_ Card (C) 5

donc Card (C) =5, puis : P(C) = m =%
ar

Pour calculer la probabi-
lité d’un événement A a
I’aide des opérations sur
les événements

438

Essayer de :

o utiliser ’événement contraire A, et dans ce cas :

P(A)=1-P(A)
o décomposer A sous la forme A = B\ C, et dans ce cas :
P(A)=P(B\C)=P(B)—P(Bn(C);
si de plus C implique B (c’est-a-dire C' C B), alors :
P(A) = P(B\ C) = P(B) - P(C)
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e décomposer A sous la forme A = B U C, et dans ce cas :

P(A)=P(BUC)=P(B)+P(C)-PBnC);
si de plus B et C sont incompatibles (c’est-a-dire B N C = &),

alors :
P(A)=P(B U C)=P(B)+ P(C).

= Exercices 27.6, 27.8, 27.14

—— (e

L’ensemble € des résultats possibles est Q@ = {1,...,6}%, donc

Quelle est la probabilité d’obtenir au
moins une fois un nombre pair en lan-

cant 5 fois un dé équilibré a 6 faces?

Card (Q) = 65.
La probabilité P est ici la probabilité uniforme sur 2.

Notons A I’événement « au cours des 5 lancers, on obtient au moins
une fois un nombre pair ».

Alors, I’événement contraire Aest « les 5 résultats obtenus sont tous
impairs », donc A = {1, 3, 5}5, d’out : Card (A) = 3%, puis :

A 5
P(A) = Card (A) _ 32 _ i
Card (2) 65 25
P — 1 31
On déduit: P(A)=1—-P(A)=1— — = — ~0,969.
25 32

{ 3
Pour calculer la proba-
bilité d’une réunion fi-
nie d’événements deux a
deux incompatibles

U A
k=1

Si les événements Ay, sont deux a deux incompatibles, alors :

P(kLZJlAk> = kX:P(Ak).

= Exercices 27.8, 27.11, 27.13

—{Ea

L’ensemble Q des résultats est Q = {1,...,6}3 et la probabilité P est la

On lance simultanément trois dés équi-
librés a 6 faces. Quelle est la probabilité
d’obtenir : 421 ou trois chiffres pairs ou
trois chiffres impairs ?

probabilité uniforme sur €.

L’événement A « obtenir 421 » est I’ensemble des triplets formés par
1,2,4 dans n’importe quel ordre, donc Card (A) = 6, puis :

Card (A) 6 1

PA = Cad@ ~ 6~ 36

L’événement B « obtenir trois chiffres pairs » est B = {2,4,6}3, donc

Card(B) 3% 1

Card(B) =33, puis: P(B)= —— % = — = —.
ard (B) puis: P(B)= G d@) ~ & 8

De méme, en notant C' I’événement « obtenir trois chiffres impairs »,

ona: P(C)=-.

L’événement D de ’énoncé est D = A U B U C. Il est clair que A, B,C

sont deux a deux incompatibles, donc, d’apres le cours :
1 4 1 n 1 5
8 8 18

P(D) = P(A) + P(B) + P(C) = =
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Pour calculer la probabi-

lité d’une intersectir(L)n fi-

nie d’événements ﬂ Ay
k=1

e Si les événements Ay sont mutuellement indépendants, alors :
n n
P< N Ak> = I[ P(4)
k=1 k=1

. Sinon on utilise la formule des probabilités composées

( ﬂ Ak) P(A1) X Pa,(A2) X -+ X Pa,nAsn-nAn_i(An),

a condition que P(A; N As N ---NAu_q) #0

e On peut aussi essayer de calculer la probabilité de I’événement

contraire : ﬂ A = U Aj. On se ramene alors au calcul de

k=1
la probablhte d’une réunion finie d’événements.

= FExercices 27.8, 27.9, 27.11

— (el

Notons, pour tout k € {1, 2,3}, By I’événement « on obtient une boule

blanches et 4 boules noires.

cet ordre ?

Une urne contient 12 boules

" blanche au k-éme tirage », et N I’événement « on obtient une boule

. 8 boules noire au k-éme tirage ».

L’énoncé demande la probabilité de By N By N Ns.

On tire successivement et sans remise 3 Les événements B1, B2, N3 ne sont pas indépendants, car les tirages
boules de 1'urne. se font sans remise. On va donc appliquer la formule des probabilités
Quelle est la probabilité d’obtenir deux COTIPOSCes :

boules blanches et une boule noire dans P(B1 N B2 N N3) = P(B1) P, (B2) P, nB,(N3)

4 2
8 7 —*—8N0170

T 1211 10 165

Pour calculer la proba-
bilité d’un événement B
en fonction de probabi-
lités conditionnelles liées
a cet événement

Utiliser la formule des probabilités totales : soit (Ax)1<r<n Un systéme
complet d’événements tels que : Vk € {1,....,n}, P(Ag)#0;
alors pour tout événement B :

n
)= _P(A, N B) =Y P(A) x Pa,(B).
k=1 k=1
Cette formule est souvent utilisée lorsqu’une expérience se réalise en

plusieurs temps, et que I'on s’intéresse au résultat final
w Exercices 27.10, 27.12 a 27.15

~\
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Une urne U; contient 5 boules : 3 boules
blanches et 2 boules noires, et une urne
Us contient 12 boules : 6 boules blanches
et 6 boules noires.

On tire une boule de Uy, puis on la place
dans Uz, puis on tire une boule de Us.

Quelle est la probabilité d’obtenir au fi-

Notons Bj (resp. Ni) I’événement « obtenir une boule blanche (resp.
noire) de Uy », et Ba (resp. N2) ’événement « obtenir une boule blanche
(resp. noire) de Uz au final ».

L’énoncé demande P(B3).

Puisque la composition de 'urne Uz dépend du premier tirage, nous
allons utiliser la formule des probabilités totales, avec comme systéme
complet d’événements (B1, N1).

On a, d’apres le cours :

P(B2) = P(B1) Pp, (Bz) + P(N1) Pn, (Bz2)

babilité d’une cause A
sachant une  consé-
quence B

nal une boule blanche ? 3 7 2 6 33 ~ 0,508.
) “5 BT5 B e
\ J/
Méthode )
P(A)P4(B
Utiliser la formule de Bayes : Pp(A) = %,

Pour ~calculer la pro- a condition que P(A) # 0 et P(B) # 0.

Cette formule est aussi appelée la formule de probabilité des causes :
elle permet de « remonter le temps ». Tres souvent, pour calculer le
dénominateur P(B), on utilise la formule des probabilités totales

— (e

On dispose d’'un dé équilibré & 6 faces,
d’une urne U contenant initialement 20
boules : 10 boules blanches et 10 boules
noires, et on dispose de 6 boules blanches
et 6 boules noires supplémentaires.

On lance le dé, on note i le numéro sorti,
on place dans U (en plus des 20 boules
qui y sont déja) ¢ boules blanches et 6 —3
boules noires, puis on tire une boule au
hasard dans U.

Sachant que la boule sortie de U au final
est noire, quelle est la probabilité d’avoir
obtenu un 4 au dé?

Notons, pour tout ¢ € {1,...,6}, D; '’événement « le lancer du dé donne
le numéro i » et A I’événement « on tire au final une boule noire de U ».
L’énoncé demande Py (Dy).

1
On a: Vi€ {l1,..,6}, P(D;)= .

« Calculons Pp, (A) pour tout ¢ € {1,...,6}.

Ayant obtenu le numéro ¢ au lancer du dé, on a placé i boules blanches

et 6 — ¢ boules noires dans U, donc U contient 10 4 ¢ boules blanches
16 — 4

et 16 — i boules noires, d’ott :  Pp,(A4) = % L

« Calculons P(A) en utilisant la formule des probabilités totales, avec

le systéme complet d’événements (D;)i<ige :

1 16—1
6 26

- (3103 = (o= ST - B

e D’aprés la formule de Bayes :

6
P =3 P(D) Po () =35

1 16—4
P(Dy)Pp,(A) g 926 12 4
Py(Dy) = PlA) =t 0, 16.
156
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~

e Deux événements A et B sont indépendantes lorsque :

Pour montrer I'indépen- P(A N B) =P(A) x P(B)

dance d’événements o Deux événements A et B de probabili-
tés non nulles sont indépendants lorsque
P4(B) = P(B) ouencore Pgp(A)= P(A)

o Les événements Aq, Ao, ..., A, sont (mutuellement) indépen-
dants lorsque, pour toute partie non vide I de {1,...,n},

P( N Ai) =[P

el el

= Exercices 27.5, 27.8

(=) )

11 1
Ona: P(ANB)=P(@)=0 et P(A)P(B):E-E: 7
On 1 foi ice équilibrée.
o TANCE THE OIS THE PIece CqUIBIes donc P(A N B) # P(A)P(B) et on conclut, par la définition, que A

V4 .
On note A l’événement « on obtient et B ne sont pas indépendants.

Y4 A 5
face », et B I'événement « on obtient Attention & ne pas confondre la notion d’indépendance et la notion

pile ». Est-ce que A et B sont indépen- d’incompatibilité. Si deux événements sont incompatibles, alors en gé-
dants ? néral, ils ne sont pas indépendants, puisque la réalisation de 'un est
liée & la (non-)réalisation de l'autre.
& J
—CEID ~
e » En notant F' pour face et P pour pile, I’ensemble 2 des résultats pos-

On effectue deux lancers successifs d’une sibles est Q = {(F, F), (F,P), (P,F), (P,P)} etona:

piece équilibrée.

On note A I’événement « on obtient face A={(F,F),(F,P)}, B={(P,F),(P,P)}, C={(F,P),(P,F)}
au premier lancer », B I’événement « on

obtient pile au premier lancer », C' I’évé- d’olt aussi : ANB=g, ANnC={(F,P)}

nement « on obtient deux résultats diffé- On déduit

rents aux deux lancers ».
Est-ce que les événements A et B sont 1 1
indépendants ? P(A) = P(B) = P(C) = 2 P(ANB)=0, P(ANC)= T
Est-ce que les événements A et C sont

indépendants’? On adonc : P(AN B)# P(A)P(B), P(AnNC)=PA) PC).

On conclut que A et B ne sont pas indépendants, et que A et C sont

indépendants.
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s

_—

BT vy Lancers de deux dés

On lance deux dés (a 6 faces) équilibrés discernables. Calculer la probabilité d’obtenir :
a) un double
b) une somme des deux dés égale & 8

¢) au moins un six.

BT vy¢vH Tirages dans une urne, obtention de boules de méme couleur

Une urne contient 20 boules : 5 boules blanches, 5 boules rouges et 10 boules noires.
a) On tire 3 boules, successivement et avec remise & chaque tirage.

Calculer la probabilité que le tirage soit :
1) tricolore 2) bicolore 3) unicolore.

b) On tire 3 boules simultanément. Reprendre les questions précédentes.

BT Tirages dans une urne, obtention de boules de méme parité

Une urne contient 9 boules numérotées de 1 a 9. On tire deux boules de cette urne. Calculer
la probabilité d’obtenir 2 boules portant des numéros de méme parité dans les différents
cas suivants :

a) on tire les 2 boules simultanément,
b) on tire une boule, on ne la remet pas, puis on tire la seconde,

¢) on tire une boule, on la remet, puis on tire la seconde.

T Tirages successifs dans une urne

Une urne contient 9 boules : 5 boules blanches et 4 boules noires.
On tire successivement et sans remise 4 boules de cette urne.
Calculer la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 2 boules noires dans cet ordre.

[ Evénements 2 a 2 indépendants, non mutuellement indépendants

On lance deux fois de suite un dé (a 6 faces) équilibré. On définit les événements :

A : le premier lancer améne un chiffre pair,

B : le deuxiéme lancer amene un chiffre impair,

C : T'un des lancers amene un chiffre pair, Pautre un chiffre impair.
a) Montrer que les événements A et B sont indépendants, que les événements A et C' sont
indépendants, que les événements B et C sont indépendants.

b) Les événements A, B, C sont-ils mutuellement indépendants ?
443



Chapitre 27 — Probabilités sur un univers fini

444

BT Reconstitution de paires de chaussures

Dix paires de chaussures toutes différentes sont rangées dans un placard. On prend au
hasard 4 chaussures. Quelle est la probabilité :

a) d’obtenir deux paires de chaussures ?
b) d’obtenir au moins une paire de chaussures ?

¢) d’obtenir une et une seule paire de chaussures ?

Probabilités conditionnelles

On dispose de trois urnes Uy, Us et Us, dont chacune contient exactement 2 boules noires
et 3 boules blanches. On tire une boule de U; et une boule dans Us, puis on les place dans
I'urne Usz. On tire alors une boule dans Us.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir trois boules noires ?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche dans Us ?

¢) On a obtenu une boule blanche dans Us. Quelle est la probabilité d’avoir obtenu une
boule blanche dans U; et une boule blanche dans Us ?

E Evénements indépendants

Une urne contient une boule rouge et une boule noire. On effectue n tirages avec remise
de la boule tirée. On définit les événements

A, : « on obtient, au cours des n tirages, des boules des deux couleurs »
B,, : « on obtient, au cours des n tirages, au plus une boule rouge ».

a) Calculer, pour tout n > 2, P(A4,) et P(B,).

b) Etudier Pindépendance des événements A,, et B, lorsque n = 2.

c) Etudier I'indépendance des événements A,, et B, lorsque n = 3.

d) Etudier I'indépendance des événements A,, et B, dans le cas général.

EET] Clefs pour I'ouverture d’une porte

Un gardien d’un phare doit ouvrir une porte avec un trousseau de n clefs, dont une et une
seule convient. Il essaie les clefs au hasard les unes apres les autres. Calculer, pour tout &
de {1,...,n}, la probabilité que la porte s’ouvre & la k-iéme tentative (et pas avant).

EEE] (224500 Tirages dans une urne a contenu aléatoire

Soit n > 2. On dispose de n cartons numérotés de 1 & n. On prend un carton au hasard. Si
Pon obtient le carton numéro 4, pour @ € {1,...,n}, on place alors dans une urne ¢ boules

blanches et n — ¢ boules noires. On tire alors successivement et avec remise deux boules
de cette urne.

a) Quelle est la probabilité de tirer deux boules blanches ?

b) On a tiré deux boules blanches. Quelle est la probabilité d’avoir pris le carton numéro n ?
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Enoncés des exercices

EEE] (w4458 Transmission d’un message

Des personnes se transmettent une information. Chaque personne transforme l'information
regue en son contraire avec la probabilité p (avec 0 < p < 1), et la transmet fidélement
avec la probabilité ¢ =1 — p.

On note, pour n € N*| p,, la probabilité que la n-ieme personne recgoive 'information
non déformée (cela ne veut pas nécessairement dire que la n-iéme personne a transmis
fidélement le message). Ainsi, p; = 1.

a) Exprimer, pour n de N*, p,,+1 en fonction de p,.

b) En déduire que la suite (p,)nen+ est une suite arithmético-géométrique, puis exprimer
prn en fonction de n et de p.

¢) Calculer : lim p,,. Que remarque-t-on ?
noo

EEET1  (wygiv8 Tirages dans des urnes de facon aléatoire

On considere deux urnes A et B dont chacune contient des boules noires et des boules
blanches. La probabilité de tirer une boule blanche dans l'urne A est a (avec 0 < a < 1),
et la probabilité de tirer une boule blanche dans 'urne B est b (avec 0 < b < 1).

a) On effectue N tirages successifs, avec remise de la boule dans 'urne d’ou elle provient,
et ceci de la fagon suivante :

*  pour le premier tirage, on choisit 'une des deux urnes au hasard et on tire une boule
de cette urne;

* si la boule tirée est blanche, on tire la boule suivante dans la méme urne; et si elle est
noire, on tire la boule suivante dans ’autre urne;

* on continue suivant la méme régle jusqu’au N-ieme tirage.
Pour tout entier n de {1, ..., N}, on définit :
A, : le n-iéme tirage est effectué dans 'urne A et ¢, = P(A,),
BL,, : la n-iéme boule tirée est blanche et p, = P(BLy,).
beginenumerate
b) Calculer ¢, p1, G2, P2-

¢) Pour tout n de {2, ..., N}, déterminer une relation entre ¢, et g,—_.
En déduire une expression de g, en fonction de a, b et n.

d) Pour tout n de {1,..., N}, déterminer une relation entre p,, et ¢,.
En déduire une expression de p,, en fonction de a, b et n.

EEE] (224558 Un jeu de pile ou face

Soit n un entier naturel non nul. Camille lance une piece de monnaie qui amene pile avec
la probabilité a (avec 0 < a < 1). Elle marque un point si elle obtient pile et marque deux
points si elle obtient face. Le jeu s’arréte deés qu’elle atteint ou dépasse n points.

On note p, la probabilité qu’elle marque exactement n points.
a) Calculer p;y et po.
b) Montrer :  Vn > 1, ppt2=apnr1 + (1 —a)p,.

¢) En déduire une expression de p,, en fonction de n et de a.
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EEEE (22408 Tirages dans une urne, obtention d’une boule blanche

On dispose d’une urne contenant b boules blanches, n boules noires et r boules rouges.
On effectue des tirages successifs dans cette urne.

Si ’on obtient une boule blanche, on gagne; si I’on obtient une boule noire, on perd; et
si 'on obtient une boule rouge, on ne remet pas la boule rouge dans 1'urne et on effectue
un nouveau tirage.

On note p, la probabilité de gagner la partie.
a) Calculer pg et p;.
b) Pour tout r € N, exprimer p,; en fonction de p;..

¢) En déduire que la suite (p,)ren est constante.

EEEE (il Déplacement d’'un mobile aux sommets d’un triangle

Un mobile se déplace aléatoirement dans I’ensemble des sommets d’un triangle A B C de
la fagon suivante : si, a Iinstant n, il est sur I'un quelconque des trois sommets, alors a
Pinstant (n + 1), soit il y reste avec une probabilité de 2/3, soit il se place sur I'un des
deux autres sommets, et ceci avec la méme probabilité pour chacun de ces deux sommets.

Initialement (c’est-a-dire & l'instant 0), le mobile se trouve en A.
On définit, pour tout n de N, les événements A,, (resp. By, Cy,) :
le mobile se trouve en A (resp. en B, en C) & l'instant n,
et les probabilités a,, = P(A,,), b, = P(B,) et ¢, = P(Cy).
a) Pour tout n de N, calculer a,, + b, + ¢;.
b) Exprimer, pour tout n de N, @, 11, byt1, ¢ry1 en fonction de ay,, by, ¢,.
1

1
¢)En déduire :  Vn €N, ap41 —bpt1 = i(an —bn) et apy1 —cpr1 = i(an —Cp)-

d) En déduire une expression de a,, by, ¢, en fonction de n.
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Du mal a démarrer ?

-?up mal & domavver (P

Noter 2 I’ensemble des résultats possibles.
Alors Q = {1,...,6}2, et on est dans le cas d’équipro-
babilité. Décrire les événements comme des parties
de Q.

a) L’événement A : « on obtient un double » est I’en-
semble :
A=1{(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5),(6,6) }.
b) L’événement B : « on obtient une somme égale
a 8 » est 'ensemble :
B ={(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}.

¢) Pour I’événement C' : « on obtient au moins un
six », utiliser I’événement C : on n’obtient aucun six.

Noter 2 I’ensemble des tirages possibles. Alors :
a) Card (Q) = 203

b) Card (Q) — (23()).

Dans les deux questions, on est dans le cas d’équi-
probabilité.

Décrire les événements « le tirage est tricolore », « le
tirage est unicolore », « le tirage est bicolore » a I’aide
d’événements élémentaires.

Noter © I’ensemble des tirages possibles. Alors :
9
a) Card () = (2)
b) Card (2) =9 x 8
c) Card () = 92.

Dans les trois questions, on est dans le cas d’équi-
probabilité.

Décomposer ’événement « on obtient des boules de
méme parité » en « on obtient des boules paires » ou
« on obtient des boules impaires ».

Noter By, (resp. Ni) ’événement : « on obtient une
boule blanche (resp. noire) au k-iéme tirage ».
Ensuite calculer P(B; N B2 N N3 N Ny) a laide de
la formule des probabilités composées.

Utiliser la définition de I'indépendance de deux évé-
nements, puis de trois événements.

Noter €2 I’ensemble 51633 choix possibles.
Alors Card (Q2) = ( 4 ), et on est dans le cas d’équi-
probabilité.
a) En notant A : « on obtient deux paires de chaus-

10
sures », alors Card (A) = (2 )
b) Pour ’événement B : « on obtient au moins une
paire de chaussures », calculer dans un premier temps
Card (B).
¢) En notant C I’événement : « on obtient une et une
seule paire de chaussures », remarquer que C = B\ A.

Noter, pour i € {1,2,3}, B; (resp. N;) I’événement :
« on tire une boule blanche (resp. noire) dans U; ».

a) Calculer P(N1 N N2 N N3) a l’aide de la formule
des probabilités composées.
b) Calculer P(Bs3) a laide de la formule des proba-

bilités totales, avec comme systéme complet d’événe-
ments

(Bl N B2, B1 N N2, N1 N By, N1 N NQ).
¢) Calculer Pp,(B1 N Bz2) & laide de la formule
de Bayes.

a) Immédiat.

b) Utiliser la définition de I'indépendance de deux
événements.

¢) Utiliser la définition de I'indépendance de deux
événements.

d) Etudier la suite de terme général u, = 2"~1 —
n — 1 et montrer que : up, =0 <= n =3.

vyl Noter, pour tout k de {1,...,n}, A : « la porte
s’ouvre a la k-iéme tentative, et pas avant ».
Ecrire A, = Ay N -+~ N Az_1 N Ay, puis calculer
P(Ag) al’aide de la formule des probabilités compo-
sées.

vxiIl Noter, pour tout ¢ de {1,...,n}, C; :
« on obtient le carton numéro i ».

a) Calculer la probabilité de I’événement A & 1'aide
de la formule des probabilités totales, avec comme
systéme complet d’événements (C’l, Ca,..., C’n).

b) Utiliser la formule de Bayes.

a) Définir les événements A, : « la n-iéme per-
sonne regoit l'information non déformée » et By
« la n-iéme transforme l'information regue en son
contraire ».

Exprimer A, 41 en fonction de A, Ay, Bn, Bn.
b) Obtenir une suite arithmético-géométrique.

¢) Immédiat.

vits3 a) Décrire les événements A1, BL1, A2, BLa.
b) Exprimer I’événement A, 1 en fonction des évé-
nements An, An, BLyn, BLy.

¢) Calculer P(BLy) a l'aide de la formule des pro-
babilités totales, avec comme systéme complet d’évé-
nements (An, An).

vyt kel Noter A, I'événement :
« Camille marque exactement n points ».

a) Décrire les événements Ap et Ag.
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b) Noter Py (resp. Fj) I’événement :

« Camille obtient pile (resp. face) au k-iéme lancer ».

Pour calculer P(A+2), utiliser la formule des pro-
babilités totales avec comme systéme complet d’évé-
nements (P1, F1). Remarquer :

Pp, (Ant2) = P(An41) et Pp, (Any2) = P(An).
¢) La suite (pn)nen+ est une suite récurrente linéaire
du second ordre.

vy(aU'8 Noter By, (resp. Ny, Ry) I’événement : « on obtient
une boule blanche (resp. noire, rouge) au k-iéme ti-
rage » et G ’événement : « on gagne la partie ».

a) Ecrire la formule des probabilités totales, avec
comme systéme complet d’événements (B, N1, R1).
Puis remarquer que P, (G) = 1, Py, (G) = 0,
PR1 (G) = DPr-

b

b) Montrer par récurrence sur r que : b
n

Pr =

Notons €2 I’ensemble des résultats possibles.
Ainsi Q = {1, ...,6}2, et donc Card () = 62 = 36.
Tous les résultats étant équiprobables, P est la probabilité
uniforme sur Q.
a) On note A ’événement : « on obtient un double ».
Alors s A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6) }.
Card (A 6 1
P(A) = Card (4) _° _ 2
Card(©2) 36 6
b) On note B l'événement : « la somme des deux dés est 8 ».

Donc :

Alors: B = {(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6, 2)}.
) _ Card(B) _ 5
Donc: P(B)= Card () @ ~ 36

¢) On note C I’événement : « on obtient un moins un six ».

Alors C est ’événement : « n n’obtient aucun six ».
— — Card (C 25
T {1,..5)2 o P@C)= 2O _

Ainsi : = — = —.
Card () 36

25 11
36 36

Donc :

a) Considérons le tirage successif de trois boules avec remise.

P(C)=1-P(C) =1

Notons 2 I’ensemble des résultats possibles. L’ensemble §2 est
alors I’ensemble des triplets de {1, ...,20}.

vyiili) a) Remarquer que les événements A,, By, Cpn
forment un systéme complet d’événements.

Donc: P(Ap)+ P(Bn)+ P(Cr) =1.

b) Utiliser la formule des probabilités totales
avec comme systéme complet d’événements
(An, Bn, Cn).

¢) Immédiat.

d) Les suites (an —bn)nen et (an — cn)nen sont géo-
métriques. Donc :
1

anp —bp = — =an —cn

Vn € N,
21’L

Utiliser la relation du a) pour en déduire une expres-
sion de an, puis de b, et de ¢, en fonction de n.

O\f\f'ﬁég GQZ§ oxov CLCQ.g ]

Donc : Card (Q) = 20% = 8000.
Tous les triplets étant équiprobables, P est la probabilité

uniforme sur 2.

1) Considérons I’événement A : « le tirage est tricolore ».

Pour réaliser A, il faut tirer une boule blanche, une boule
rouge et une boule noire, dans n’importe quel ordre.

Ainsi Card (A) = 5 x 5 x 10 x 3! (il y a 3! ordres possibles
des trois boules).

D P(A) Card(A) 5x5x10x 3! 3
onc : = = .
Card (2) 203 16

2) Considérons 1’événement B : « le tirage est bicolore ».

Pour réaliser B, il faut tirer :

- une boule blanche et deux boules rouges (pas nécessaire-
ment dans cet ordre, mais seule la place de la boule blanche
est a fixer, les boules rouges se placant dans les deux places
restantes) : il y a 5 x 52 x 3 = 375 cas favorables,

- deux boules blanches et une boule rouge (pas nécessaire-
ment dans cet ordre) : il y a 52 x 5 x 3 = 375 cas favorables,

- une boule blanche et deux boules noires (pas nécessairement
dans cet ordre) : il y a 5 x 102 x 3 = 1500 cas favorables,

- deux boules blanches et une boule noire (pas nécessairement
dans cet ordre) : il y a 52 x 10 x 3 = 750 cas favorables,
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- une boule rouge et deux boules noires (pas nécessairement
dans cet ordre) : il y a 5 x 102 x 3 = 1500 cas favorables,

- deux boules rouges et une boule noire (pas nécessairement
dans cet ordre) : il y a 52 x 10 x 3 = 750 cas favorables.

Tous ces cas étant deux a deux incompatibles,
Card (B) = 375 + 375 4 1500 + 750 + 1500 + 750 = 5250.
Card (B 5250 21
p(B) = S2d(B) _ 5250 _ 21
Card (Q) 8000 32

3) Considérons I’événement C' : « le tirage est unicolore ».

Donc :

Pour réaliser C, il faut tirer :
- trois boules blanches : il y a 53 = 125 cas favorables,
il y a 53 = 125 cas favorables,

il y a 102 = 1000 cas favorables.

- trois boules rouges :
- trois boules noires :
Tous ces cas étant deux a deux incompatibles,
Card (C) = 125 4 125 + 1000 = 1250.

Card (C) 1250 5

Donc: PC)= ——F=—— = —.
Card () _ 8000 32
R P(A)+ P(B) + P(C) = > + 2L 4 2
emarque = — —_— — = 1.
1 16 32 " 32

Ce résultat est normal puisque (A, B, C) est un systéme com-
plet d’événements. Il aurait été plus simple de le remarquer
des le départ, de calculer P(A) et P(C) (qui sont les plus
simples) puis d’en déduire P(B).

b) Considérons le tirage simultané de trois boules.

Dans ce cas, (2 est 'ensemble des parties a 3 éléments de

2
{1,...,20}, donc Card (Q) = (30) = 1140.

Toutes les parties étant équiprobables, P est encore la pro-
babilité uniforme sur 2. Conservons les mémes notations que
dans le a).

1) Pour réaliser A, il faut tirer une boule blanche, une boule
rouge et une boule noire, ’ordre n’intervenant pas ici.
Ainsi Card (A) =5 x 5 x 10 = 250.
d (A 2 2
P(A):CM ( ): 50 :75.
Card () 1140 114

2) Pour réaliser B, il faut tirer : - une boule blanche et deux

Donc :

boules rouges (I'ordre n’intervient pas) : ily a 5 x (Z) =50
cas favorables,

- deux boules blanches et une boule rouge :

ilya (;) X 5 = 50 cas favorables,

- une boule blanche et deux boules noires :

ilya 5x (120) = 225 cas favorables,

- deux boules blanches et une boule noire :
5

ily a (2) X 10 = 100 cas favorables,

- une boule rouge et deux boules noires :

10
ilya 5x (2) = 225 cas favorables,

- deux boules rouges et une boule noire :

ilya (Z) x 10 = 100 cas favorables.

Tous ces cas étant deux a deux incompatibles,
Card (B) = 50 + 50 + 225 + 100 + 225 + 100 = 750.
d (B 2
P(B):CM ( ): 750 :75.
Card () 1140 38

3) Pour réaliser C, il faut tirer :

Donc :

5
- trois boules blanches : il y a (3) = 10 cas favorables,
. . 5
- trois boules rouges : il y a (3) = 10 cas favorables,

10
- trois boules noires : il y a (3) =120 cas favorables.

Tous ces cas étant deux a deux incompatibles,
Card (C) = 10 + 10 + 120 = 140.

_ Card(C) 140 7

Donc: PCO)= ——~>=-— = —.
Card () 1140 57
Remarque :
25 25 7
P(A)+PB)+PC)=—+ —+—==1
(4) + P(B) + P(O) 114 38+57

Ce résultat est normal puisque (A, B, C) est un systéme com-
plet d’événements. Il aurait été plus simple de le remarquer
dés le départ, de calculer P(A) et P(C) (qui sont les plus
simples) puis d’en déduire P(B).

27.3

Notons € I’ensemble des résultats possibles, A I’événement :
« on obtient des boules de méme parité », et B (resp. C)
I’événement : « on obtient des boules de numéros pairs (resp.
impairs) ». Ainsi A = B U C, et les événements B et C sont
incompatibles.

a) Les tirages se font simultanément.

Q est ’ensemble des parties & 2 éléments de {1, ...,9}, donc :

9

Card (Q) = (2) — 36.

B est ’ensemble des parties a 2 éléments de {2, 4, 6,8}, donc :
4

Card (B) = <2> =6.

C est l'ensemble des parties & 2 éléments de {1,3,5,7,9},
5

Card (C) = (2) = 10.

Toutes les parties de € étant équiprobables, P est donc la

probabilité uniforme sur Q, et ’'on a :
P(A) = Card (4) _ Card(B)+Card(C) _ 6+10 4
T Card (Q) Card (Q) 36 9

b) Les tirages se font successivement et sans remise.

donc :

Ainsi 2 est l’ensemble des 2-listes sans répétitions de
{1,...,9}, donc: Card(Q) =9 x8="T2.
B est I’ensemble des 2-listes sans répétitions de {2,4, 6,8},
donc: Card(B)=4x3=12.
C est ensemble des 2-listes sans répétitions de {1, 3,5,7,9},
donc: Card(C)=5x4=20.
Toutes les listes de 2 étant équiprobables, P est donc la pro-
babilité uniforme sur €2, et 'on a :
P(A) = Card (A) _ Card (B) + Card (C) _32_4

Card (Q) Card (Q) 72 9

¢) Les tirages se font successivement et avec remise.

Ainsi Q est I’ensemble des couples de {1, ...,9}, donc :
Card () = 92 = 81.
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B est I’ensemble des couples de {2,4, 6,8}, donc :

Card (B) = 4% = 16.

C est ’ensemble des couples de {1,3,5,7,9}, donc :

Card (C) = 52 = 25.

Tous les couples de Q étant équiprobables, P est donc la

probabilité uniforme sur €2, et 'on a :
P(A) = Card (A) _ Card (B) + Card (C) 41

T Card(Q) Card (2) T

Notons, pour tout k de {1,...,4}, By I’événement : « on ob-
tient une boule blanche au k-iéme tirage » et Nj ’événement :
« on obtient une boule noire au k-ieme tirage ».

On veut calculer P(B1 N B2 N N3 N Ny). Les événements ne
sont pas indépendants (car les tirages se font sans remise),
on utilise alors la formule des probabilités composées :

P(Bl N Ba N N3 N N4)

= P(B1) x Pg,(B2) X Pp, 0 B,(N3) X P, n By n N3(IVa)
5 4 4 3 5

9787776 63
Notons 2 I’ensemble des résultats possibles.
Alors Q = {1,...,6}2 et Card (Q2) = 36.
La probabilité P est la probabilité uniforme.
1

a) « Ona Card(A)=3x6 et donc: P(A):i'

1
De méme : P(B):3X6:7

36
1

Deplus: P(AN B) = 3;3 = 1 = P(4) x P(B).

Donc A et B sont indépendants.

e« Notons C7 (resp. C2) : « le premier lancer améne un
chiffre pair (resp. impair), et le deuxiéme lancer améne un
chiffre impair (resp. pair) ».

Alors C = C1 U Cq,
compatibles.

et les événements C7 et Cy sont in-

3x3 3x3 1
P(C)=P(C P(C2) = = —.
(C) = P(C1) + P(C2) = 2=+ == = o

De plus, I’événement A N C est I’événement C1, d’ot :

HAn@:P@Q:i:mmewy

Donc :

Donc A et C sont indépendants.
e De la méme fagon :
1
P(BNC)=P(C) = 1= P(B) x P(C).

Donc B et C sont indépendants.

b) Les événements A, B, C sont mutuellement indépendants
si et seulement si :

P(A N B) = P(A)P(B)
P(A N C) = P(A)P(C)
P(B n C) = P(B)P(C)
P(AN BnC)=P(A)P(B)PC).

Or: mAmBmm:ng:i¢mmmmm@.

Donc les événements A, B, C' ne sont pas mutuellement indé-
pendants.

27.6

Notons 2 I’ensemble des combinaisons de 4 chaussures, parmi
les 20 chaussures possibles.

Alors Card () = (25)

Toutes les combinaisons étant équiprobables, P est la proba-
bilité uniforme sur Q.

a) Notons A I’événement : « on obtient deux paires de chaus-
sures ».

Pour réaliser A, il faut :
10
- choisir deux paires de chaussures : ( 9 ) choix,

- prendre les deux chaussures de chaque paire choisie :

1 choix.
Ainsi :  Card (A) = (12(]),
10
v i _G) s
’ Card () (20) 323"
4

b) Notons B I’événement :
« on obtient au moins une paire de chaussures ».
Alors B est 1’événement
« on n’obtient aucune paire de chaussures ».

Pour réaliser B, il faut :
10
- choisir 4 paires de chaussures : (4) choix,

- choisir 'une des deux chaussures pour chaque paire choisie :
24 choix.

L N
Ainsi : Card(B)—(4> x 2%,
0y,
X 2
— (4) 224
t: PB)=—F%5+—=——-
¢ (B) (20> 323
4
— 99
Donc: P(B)=1-—P(B)=—.
323

¢) Notons C I’événement : « on obtient une et une seule paire
de chaussures ».
Alors C = B\ A, et puisque A C B, on a :
99 3 96
P(C)=PB)—-PA) =—-————==—.
323 323 323

Pour tout ¢ de {1, 2, 3}, on note B; I’événement : « on tire
une boule blanche dans 'urne U; » et N; ’événement : « on
tire une boule noire dans 'urne U; ».

Les événements Nj et N2 sont indépendants, mais N3 dé-
pend de Nj et Na; donc les événements N1, No, N3 ne sont
pas mutuellement indépendants.

a) On veut calculer P(N1 N N2 N N3). Les événements
N1, N2, N3 n’étant pas mutuellement indépendants, utilisons
la formule des probabilités composées :

P(Nl N Na2 N N3) = P(Nl) X }3]\]1 (Nz) X PN1 mN.z(NB)
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= P(Nl) X P(NQ) X PN1 nNZ(Ng)
car Ni et Na sont indépendants
2 2 4 16

=S XX -—=-—.
5 5 7 175

b) On veut calculer P(B3). La composition de 'urne U3 dé-
pend de ce qu’il s’est passé précédemment. Utilisons la for-
mule des probabilités totales, avec comme systéme complet
d’événements (Nl N Na, B1 N N2, By N B2, N1 N Bz) :

P(B3) = P(N1 N N2)Pn, o N, (B3)
+P(B1 N N2)Pp, n N, (B3)
+P(Bl M BQ)PBl N Bo (Bg)
+P(N1 N B2)PN1 N Bs (Bg)
= P(N1)P(N2)Pn, n N, (Bs) + P(B1)P(N2)Pp, n N, (Bs)
+P(B1)P(B2)Pp, n B,(B3) + P(N1)P(B2)Pn, n B,(B3)
223 234 3

223 324 335
557 557 5
N B

T 557 557

¢) On veut maintenant calculer Pp, (B1 2). Utilisons la

formule de Bayes :

P(Bl M BQ) X PBl ﬁBQ(Bg)
P(Bs3)

P(B1) x P(B2) % P, n5,(Bs) _ § X

P(Bs)

PB3(B1 [ Bz) =

[SISHIISI
X

3|t
w

Notons, pour tout k de {1,...,n}, Ry :
« on obtient une boule rouge au k-ieme tirage »
et N : « on obtient une boule noire au k-iéme tirage ».

a) e /Tn:(Rl n--- mRn) U (Nl m---mNn).

noté E noté F

Alors :
P(A,) = P(E)+ P(F)

car E et F sont incompatibles
= P(R1)--- P(Rn) + P(N1) -+ P(Nn)
par indépendance des événements
111
Ton o

on—1"

Donc: P(Ap)=1-

on—1"

. Bn:(N1ﬂ-~~ﬂNn)U(R1QNQQ"'QNH)U”'

noté F noté G1

U (Nl AN Npot ﬂRn).

noté G,

Alors :

P(Ba) = P(F) + P(G1) +++++ P(Gy)
par incompatibilité de F,G1,...,Gn
1 n+1

:(n+1)><2—n: o

b) Pour n =2 :
Az N Bz = (R1 N N2) U (N1 N Ry).
Donc : P(AQOBQ):EXE-‘,-EX}:E.
2 2 2 2 2
Et: P(As)P(Bz) = % x Z - g £ P(As N B).
Donc As et B2 ne sont pas indépendants.

¢) Pour n =3:
AgﬂBgZ(RlﬂNzﬂNg)
U(NlﬂRgﬂN3)U(NlﬁN2ﬂR3).
1 3
P(A3 N B3) =3Xx — = —.
(43 N Bs) ZNE
= g :P(A3 n Bg).

Donc :

3 1
P(Ag)P(Bg) = Z X 5
Donc As et Bs sont indépendants.

De plus :

d) Cas général :
An N By=(RiN N2 0Ny U
@] (Nl N--+NNp_1 N Rnn).

n
Donc : P(An N Bp) = on

A, et By sont indépendants

P(An N Bn) = P(An)P(Bn)
) ooon o 2nl 1

si et seulement si — = —— X

on on—1 mn
"=l —1-n=0.

Ainsi :
si et seulement si

si et seulement si

Or la suite de terme général u,, = 2n—1_1_n est strictement
croissante, car :

Vn =2, Upt1—un =2""1—1>0,
et ug =0,donc: up, =0 < n =3.
Ainsi les événements A,, et By, sont indépendants si et seule-
ment si n = 3.

Notons, pour tout k de {1,...,n}, Ay :
« la porte s’ouvre a la k-iéme tentative, et pas avant ».

Alors Ay, =A71ﬂ Lo N AT N A,

Par la formule des probabilités composées :

P(Ak) =P(A710 e N A1 N Ak)
= P(E)PTI(E)"'PEW..QK(AQ
n—1 n-—2 n—k+1 1

= X X +ee X X
n n—1 n—k n—k+1

1
= — (car les facteurs se simplifient deux & deux).
n

Remarque : Cette probabilité ne dépend pas de k.

Notons, pour tout ¢ de {1,...,n}, C; ’événement : « on ob-
tient le carton numéro i » et A I’événement : « on tire deux
boules blanches dans 'urne ». Alors :

Vi€ {1,..,n}, P(Ci):% ot Pci(A):<%)2.

a) On veut calculer P(A). Utilisons la formule des proba-
bilités totales, avec comme systéme complet d’événements
(C’i7 pour i € {1, ,n}) :

- 1 Koy (+D@2n+1)
PUA) = 30 P(C) x P (4) = 5 302 = (D@D

i=1 i=1

3
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b) On veut maintenant calculer Ps(Ch).
Utilisons la formule de Bayes :

P(Cy) x Pg,, (A)

PO = TR
1
o x 1 B 6n
Tt D@+ mt+DEn+ D)
6n2

Notons, pour tout n de N*; A,, : « la n-iéme personne regoit
I'information non déformée » et B, : « la n-iéme personne
transforme l’information regue en son contraire ».

a) Soit n € N*. Alors Ap41 = (An N E) U (Tn al Bn).
D’ou :
P(Any1) = P(An N By) + P(An N By)
par incompatibilité des événements
= P(An)P(Bn) + P(An)P(Bn)
par indépendance des événements
=1 -p)pn+p(1—pn).
On en déduit :  ppy1 = (1 —2p)pn + p.

b) La suite (pn)nen*
géométrique.

est donc une suite arithmético-

1
On cherche a tel que : @ = (1—2p)a+p, et on obtient a = 5

1
Posons alors, pour tout n de N*, w,, = p,, — 5
Ainsi :
* 1 1
YneN*, upt1 =ppt1——=01—-2p)pn+p— =

2 2
=(1-2p) (p'n - %) = (1 —2p)un.

La suite (un)nen+ est une suite géométrique de raison
(1 —2p), donc :

Vn € N*, wu, =(1— 2p)"71u1

- (1- 2p)"—1<1 - %) = % x (1 —2p)"~1.

1
On en déduit : Vn € N*, p, = 5(1 +(1- 2p)"_1).
c) Puisque 0 < p < 1, alors —1 < 1 —2p < 1, et donc
lim(1 — 2p)"~! = 0. Ainsi :
noo

limp, = —.
noo

2

On remarque que cette probabilité est indépendante de p.

a) e q1 :P(Al) = %

e Pour calculer P(BL1), utilisons la formule des proba-
bilités totales, avec comme systéme complet d’événements
(A1,A1) -
P11 = P(BLl) = P(AI)PAI (BLl) + P(E)PE(BLI)
1 1 a+b

=—-Xa+-xb= .
2 Jr2 2

e Ona:
g2 = P(42) = P((A1 N BL1) U (A1 n BLy))
= P(A1)Pa, (BL1) + P(A1)Pr(BL)

1+a—0

1 1
=—-X —(1-%) =
a+2( ) D)

2

e Pour calculer P(BL2), utilisons la formule des proba-
bilités totales, avec comme systéme complet d’événements
(A2, A2) :

p2 = P(BL2) = P(A2)Pa,(BL2) + P(A2) Po(BLa)

l+a—b 1+a—b
_1lta-9% L)Xb

><a+(1f
a2+b2+a+b—2ab
2 .

b) L’événement A, 41 se décompose sous la forme :
Ap+1 = (An N BL,) U (A, N BLy).

Donc :
Gns1 = P(Apg1) = P((An N BLn) U (A, N BLn)>
= P(An, N BLy) + P(A, N BL,)

par incompatibilité des événements
= P(An)Pa, (BLyn) + P(E)PE(BLn)
=gnXa+(1—gn)x(1=-b=(a+b—1)gn+1—0.

La suite (gn)nen+ est une suite arithmético-géométrique.
On cherche a tel que : a = (a+b—1)a+1—b,

1-b
2—a-—»b
etonabien2—a—b#0car0<a<letO0<b<1.

En posant u, = ¢n — «, on trouve :

et on obtient a =

Vn € N*, upt1 = (a+b—1)uy.
Donc :

Vn € N*, up :(a+b71)"71u1
b—a
= b—1)" o ———
(e+b-1) 22 —a—b)
Ainsi :
b—a

2(2—a—b)

1-b

Vn € N* e———
" ’ 2—a—>

Gn = (a+b-—1)""1 4

c) En utilisant la formule des probabilités totales, avec
comme systéme complet d’événements (An, An) :
pn = P(BLyn) = P(An)Pa, (BLn) + P(E)PH(BLn)
=gnXa+(l—gn)xb=(a—b)gn+b
(1—=b)(a—10) (b —a)?
2—a—b  2(2—a-b)

=b+ (a+b—1)"" L
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Corrigés des exercices

Notons, pour tout n de N* A, DIévénement : « Camille
marque exactement n points », Pp (resp. Fy) 1’événement :
« Camille obtient pile (resp. face) au n-iéme lancer ».

a) o L’événement A; est ’événement P;.
Donc: pi1 = P(A41)=a.

e L’événement Ay est 'événement F U (P1 N Py).

p2 = P(AQ) = (1 —a)+ a?.

b) La famille d’événements (P, F1) forme un systéme com-
plet d’événements.

Donc :

Donc par la formule des probabilités totales :
P(Anq2) = P(P1) X Pp (Ant2) + P(F1) X Pp, (Any2)
=aPp, (Ant2) + (1 — a) Pp, (Anq2).
Or, si P; est réalisé, alors Camille marque un point au pre-

mier lancer, et doit alors encore marquer exactement (n + 1)
points; ainsi :  Pp, (Ani2) = pnr1-

Par le méme raisonnement :  Pg, (Ant2) = pn.

On en déduit la relation : ppy2 = appt1 + (1 —a) pn.

¢) La suite (pn)nen+ est alors une suite récurrente linéaire
du second ordre.

Le polynéme X2 —a X —(1—a) admet deux racines distinctes :
leta—1.

D’aprés le cours, il existe donc (o, 8) € R? tel que :
vn € N*, pp, =a+ B(a—1)".

En utilisant p; = a et po = a? + 1 — a, on trouve :

1 l—a
= t = .
“ 2—a ot 8 2—a
On conclut :  Vn € N*, p, = 7(1 —(a— 1)n+1)'
2—a

Notons, pour tout k de N*, By (resp. Ng, resp. Rg) I'évé-
nement : « on obtient une boule blanche (resp. noire, resp.
rouge) au k-iéme tirage ». Notons G I’événement : « on gagne
la partie ».

a) ¢ Supposons que l'urne contienne b boules blanches et n
boules noires et aucune boule rouge.

PGy =2

Alors .
n—+b

:G=DB;,dou: pg=

¢ Supposons que 'urne contienne b boules blanches, n boules
noires et une seule boule rouge.
Alors : G = B1 U (R1 N Ba), dou :
p1 = P(G) = P(B1) + P(R1 N Ba)
par incompatibilité des événements
= P(B1) + P(R1) X Pg, (B2)

b 1 b
= + X
n+b+1 n+b+1 n+bd
b(n+b+1) b

- (n+b+1)(n+b) n+b

b) Supposons que I'urne contienne b boules blanches, nboules
noires et (r + 1) boules rouges.

La famille d’événements (B1, N1, R1) forme un systéme com-
plet d’événements. Par la formule des probabilités totales :

P(G) = P(B1)PgB,(G) + P(N1)Pn, (G) + P(R1)Pr, (G).

Or : PN1 (G) =0, PB1 (G) =1let PR1 (G) =pr
En effet, si on obtient une boule rouge au premier tirage, il
faut alors gagner avec, dans 'urne, r boules rouges. D’ou :

b r 1
= 0 = b .
Prit n+b+r+ +n+b+7"pr n+b+r( +ror)
, b
¢) On montre alors par récurrence sur r : p, = .
n+b

Remarque : Cette probabilité est indépendante de .

a) Les événements A, B, et Cp forment un systéme com-
plet d’événements.

P(An) + P(Bn) + P(Cn) =an +bn +cn = 1.
b) Appliquons la formule des probabilités totales, avec
comme systéme complet d’événements (An, By, Cn)

P(Apt1) = P(An)Pa, (Ant1)
+ P(Bp)Pg,, (An+1) + P(Cn)Pc,, (An+t1)
1

2 1
:anX§+bnx6+CnX6-

Donc :

On en déduit la relation :

1
An+4+1 = gan + gbn + gcn (1)

De le méme fagon, on a :

2 1 1
bn+1 = gbn + gan + Ecn (2)

2 1 1
Cn41 = gcn + éa/n + ébn (3)

¢) Ainsi: (1) — (2) donne : an+1 — bpy1 = %(an —by)
(1) — (3) donne : ap4+1 —cnt1 = %(an —cn)-
d) Puisque ag =1 et bg = co = 0, on en déduit :

1 1
an—bnzgj(ao—bo):ﬁ

Vn € N,
1 1
anfcn:%(aofco):?z.

En sommant ces égalités et en utilisant le fait que

an + b, + cn = 1, on obtient :
1

2an—bn—cn:3an—1:F.

On conclut,pour tout n € N :

an 3 on
1 1 1
en=an— 5o =3(1-5)
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Chapitre 27 — Probabilités sur un univers fini

Vi o Fav ?

On a, pour tous événements A, B: P(A U B) = P(A) + P(B).
On a, pour tous événements A, B, C' :
P(AUBUCQC)
=P(A)+P(B)+P(C)— (P(ANB)+P(ANC)+P(BNC))+PANBNCO).
Pour tout n € N* fixé, la probabilité uniforme sur {1,...,n} est donnée par :

Vk e {1,...,n}, P({k})

n .

La probabilité conditionnelle P(A | B) est la probabilité de I’événement : A sachant B.

Si A et B sont des événements et si P(B) # 0, alors la probabilité de A sachant B est

donnée par : Pg(A) = %

On a, pour tous événements A, B, C tels que B C C et P(B) #0: Pg(A N C) = Pp(A).
Si deux événements sont incompatibles, alors ils sont indépendants.

Si deux événements A, B sont indépendants, alors les événements A, B sont indépendants.

Deux événements A, B tels que P(A) # 0 et P(B) # 0 sont indépendants si et seulement
si: Pg(A) = P(B).

24411 En lancant deux fois une piéce équilibrée, la probabilité d’obtenir deux résultats différents
(un pile et un face) est 1/3 car il y a trois cas possibles : pile-pile, pile-face, face-face.
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Vrai ou Faux, les réponses

-\@ ol E PIVE'N les fébooméaé

VA La formule est vraie si et seulement si P(A N B) =0, et, si P(A N B) # 0, la formule
correcte est : P(A U B) = P(A)+ P(B)— P(AnN B).

Ona: V|

P(AUBUC)=P((AUB)UC)=P(AUB)+P(C)-P((AUuB)NnC)
= (P(A)+P(B)—P(ANB))+P(C)-—P((ANC)U (BNCQO))
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)— (P(ANC)+P(BNC)—P(AN BnNC)).

C’est une définition du cours.
L’expression A sachant B ne désigne pas un événement.

C’est la définition de la probabilité conditionnelle Pg(A).

A Ona: Pp(ANC)= P((A ;(gi N B) = P(A lgﬁ)n C)) = P(ﬁ(;)B) = Pp(A). |

Si deux événements A et B sont incompatibles et de probabilités non nulles, alors : ]

<| <
| ]

P(A N B) # P(A)P(B),
donc A et B ne sont pas indépendants.

Si A et B sont indépendants, alors : [ |

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1- (P(A)+ P(B)— P(AN B))
L= P(4) = P(B) + P(A)P(B) = (1 - P(A))(1 - P(B)) = P(A)P(B),

donc A et B sont indépendants.

Il y a eu interversion de A et B.
Le résultat correct est : A et B sont indépendants si et seulement si Pg(A) = P(A).

v40008 11 v a quatre cas possibles et équiprobables : PP, PF, FP, FF, donc la probabilité
1

d’obtenir deux résultats différents est 1-3 et non 3
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Variables aléatoires

“Han

456

Les méthodes a retenir
Les énoncés des exercices
Du mal & démarrer ?

Les corrigés des exercices
Vrai ou faux ?

Vrai ou faux, les réponses

On utilise I'abréviation :

va pour
variable aléatoire.

457
460
463
464
470
471

Q@Aa abovdlos Aavs los ovovcices

Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Espérance, variance, moment d’ordre r (r € N*) d’une va-
riable aléatoire.

/’Po'wd'é essontiols AL couwvs
pouwy e vasolution. Heos oxevcicos

Définition d’une variable aléatoire
Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Définition de la variable aléatoire Y = g(X), o g est définie
sur X (2), loi de probabilité de Y = g(X)

Définition de 'espérance d’une variable aléatoire, théoréeme
de transfert, espérance de Y = aX + 0

Définition du moment d’ordre r (r € N*) et du moment
centré d’ordre r d’une variable aléatoire

Définition de la variance et de 1’écart-type d’une variable
aléatoire, variance de Y = aX + b.
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Les méthodes a retenir

0s mathodlos

6'\L WZ+QM_LW ]

Essayer de :

Pour déterminer la loi
de probabilité d’une va-
riable aléatoire X

e déterminer toutes les valeurs z; que peut prendre la va X, puis

pour chaque valeur possible, calculer P(X = x;)

déterminer toutes les valeurs x; que peut prendre la va X, puis
pour chaque valeur possible, calculer P(X < z;) ou P(X < ;)
ou P(X > ;) ou P(X > x;), pour en déduire P(X = z;)

exprimer la va X a l’aide d’une autre va Y, déterminer la loi
de Y pour en déduire la loi de X

- Exercices 28.1 a 28.5, 28.8

— (et

La va X est & valeurs dans {1,2,3}.

Une urne contient 3 boules
et 1 noire.

sans remise.

boule noire.

Déterminer la loi de X.

: 2 blanches
On effectue trois tirages successifs et

On note X le rang d’apparition de la

L’événement (X = 1) consiste & tirer en premier la boule noire, donc
PX=1)=-

L’événement (X = 2) consiste & tirer en premier une boule blanche,

21 1
puis en second la boule noire, donc P(X = 2) = 35° %

L’événement (X = 3) consiste & tirer les deux boules blanches puis la

211 1
) boule noire, donc P(X =3) = - —= = —

321 3
On conclut que la loi de X est donnée par :

1
vie (1,23}, P(X=i)=_.
11 S’agit de la loi uniforme sur {1, 2, 3}.

Les deux événements (X = 0) et (X = 1) étant incompatibles, on a :

P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1).

On considére une va X a valeurs dans P 1 1 1
: = = < — = = — — - = —,
{0,1,2} et on suppose : On déduit : P(X =1)=P(X <1)—-P(X =0) 5 63
1 1 1
1 1 . —92)=1— —0) — —1)=1-— - - ==
PX=0)=1 et PX<n=1. Br: PX=2)=1-P(X=0-P(X=1)=1-—2=_.
On conclut que la loi de X est donnée par :
Déterminer la loi de X. 1 1 1
P(X=0)=-, P(X=1)=-, P(X=2)=-.
6 3 2 )
Méthode )
Montrer :

Pour montrer que

xzapz jiel }
est la loi de probabilité
d’une va

(Viel, p;>0) et > pi=1

i€l
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Chapitre 28 — Variables aléatoires

458

— &0

L'ensemble {(k, ak); k € {1,..,n}} est une loi de probabilité d’une
Vke{l,..,n}, ak>0 (1)

n

> ak=1 (2).

k=1
Ona:(l) < a>0, et:

va si et seulement si :

- n(n+1) 2
(2)(:»(12 k=l<<—a——F=1<=a=—— (20).
et 2 n(n+1)
On conclut : a= L
n(n+1)
4

Méthode

Pour calculer
rance  E(X)
va X

2 11 .17

(0] :EX=EkPX=k=1— 2-4+3-=-

na (X) et ( ) 6 + 3 + 2 3
D’apres la formule de transfert :

3
1 1 1 49
E(X3)=Zk3P(X=k)=13E+23§+33§ =5
k=1

Méthode

Pour calculer la variance
V(X) d’une va X
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Les méthodes a retenir

D’aprés le cours : V(X) = E(X?) — (E(X))2

1 33 11

(@) : E(X kP(X = k:_l— 2 3 =—=—

na: B(X)= kZl (Xx=R=11+27+a+ai=2_1
et, par la formule de transfert :

4

1 1 1 1 105 35

EX>) = KP(X=k)=122 422- +322 4+ 42- = =22,

(X?) = > K P( ) sty t¥ Ity =5 =1

k=1

On déduit : V(X) = — (=0).

35 /112 19
Z_(Z):le

Méthode

Pour calculer une
somme d’un nombre fini
de termes

D’abord, on a bien : Vk € {0,...,n}, P(X =k) >

et : ,;,P(sz)_mz B2 —
On a :

n n 6k3
E(X)_g::okP(X_k)_kz::om

_3n(n+1)
T 22n41)°

T nn+1)2n+1)

6 (n(n2+1))2
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Chapitre 28 — Variables aléatoires

460

_—

v1:4il Tirages sans remise : loi du rang d’apparition de la premiéere boule blanche

Une urne contient 10 boules : 7 boules blanches et 3 boules noires. On y effectue des
tirages successifs et sans remise jusqu’a vider 'urne, et on note X la va égale au rang
d’apparition de la premiere boule blanche.

a) Déterminer la loi de X.

b) Calculer E(X) et V(X).

1T @ Lancer d'un dé truqué : loi du numéro de la face obtenue

On dispose d’'un dé truqué : il existe a € R tel que, pour tout k de {1, ..., 6}, la probabilité
d’obtenir la face numérotée k est égale a a k. On lance ce dé, et on note X la va égale au
numéro de la face obtenue.

a) Calculer le réel a. En déduire la loi de X, puis calculer son espérance et sa variance.

1
b) On définit la va Y = —.
X
1) Calculer P’espérance de Y.
2) Déterminer la loi de Y et retrouver E(Y).

111 Tirages sans remise : loi du rang d’apparition de la premiere boule blanche

Soit n € N*. Une urne contient n boules dont une seule boule blanche. On y effectue des
tirages successifs et sans remise jusqu’a obtenir la boule blanche. On note X la va égale
au nombre de tirages effectués.

a) Déterminer la loi de X.

b) Calculer 'espérance et la variance de X.

BT m Tirages avec remise : loi du nombre de boules blanches obtenues

Soit m € N*. Une urne contient des boules blanches en proportion p (0 < p < 1) et des
boules noires en proportion ¢ = 1 — p. On y effectue n tirages successifs et avec remise.
On note X la va égale au nombre de boules blanches obtenues.

a) Déterminer la loi de X.

b) Calculer E(X), puis E(X(X — 1)), et en déduire V(X).

v1:§l)) Tirages de deux boules : loi du plus petit et du plus grand numéros obtenus

Soit n > 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n, dans laquelle on tire deux

boules sans remise. On note X (resp. Y) la va égale au plus petit (resp. au plus grand)
des deux numéros obtenus.

a) Pour tout k de {1,...,n}, calculer P(Y < k). En déduire la loi de Y.

b) Calculer E(Y) et V(Y).

¢) Pour tout k de {1,...,n}, calculer P(X > k). En déduire la loi de X.

d) Montrer que les va Y et n + 1 — X ont méme loi. En déduire E(X) et V(X).



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Enoncés des exercices

| m Suite infinie de lancers d’une piéce équilibrée : loi du nombre de changement de cotés

On effectue une succession infinie de lancers d’une piéce équilibrée. A chaque lancer, &
partir du deuxiéme, si le coté obtenu est différent du c6té obtenu au lancer précédent,
on gagne 1 euro. Pour tout n > 2, on définit la va X,, égale au gain total a l'issue des n
premiers lancers.

a) Déterminer les lois de X5 et de X3, puis calculer leurs espérances.
b) Soit n > 2. Justifier que X,, prend ses valeurs dans {0,...,n — 1}.
Calculer P(X,, =0) et P(X, =n—1).
¢) Pour tout n > 2 et tout k € {0, ...,n}, montrer :
1 1
P(Xni1 = k) = 5 P(Xo = k) + 5 P(Xo =k —1).

d) On note, pour tout n > 2, @, : R — R lapplication définie par :
n—1
Vs €R, Qu(s)=> P(X,=k)s".
k=0

1) Soit n > 2. Calculer @, (1) et montrer que @/, (1) = E(X,). Exprimer V(X,,) a 'aide
de la fonction @Q,,.
1

; i Qn(s).

3) En déduire une expression de Q. (s) en fonction de n et de s.

2) Montrer, pour tout n > 2 et tout s e R: Qpy1(s) =

e) Calculer alors, pour tout n > 2, 'espérance et la variance de X,,.

B Loi du nombre de pistes différentes lues par un lecteur mp3

Soit n > 2. Un lecteur mp3 contient n pistes de lectures (numérotées de 1 & n) et fonctionne
en mode aléatoire selon le protocole suivant :

- la premiere piste lue est choisie de fagon aléatoire parmi les n pistes;

- a la fin de la lecture d’une piste, la suivante est choisie de facon aléatoire parmi les n
pistes ; ainsi il est possible qu'une méme piste soit lue plusieurs fois de suite.

Pour tout k£ € N*| on note X le nombre de pistes différentes qui ont été lues au moins
une fois au cours des k premiéres lectures.

a) Déterminer, en fonction de n et de k, les valeurs prises par Xj.
b) Calculer, pour tout k de N*, la probabilité des événements (X = 1) et (X = k).

¢) Soit k € N*. Montrer :
‘ o
Vi€ {Lon}, P(Xka =i) = - P(Xp = i)+ %P(Xk —i—1).

-1
d) Montrer alors : E(Xjp41) = 1

E(Xy) +1.
En déduire une expression de E(X}) en fonction de n et k.
e) Calculer, pour n fixé, lkim E(X%). Ce résultat est-il prévisible ?
f) Calculer, pour k fixé, lim E(X}). Ce résultat est-il prévisible ?
noo
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Chapitre 28 — Variables aléatoires

1T v1:31:}) Tirages dans une urne jusqu’a I'obtention d’un numéro inférieur au précédent
Soit N > 3. Une urne contient N jetons numérotées de 1 a N. On tire les jetons au hasard

et sans remise, jusqu’a ce que le numéro tiré soit inférieur au numéro précédemment tiré
ou que 'urne soit vide.

On note X la va égale au nombre de tirages effectués.

a) Calculer, pour tout k de {1,..., N — 1}, P(Xn > k).
b) En déduire la loi de Xy .

¢) Calculer I'espérance de X, puis la limite de E(Xy) lorsque N tend vers +oo.
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Du mal a démarrer ?

-?w mal & domavver (P

a) Montrer X(Q) = {1,...,4}, puis pour tout i de
{1,...,4}, calculer P(X = %) en utilisant le formule
des probabilités composées.

b) Calculer E(X), puis E(X?) & l'aide de la formule
de transfert pour en déduire V(X).

6
m a) Utiliser le fait que Z P(X =k) =1 pour en dé-
k=1
duire la valeur de a.
b) 1) Utiliser la formule de transfert.

{11111

2) Montrer : Y (Q) =

et : Vk € {1,..,6}, P(Y:%):P(X:k).

a) Montrer que X () = {1,..,n}, puis calculer
P(X = k) a laide de la formule des probabilités

composées.

b) Calculer E(X), E(X?) puis V(X) en utilisant les
sommes usuelles.

a) Montrer que X () = {0, ...,n}, puis décomposer
l’événement (X = k) & laide d’événements élémen-
taires.

b) Calculer E(X (X — 1)) a l'aide de la formule de
transfert, et montrer :

V(X) = E(X(X —1)) + BE(X) — (E(X))*.

m a) Exprimer I'événement (Y < k) a l'aide d’événe-
ments élémentaires. Pour calculer ensuite P(Y = k),
écrire :

P(Y =k)=P(Y <k)— P(Y <k—1).
b) Utiliser les définitions de E(Y") et V(Y).
¢) Exprimer I'événement (X > k) & l'aide d’événe-
ments élémentaires. Pour calculer ensuite P(X = k),
écrire :

P(X=k)=P(X >k)—P(X 2k+1).
d) Montrer : (n+1—X)(Q) ={2,...,n} =Y(Q)
puis: Vk € {2,...,n}, P(n+1-X =k) =P(Y =k).
En déduire : E(Y)=FE(n+1—-X)=n+1— E(X)
et: VY)=Vn+1-X)=V(X).

a) Immédiat.

b) L’événement (X, = 0) est réalisé si et seulement
s’il n’y a aucun changement de c6té lors des n pre-
miers lancers.

L’événement (X, = n— 1) est réalisé si et seulement
s’il y a un changement de c6té a chaque lancer.

¢) Définir E I'événement : « les cOtés obtenus aux
lancers n et n + 1 sont les mémes ». Puis utiliser la
formule des probabilités totales avec comme systéme
complet d’événements (E, E).

d) 1) Montrer : Qn(1) = 1, Q,(1) = E(Xn),
Qn(1) = B(X}) — E(Xn).

2) Replacer dans lexpression de Qnyi1(s),
P(Xnt+1 = k) par :
EP(Xn:k)—I—%P(Xn:k—I).

3) Obtenir: Vn >2, Vs € R, Qn(s) = (S;rl)n_l.

e) Utiliser les résultats de la question d)1) et I'ex-
pression de Qn(s).

a) Montrer : X (Q) = {1,...,Min(n, k) }.
b) L’événement (X = 1) est réalisé si et seulement
si le lecteur lit toujours la méme piste.

L’événement (Xj = k) est réalisé si et seulement si
le lecteur lit des pistes deux & deux distinctes.

¢) Remarquer : P(Xg41 =1)
= P(Xg = 1) Px, =i)(Xp41 = 1)
+ P(Xp =1 — 1)Px;=i—1) (Xg41 = 1)

d) Sommer ’égalité précédente pour 7 allant de 1 a n.

e) Montrer : E(X) — n.
koo

f) Montrer : E(Xy) — k.
noo

a) L’événement (X > k) est réalisé si et seulement
si les k premiers numéros obtenus sont rangés par
ordre strictement croissant.

b) Ecrire: P(Xy = N)=P(Xy >N —1)
et,sik€{2,..,N—1}:
P(Xy =k)=P(Xn >k—1)— P(Xn > k).
¢) Utiliser la définition de E(X ) pour la calculer,
puis montrer : E(Xy) N e
oo
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a) L’urne ne contenant que 3 boules noires, la premiére boule
blanche peut donc apparaitre aux rangs 1,2,3,4.

X(Q) = {1,...,4}.
Calculons P(X = 1), P(X = 2), P(X = 3), P(X = 4).

Notons, pour k € {1,...,10}, By, (resp. Ni) ’événement : « on
obtient une boule blanche (resp. noire) au k-iéme tirage ».

Ainsi :

- L’événement (X = 1) est ’événement Bj.

Donc: P(X =1)=P(B1)= 1—70
- L’événement (X = 2) est ’événement N1 N Ba.
Donc :
P(X = 2) = P(Nl n Bg) = P(NI)PNI (BQ)
3 7 7
T 1079 30°
- L’événement (X = 3) est ’événement N1 N No N Bs.
Donc :
P(X =3) :P(Nl N Na2 N Bg)
3 27 7
= P(N1)Pn, (N2)P, B — - == —
(N1)Pny (N2) Py nva (Bs) = 1555 = 10

- L’événement (X = 4) est I'événement N1 N N2 N N3 N Ba.

Donc :
P(X=4) :P(Nl N N2 N N3N B4)
= P(N1)Pn, (N2)Pn, 1 No(N3) PNy 0 Ny 0 N4 (Ba)
3217 1
10987 12

- Ainsi, la loi de X est donnée par le tableau suivant :

T 1 2 3 4
7 7 7 1
PX=2)| = | = | — | —
10 | 30 | 120 | 120
Remarque : on a bien
P(X=1)4P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)

7 7 7 1

30 120 120

=2)+3P(X =3) +4P(X = 4)

« Calculons V(X) = E(X2) — (E(X))? :

Utilisons la formule de transfert pour calculer E(X?) :

4
E(X?) =Y KP(X =
k=1

=P(X - 1) +4P(X =2) + 9P(X = 3) + 16P(X = 4)

55
24"

Donc :

o

a) Déterminons la loi de X :

Vix) = 2i (%)2:17772'

La va X prend ses valeurs dans {1, ...,6}.

De plus, d’apres I’énoncé, il existe a € R tel que :

6
Puisque ZP(X =
6 6 7
et Za Z = 2la,
k=1 k=1
. 1
on en déduit : a = —.
21
Ainsi la loi de X est donnée par :
k 1 2 3 4 5 6
1
Px=k| 2|22 ]2]2]8
21 21 21 21 21 21
k
Ona: Vke{l,..6}, P(X=k)= o

Calculons E(X) :

6 6
X)=)> kP(X= :iZkQ
k=1 21 k=1

1 6x7x13 13
~ —

21 6 T3
Calculons V(X) = E(X2) — (E(X))” :

Utilisons la formule de transfert pour calculer E(X?) :

ZkQP(X—k Zk?’
1 2 2
L EXT gy
21 22
132 20
Donc : V(X):21—(§) =5

b) 1) D’aprés la formule de transfert :

B0~ B(F) = Y pr - =3 L= 8

k=1
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2) Déterminons la loi de Y.

La va Y prend ses valeurs dans {7, — =y =, =

1
Pour tout k de {1,...,6}, P(Y = E) =P(X =k).

Ainsi, la loi de Y est donnée par :

1 1 1 1 1
Y 2 I I = B
6 5 4 3 2
6 5 4 3 2 1
PY=y) || = | = || |=|=
21 21 21 21 21 21
1 6 6
Ona: EY)=-Xx—+--- X — = — .
¥) 6 21 + + 21 21
Remarque : on retrouve bien le méme résultat.

a) Déterminons la loi de X :
La va X prend ses valeurs dans {1,..,n}.

Notons, pour tout k de {1,..,n}, Bj D’événement
« on obtient la boule blanche au k-ieme tirage ».

Soit ¢ € {1,...,n}.

Alors: (X =4 =By N---NB;_1NB,.

Par la formule des probabilités composées, on obtient :
P(X =i) = P(B1) x Pg(B2) X -+ X Pg; 5., (Bi-1)
XPBlﬂ nNB 1 _1(31‘)

n—1 n-—2 n—i+1 1 1
= X X - X - = —.
n n—1 n—14+2 mn—t4+1 n
Ainsi: X(Q)={1,..,n}
1
et: Vie{l,..,n}, P(X=1)=—
n’
Remarque : ZP(X =1) = —=—=1
£ —~'n n
=1 =1
La loi de X est la loi uniforme sur {1,...,n}.

~ 1 — n+1
b) «Ona: E(X)= iP(X =1)=— i = .
) ( ; ( n; 5
(E(X>)2

n

Z _ n+1)(2n+1)‘

e Calculons V(X)) =

%) = iiQP(X =i)=
i=1

E(X?) - .Ona:

6
i=1
DE2n+1 1)? 2-1
Donc : V(X):(n+ J@n+l) (n+1) n
6 4 12

a) Déterminons la loi de X :
- La va X prend ses valeurs dans {0, ...,n}.
- Soit k € {0,...,n}. L’événement (X = k) est la réunion

disjointe des événements Fj;, .. ;, : « les tirages numéros
41,12, ...,1, ameénent une boule blanche, les autres aménent
une boule noire », pour 1 < i1 < --- < i < n.

Par indépendance des tirages :
P(Eiy,...ix) = pk(l - p)nik'
n
De plus, ily a <k) événements de ce type (qui correspondent

au nombre de fagons de placer les k boules blanches). Donc :
v — (™ ki \n—k

PX =k = ([)pFa-p k.

X(Q)={0,...,n}

et: Vke{0,...,n}, P(X=F)= (Z)pk(l —p)nk,

Ainsi :

Remarque : En utilisant la formule du binéme de Newton :
n n

n _
S PX =R =3 () -p = et -p)" =1
k=0 k=0
Remarque : la loi de X est la loi binomiale de para-

meétre (n,p).
b) e Calculons E(X) :

X) = i kP(X =
k=0

Or, si ke {1,...

BX) = 23 (7Dt

= k-1
_ n—1 (n 1) k+1(1 p)'n (k+1)
k=0
n—1
= np kz (n;1>pk(1 —p)n Dk
=0

= nplp+0-p)""" = np.

« Calculons E(X (X — 1)), par la formule de transfert :

BX(X-1) = Y k(- )PCC =)
k=0
= S k(- 1)(2)10’“(1 —p)"*
k=0
- ,;k k— 1)(k)pk(1 -p)" k.
Si k€ {2,...,n}, alors k(k — 1)(k> =n(n—1) <k _ 2).
Donc :
B(X(X -1))
_ n(n—l) " n k(l_ )n—k
I;Q (k — 2)p P
_ 1 n-2 n—2\ pio 1 n—(k+2)
= n(n—1) ( k ) ( )
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Newton

Il
3
S
|
=
=

eOn a:

n

= k(k—1)P(X = k)

k=0
n
- > kP(X =
k=0

n
=Y KP(X =
k=0
Donc :

V(X)) =

E(X(X - 1)

E(X?) - E(X).

B(X?) - (B(X))®
= B(X(X - 1) + E(X) - (B(X))?
= n(n — 1)p* + np — n’p® = np(1 — p).

a) «Soit k€ {1,...,n}.

L’événement (Y < k) est réalisé si et seulement si on ob-
tient deux boules de numéros inférieurs ou égaux a k, donc
si et seulement si on obtient deux boules dont le numéro est
compris entre 1 et k.

Par équiprobabilité des tirages possibles, on a :

;) _

()
2
- La va Y prend ses valeurs dans {2,...n}.

- Soit k € {2,...,n}.

k(k —1)

P(Y <k)= D

e Déterminons la loi de Y.

Alors : (Y—k) Y <k)\ (Y <k-1),
avec: (Y <k—-1)C (Y <k).
Donc :
P(Y =k)=P(Y <k)— P(Y <k—1)
_k(k-1) (k-1)(k—=2) 2(k—1)
T n(n-—1) nn—1)  nn-1)
Remarque :
~ — (n—1)n
PY=k)= —— =1
kz::z n(n—1) Z:: nnfl) 2
b) «Ona:
n n—1
E(Y) = ZkP(Y:k):%Z(kJrl)k
k=2 M= s

2 n—1 n—1
= 7D (;k2+;k)

2 ((n —1n(2n—-1)
n(n—1)

: + (n—gl)n)

2 o (m—Dnn+1) 2(n+1)
n(n—1) 3 N 3

¢ Par la formule de transfert :

E(Y?)
n n—1
= ;k2P(Y_ = ﬁ;(wrnzk

= nn_1)<Zk3+22k2+Zk)

_ 2 n?(n+1)?2 _n(n+1)(2n+1) n(n+1)
T on(n-1) ( 4 +2 6 2 )
_ 2 o n(n—1)Bn+2)(n+1)
T on(n-1) 12
_ Bn+2)(n+1)
= 0
Donc :
V(Y) = B(Y?) - (B(Y))?
_ Bn+2)(n+1) 4(n+ 1?2 (n+1)(n—2)
B 6 9 N 18 '

¢) oSoit k € {1,...,n}. L’événement (X > k) est réalisé si et
seulement si on obtient deux boules de numéros supérieurs
ou égaux a k, donc si et seulement si on obtient deux boules
dont le numéro est compris entre k et n.

Par équiprobabilité des tirages possibles, on a :

",

(n—k)(n—k—l—l)_

P(X > k) =
( ) <n> n(n —1)
2
e Déterminons la loi de X.
- La va X prend ses valeurs dans {1,...,n — 1}.
- Soit k€ {1,...,n—1}.
Onaalors: (X=k)=X=2k\X=k+1),
avec (X >k+1)C (X > k), donc:
P(X=k)=P(X2k)—P(X>2k+1)
(n—k)n—k+1) (n—k-1n—-Fk _ 2(n—k)
N n(n—1) n(n—1) T nn—-1)
d) «Ona X(Q2)=1{1,....,n— 1}, donc :

(41— X)) = {2,.,n} = V().
De plus, pour tout k € {2,...,n} :

Pn+1-X=k)=PX=n+1-k)
= 75?:1:11)) =P(Y = k).
On en déduit que Y et (n + 1 — X) ont méme loi.
e Ainsi :
En+1-X)=EY) e V(n+1-X)=V(Y).
Comme: E(n+1-X)=n+1-E(X),
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on en déduit : E(X):n+1—E(Y):";Ll.
Deplus: V(n+1-X)=(-1)2V(X)=V(X).
(n+ Dn-2)

On conclut : V(X) =V (Y) =

a) Notons, pour k € N*, Py, (resp. F}) événement :

18

« on obtient pile (resp. face) au k-iéme lancer. »

e Loi de X5 :

- La va X2 prend ses valeurs dans {0, 1}.

- De plus : P(X2 = O) = P((Pl n PQ) U (F1 n Fg))
= P(P1 N P») + P(F1 N Fy) par incompatibilité
= P(Pl)P(PQ) + P(Fl)P(FQ) par indépendance

_1X1+1X1_1
T272 272 2

1
Donc: P(Xz=1)=1-P(X;=0)=_.

x 0 1

Ainsi la loi de X5 est : 1 1
P(Xy = - | =

Xz=2) || 513

On en déduit :

1
E(XQ):OXP(XQ:0)+1><P(X2:1):§.

e Loi de X3 :
- La va X3 prend ses valeurs dans {0, 1, 2}.

- De plus :

P(X3=0)
= P((PLN PN P3) U (F1 N F N Fy))
= P(P1N PN P3)+ P(F1 N F>N F3)
par incompatibilité
= P(P)P(P2)P(P3) + P(F1)P(F2)P(F3)
par indépendance
1 1 1 1 1

+-X=-X=-=-.

1
X — X —
2 2 2 2 2 4

N | =

De la méme facon :
P(X3 22) =P((P1 N F N Pg) @] (F1 N PN Fg))
1 1 1 1 1 1 1

=X - X-—F-—X=-X~=-=-"-.
2 2 2+2 2 2 4
1 1 1
Enfin: PXe=1)=1—->—-=>
4 4 2
T o112
Ainsi la loi de X3 est : R
P(Xs3 = i R
Xa=2) ) 7131
P 1 1 1
Onendedmt:E(Xg):0><2+1><5+2><221‘

b) e La plus petite valeur que peut prendre X, est 0, lorsqu’il
n’y a aucun changement de coté.

La plus grande valeur que peut prendre X, est n — 1, lors-
qu’il y a un changement de co6té a chaque lancer, & partir du
deuxieme.

Enfin, X,, peut prendre toutes les valeurs intermédiaires.
On en déduit : X, () ={0,....,n —1}.
On a :
P(X, =0)
= P((PAN---NP)UFLN--NF))
= PPN ---NP,)+PF1N---NFy)
par incompatibilité
= P(P1)---P(Pn)+ P(F1)--- P(Fn)

par indépendance
G)+G) =G
- )G -G
De la méme fagon :

P(Xn=n-1)

P(PANFNPN--)UFEB NPNFN--))
1\n 1\n 1\n—1

) +G) =G

c) Soient n > 2 et k € {0,...,n}. Notons E I’événement :

« les cOtés obtenus aux lancers n et n + 1 sont les mémes ».

Alors :

P(E)

P((Pn N Pog1) U (Fn N Fn+1)>

L1 N 111
2 272 2

1
2

La famille d’événements (E, E) est un systéme complet d’évé-
nements, donc par la formule des probabilités totales :

P(Xn41 =k) = P(E)Pg(Xn+1 = k) + P(E)P5(Xpt1 = k).
or { Pg(Xni1=k) = P(Xy = k)
Pe(Xnq1=k) = P(Xn =k —1).
On en déduit :
P(Xp41=k)
= PE)P(Xn=k)+P(E)P(Xn,=k—1)

1 1
= 5P(Xn:k)+<1—§)P(Xn:k—1)
1 1
= JPXn=k+ P(Xn=k-1)
n—1
d) 1) +Ona: Qn(l)=> P(Xn=k) =1
k=0
n—1
«Ona: Vs€R, Qn(s)= > kP(Xn,=Fk)s"".
k=0

n—1
Donc: @Q,(1) = Y kP(Xn = k) = E(Xn).
= 467
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eOn a: =
Vs R, Qu(s) = k(k—1)P(X, =k)s"1.
Donc : e
n(1)
n—1
= Y k(k—1)P(X, =k)
k=0
n—1 n—1
= Y KP(Xn=k) =D kP(Xn =k)
k=0 k=0
Ainsi :
V(Xn)
= B(X2) - (B(Xn)?
= B(X2) - BE(X,) + E(Xn) — (E(Xn))?

= QUML)+ QL) — (Qu(1)%.

2) Soit m > 2. Alors, pour tout s € R :
Qn+1(s)

n

= Z P(Xp_1 =k)s®

(l P(Xp = k) + %P(Xn k- 1))sk

k:02

1@ 1 &
= - PXn=k)s"+2Y P(Xn=k-1)s"
2};)( >s+2k2:jo(n )s

n—1

k=0 k=-1

1nfl
— k+1
S PR ERE S D

k=0

(s)-

3) On en déduit, par récurrence immédiate :

Vn>2, Vs €k, Quis) = (F3)" Qas)
Or: Qa(s) = P(X2=0)+ P(Xz =1)s = 1.
Ainsi: Vn > 2, Vse€R, Qn(s):(lg—s)n*l

e) Soit n > 2. On en déduit, pour tout s € R :

()

>
{ Q'(s) = (n— 1)41(77«*2)(1;5)1173

Donc : @, (1) = = et QU(1) = W.
Ainsi B = Q=" et

a) «La plus petite valeur que peut prendre X}, est 1, lorsque
le lecteur lit toujours la méme piste.

e Pour la plus grande valeur de X, distinguons deux cas :

- si k < n, alors la plus grande valeur de X}, est k, lorsque le
lecteur lit des pistes deux & deux distinctes;

- si k > n, alors la plus grande valeur de X, est n, lorsque le
lecteur lit, par exemple, aux cours des n premieres lectures,
les n pistes, puis lit des pistes quelconques.

e Enfin, X peut prendre toutes les valeurs intermédiaires.
On en déduit : X (Q2) = {1;Min(n, k)}.

b) Soit k € N*. Notons E I’ensemble des k premiéres lectures
possibles. Alors : Card(E) = nF.

De plus, chaque élément de E est équiprobable.

- L’événement A = (X}, = 1) est réalisé si et seulement si le
lecteur lit toujours la méme piste. Il faut donc choisir cette
piste (n choix), et lire cette piste k fois (1*¥ = 1 choix).

Ainsi : Card(A) =n

P(Xp=1) =2 =

Et donc: P(A)= = 5
n nk—

- L’événement B = (X}, = k) n’est réalisable que si k < n
Dans ce cas, B est réalisé si et seulement si le lecteur lit des

n!
pistes deux & deux distinctes. Il y a donc W choix.

n—k)!
n!
Ainsi : Card(B) = m
Et donc :
n!
L sik<
P(B)=P(Xp=k)=1q nk(n—k) siksn
sinon

¢) Soit k € N* et soit ¢ € {1,...,n}.

La famille d’événements ((X;c =10),¢ €1, ..,,n}) est un sys-
téme complet d’événements. Par la formule des probabilités
totales :

P(Xjq1 =) = ) P(Xg = OP(x,—0) (X1 = 9).
=1
Or: sif#14,i—1, alors P(Xk:Z)(XkJrl =1) =0.
On a alors :
P(Xpy1 =) = P(Xy, = 9)Pix, =iy (Xpy1 = 1)
+P(Xp =1—1)Px; =i—1)(Xpt+1 = 9).

Si (X = 1), alors (X411 = 4) est réalisé si et seulement si
on lit une piste déja lue, parmi les ¢ pistes lues, donc :

. 7
Pix=iy X1 =10) = —.
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De méme, si (X = ¢ — 1), alors (Xj41 = i) est réalisé si
et seulement si on lit une piste pas encore lue, parmi les
n — (i — 1) pistes non lues, donc :

. n—i+1
Pixy=i—1)(Xg41 =1) = —
On en déduit :
) i1
P(Xip1 =) = - P(Xi = i) + "= P(Xg =i~ 1),
d) eSoit k€ N*. On a :
E(Xk41)
Min(n,k+1)
= > iP(Xpg =)
i=1

n
= ZiP(Xk+1:i) carsi k+1<netk+2<i<n,
i=1

alors P(Xg41 =1) =0

[N

I
WE

(Z—P( —i+ i(n nz—l—l)

n

(Xk:i—l))

.
Il
-

1 n
= =) i*P(X
n <
=1

=)+ % Z_:(z' +1)(n —9)P(Xy = 1)
=0

=0pouri=0eti=n

= szzP(kaz)—i— Zz—i—l)(n—z)P(kaz)
i=1

1 <& 1<
.2 .
= = P(X — -
nZz (Xp = nz n—1)P(Xg =1i)
i1=1 =1
1 & 9
,E (n—i*)P(Xy =1)
n =1
nfl n n
n 3 )
=1 =1

)+ 1

eLa suite (E(Xk))keN* est une suite arithmético-

géométrique.

La suite de terme général up, = E(X})—n est alors une suite

’ . . n
géométrique de raison
Donc :

Vk € N*, E(Xg) = (”; 1)k_l(E(X1) _

n) + n.

Or la va X est constante, égale a 1, donc E(X;) = 1.
On en déduit :

B(Xy) = (n;I)k_l(l—n)+n:n[1— (”*l)k].

n

-1 —1\k
e) On a: ‘L‘ < 1, donc (L) — 0.
n n

koo

On en déduit : E(Xg) — n.
koo

Ce résultat est prévisible car, lorsque le nombre de lectures

tend vers l'infini, toutes les pistes vont tendre & étre lues,
donc X}, va tendre vers n, et son espérance aussi.

f) Ona: (nT—l)k (1—7) 71—2—1—"(;0(%).
Donc :  E(Xy) :n(l 1+ S + o (%)) =k+ o (1).
On en déduit : E(Xg) - k.

Ce résultat est prévisible car, lorsque le nombre de pistes tend
vers ’infini, les pistes lues lors de k premiéres lectures vont
tendre a étre toutes différentes, donc X va tendre vers k, et
son espérance aussi.

a) Notons, pour k € {1,...,N — 1}, E, = (Xn > k).

L’événement Ej, est réalisé si et seulement si les k£ premiers
numéros obtenus sont rangés par ordre strictement croissant.
Pour réaliser Ey, il faut :

. . . N .
- choisir les k premiers numéros : & choix,

- les ordonner par ordre croissant : 1 choix,

- répartir les (N — k) autres numéros dans les (N — k) derniers
tirages : (N — k)! choix.
Ainsi :  Card(Ey) = (N) v -k =2

k k!
De plus, il y a N! tirages possibles, les tirages étant équipro-
bables.

On en déduit :
_ _ Card(Ey) 1
(Bx) =P(Xn > k)= —Nr =
b) eLa va Xy prend ses valeurs dans {2, ..., N}.

«On a, pour tout k € {2,..., N — 1} :

P(Xy=k)=P(Xy >k—1)— P(Xy > k)
et : P(Xy =N)=P(Xy>N-1).
Ainsi,pour tout k € {2,...,N — 1} :
1 1 k—1
P(Xny=k)= — — =
Xy =k) k—1)! K &
1
t P(XN=N)= ———.
e (Xn ) N =)
N
Remarque : on vérifie ZP(XN =k)=1.
k=2
¢) Ona:
N
E(XNn)=Y_ kP(Xy =k)
k=2
. (N_l k(k—l)) N (N_3i>+ N
= k! (N -1) = k! (N -1)
N-3 N
Or : Z——>e et —— — 0.

On en déduit : E(Xn) — e.
Noo
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Vi o Fav ?

22 Si X est une variable aléatoire définie sur un univers fini et a valeurs dans R*, alors
1

X est aussi une variable aléatoire.

Si X est une variable aléatoire & valeurs dans {—1,0, 1}, alors X2 est une variable aléa-
toite et P(X%2=1)=P(X =1).

Si X est une variable aléatoire définie sur un univers fini € et si f est une application
définie sur X (), alors Y = f(X) est une variable aléatoire définie sur € et la loi de

probabilité de Y est donnée par : Vy € f(X(Q)), P(Y =y) = Z P(X =xz).
TEX(Q), y=f(x)

L’espérance d’une variable aléatoire réelle X définie sur un univers fini 2 est donnée par :
E(X)= ) zP(X=u)

z€X ()

Pour tout n € N*, I'espérance d’une variable aléatoire réelle suivant la loi uniforme sur
n
{1,...,n} est égale a 3

Si une variable aléatoire X suit la loi binomiale B(n, p), alors :
E(X)=np et V(X)=np(l—p).

D’apres le théoreme du transfert, si X est une variable aléatoire réelle définie sur un
univers fini 2 et si f est une fonction réelle définie sur X (€2), alors espérance de f(X)

est donnée par : E(f(X)) = Z f@)P(X = x).
z€X ()

La variance d’une variable aléatoire réelle X définie sur un univers fini est donnée par :
2
V(X) = (E(X))” — E(X?).

La variance d’une variable aléatoire réelle X définie sur un univers fini vérifie :
V(x) = B((X - B(X))").

2L BN Si deux variables aléatoires réelles X, Y définies sur un méme univers fini vérifient X <Y,
alors : V(X) <V(Y).
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Vrai ou Faux, les réponses

-\{c; ol E PIVE'N les féPomé&é

1 1
L’application — : Q — R, w — ——— est une variable aléatoire. ]
X X(w)

On a I'égalité d’événements (X2 = 1) = (X = 1) U (X = —1), ott la réunion est disjointe,
donc P(X?2=1)=P(X =1)+ P(X = —1), et il se peut que P(X = —1) # 0.

C’est un résultat du cours. [ ]
C’est une définition du cours. ]
D’apres le cours, c’est ntl au lieu de g [ |
C’est un résultat du cours. [ |

2Ll Cest un résultat du cours. [ |

La différence est dans le mauvais sens, le résultat correct est : V(X) = E(X?)—(E(X ))2 [
C’est un résultat du cours. |

2LiBlIE Contrexemple : = {1,2}, X(1) = -1, X(2) =1, P la probabilité uniforme, ¥ = 2. ]

On a alors X <Y, mais V(X) = E(X?) — (E(X))2 =1et V(Y) =0, donc on n’a pas
VIX) < V(Y).
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Couples

de variables aléatoires

%_VL QMAZG abovdlos Aavs los ovovcices

Les méthodes a retenir 473 « Loi d’un couple, lois marginales, lois conditionnelles

Les enon\ces, des exercices 481 ¢ Indépendance de variables aléatoires

Du mal a démarrer ? 485 o

Les corrigés des exercices 487 e Covariance d’un couple de variables aléatoires

Vrai ou faux ? 496 ¢ lois usuelles : loi de Bernoulli, loi binomiale, loi uniforme

Vrai ou faux, les réponses 497 o Obtention d’inégalités sur des probabilités.

“Youke cccontiole A couve
pouy e vasoluchion. dos eoxevcices

o Définition de la loi d’un couple de variables aléatoires, des
lois marginales, des lois conditionnelles ; obtention des lois

va pour marginales a partir de la loi du couple
variable aléatoire.

On utilise I'abréviation :

e Indépendance de deux variables aléatoires, indépendance
mutuelle d’une suite finie de variables aléatoires

e Définition de la covariance d’un couple de variables aléa-
toires, propriétés

o Espérance et variance d'une somme de n variables aléatoires
e Loi de Bernoulli : définition, espérance et variance

e Loi binomiale : définition, espérance et variance

o Loi uniforme sur {1, ...,n} : définition, espérance et variance

o Inégalité de Markov, inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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Les méthodes a retenir

Commencer par déterminer les valeurs x; que peut prendre la va X et

Pour déterminer la loi de
probabilité d’un couple
(X,Y) de va

les valeurs y; que peut prendre la va Y.

Ensuite, pour chaque couple (z;,y;) possible, calculer la probabilité
P(X =) N (Y =y)).

= FExercices 29.1 a4 29.3, 29.6, 29.7

— =l

Une urne contient 3 boules
blanches et une noire.

On tire successivement et sans remise,
les trois boules de ’'urne.

On note X (resp. Y) le rang d’appari-
tion de la premiére boule blanche (resp.
noire).

deux

Déterminer la loi du couple (X,Y).

Le couple de va (X,Y) est a valeurs dans {1,2} x {1,2,3}.

Soit (i,7) € {1,2} x {1,2,3}.

Nous allons calculer p;; = P(X =1,Y = j).

Si i = j, ’événement (X =) N (Y = j) est impossible, donc p;; = 0.
L’événement (X = 2,Y = 3) est impossible, donc pa3 = 0.

21 1
Ona: —P(X=1,Y=2)=2%="
na iz =P )=33273

211 1

—P(X=1,Y=3)=Z--—=—

P13 = P ’ )=331°" 3%

12 1

—P(X=2Y=1)=-2 =

P21 = P( )=3373

On conclut que la loi du couple (X,Y") est donnée par le tableau sui-
vant :

X

1/3
2 13 | o
3 13 | o

Pour  montrer que
{(xia ijpiaj)v (7'7]) elx J}
est la loi d'un couple
de va

Montrer :

et

Z bij; = 1.

(4,4)€IxJ

(VG € I xJ, piy>0)

= Fxercice 29.3
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—— (e

(

On considére un couple de va (X,Y)
dont la loi est donnée par le tableau sui-
vant, ou a € R :

X
1 2
Y
1 a 2a
2 a 3a
3 3a 0

Déterminer a.

\

Ona:a>0et > P(X =4,Y =j) =1,
1<i<2, 1<5<3

1
d’ott 10a =1, et on conclut : a = 0

Pour déterminer les lois

o Pour déterminer P(X = x;), écrire :

P(X=z)=)» P(X=mz)0n(Y=y,))

marginales connaissant jeJ
la loi du couple (X,Y) o Pour déterminer P(Y = y;), écrire :
de va discretes
PY =y;)=> P(X=g)n (Y =y))
i€l

= Exercices 29.1 a 29.3, 29.6

—{ =)

On considére un couple de va (X,Y)
dont la loi est donnée par le tableau sui-
vant :

X
0 1 2
Y

o | 1/10 | 2/10 | 1/10
1 | 2/10 | 1/10 | 3/10

Déterminer les lois marginales de X
et Y.

On vérifie d’abord que chaque probabilité est bien > 0 et que la somme
totale est égale a 1.

On calcule les lois marginales de X et Y en appliquant les formules du
cours :

1
Vie{0,1,2}, P(X=i)=)» P(X=4iY =j)
j=0

2
¥i€{01}, P(Y =j) =3 P(X=iY =)

=PX=0,Y=j)+P(X=1Y =35+ P(X=2Y =j).

Les totaux correspondants sont alors placés dans les « marges » du
tableau de la loi du couple (X,Y) :

X
Y

o | 1/10 | 2/10 | 1/10 | 4/10
1| 2/10 | 1/10 | 3/10 | 6/10
X | 3/10 | 3/10 | 4/10
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Les méthodes a retenir

Pour montrer que deux
va X et Y sont indépen-
dantes

Montrer que, pour tous z € X () et y € Y(Q) :

P(X=2)n (Y =y)) =P(X =2)P(Y =y).
= Exercice 29.3

—{Ea

Soit (X,Y) un couple de va & valeurs
dans {0,1}.

Montrer que les va X et Y sont indépen-
dantes si et seulement si les deux événe-
ments (X = 0) et (Y = 0) sont indépen-
dants.

1) Siles va X et Y sont indépendantes, alors en particulier :
P(X=0,Y=0)=PX =0P( =0),
donc les deux événements (X = 0) et (Y = 0) sont indépendants.
2) Réciproquement, supposons que les deux événements (X = 0) et
(Y = 0) sont indépendants, c’est-a-dire :
P(X=0,Y=0)=PX =0P(Y =0).
On a, d’apres la formule des probabilités totales, avec le systéme com-
plet d’événements (X =0, X =1) :
PY=0=P(X=0,Y=0)+P(X =1,Y =0),
donc :
P(X=1,Y=0=PY =0-P(X=0,Y=0)
=PY=0)-PX=0)PY =0)
=(1-P(X=0)PY =0)=P(X=1)P(Y =0).
De méme: P(X =0,Y =1)=P(X =0)P(Y =1).
Enfin :
PX=1,Y=1)=PY=1)-PX=0,Y=1)
=PY=1)-PX=0)PY=1)
=(1-PX=0)PY =1)=P(X=1)PY =1).
On a montré :
V(i,j) €{0,1}?, P(X =14Y =j) = P(X =i)P(Y =),

donc, par définition, les va X et Y sont indépendantes.

va discretes X et Y ne

Essayer de :

Pour montrer que deux e montrer qu’il existe x € X(Q) et TES Y(Q) tels que :

P((X =) N (¥ =y)) # P(X = 2)P(Y =)

sont pas indépendantes « montrer que Cov(X,Y) # 0

w Exercices 29.1, 29.2, 29.6
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——(Ze)

On a:
Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=4—-2-3=-2#0,

donc, d’apres le cours, les va X et Y ne sont pas indépendantes.

476

Essayons de montrer, par exemple :
P(X=0,Y=0)#PX=0)P(Y =0).
1
D’aprés le tableau : P(X =0,Y =0) = o
On a:

1
P(X=0)=P(X=0Y =0)+P(X=0,Y =1) = - +0= 5,

P(Y =0)
=P(X=0,Y=0)+P(X=1Y =0)+P(X =2Y =0)
1 2 3 6

0 10 0 10

donc :
1 6 6 1
PX=0PY=0=——=—#—=P(X=0,Y=0).
( )P ) 10 10 1007é10 ( )

On conclut que les deux va X et Y ne sont pas indépendantes.

Méthode

Pour calculer
variance d’un
(X,Y) de va
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Les méthodes a retenir

On a :

1
E(X)=) iP(X =i)=P(X =1)
=0
=P(X=LY=0+PX=1Y=1)=c+d,

1
E(Y)=) jP(Y =j)=P(Y =1)
J=0

=PX=0Y=1)+PX=1Y=1)=b+d,
et, par la formule de transfert :

E(XY)= > ijP(X=iY=j)=PX=1Y=1)=d.
0<i<1
0<ji<1
On déduit :
Cov(X,Y)=E(XY) - EX)E(Y)=d— (c+d)(b+d)
=d(1—-b—c—d)—bc=ad—bec.

Méthode

Pour calculer D’espé-
rance et la variance
d’'une somme S, de n
va X Ty eeey Xn

~
On a, par linéarité de ’espérance :
E({U)=E(X)+ E(XY)+ E(XYZ),
puis, par indépendance mutuelle des va X,Y, Z :
E{U)=EX)+EX)E(Y)+ EX)E(Y)E(Z)
=p+p>+p° =p(1+p+p°).
J
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Pour reconnaitre une loi
usuelle

Essayer de :

e reconnaitre une « situation type » d’une loi usuelle

Nom

Situation type

Loi de
Bernoulli :

B(p)

Succes ou échec (1 ou 0) lors d’une expérience
n’ayant que deux issues dont la probabilité de
succes est p

Loi
binomiale :

B(n, p)

Loi du nombre de succes lors d’une succession
de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de
méme parametre p

Loi
uniforme :

U1, ....n})

Choix d’un entier « au hasard » entre 1 et n

o utiliser 'une des méthodes décrites dans le chapitre 27 et
reconnaitre une loi usuelle par expression de P(X = k)

Nom - Variable Univers image

Loi

Loi de Bernoulli :
X < B(p)

{0,1}

PX=1)=p e PX=0)=1-p

Loi binomiale :

X < B(n, p) {0,...

,’I‘L}

ke {0,...,n}, P(X = k)= <k>pk(1 et

Loi uniforme :

X o UL, ...n}) L.

’n}

Wk € {1,...,n}, P(X:k):%

= FExercices 29.4, 29.8 4 29.10

— (el

Une urne contient 5 boules numérotées
de 1ab5.

Dans chaque question, reconnaitre la loi
de X et en préciser les parameétres.

a) On tire une boule et on note X le
numéro obtenu.

b) On tire successivement deux boules
avec remise et on note X le nombre de

numéros pairs obtenus.

2
une boule de numéro pair) est —, donc X suit la loi binomiale B<27 7).

1
a) Chaque boule a la probabilité 5 d’étre tirée, donc X suit la loi
uniforme U({1, ...,5}).

b) On réalise ici une succession de deux épreuves de Bernoulli (tirer une

boule) de fagon indépendantes et dont la probabilité de succes (obtenir

5
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Les méthodes a retenir

Méthode

Pour déterminer I’es-
pérance et la variance
d’une va X dont la loi
est une loi usuelle

~
. Lo . 1 N
La va X suit la loi binomiale B(n, 5) , et on a donc, d’apres le cours :
1 n 1 1 n
E(X)=n-=— VIX)=n=(1—-=)=—.
X =ny =73 ()"2( 2)4
J
~
La va X suit la loi uniforme U({1, ...,6}) et on a donc, d’aprés le cours :
6+1 7 62—1 35
px)="t1_T vix) = =2
2 2 12 12
J

Méthode

Pour majorer ou mino-

rer une probabilité
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— (=l

On effectue une suite de n lancers d’une
piéce équilibrée (n € N*).

Déterminer n pour que ’on puisse affir-
mer, avec un risque d’erreur inférieur a
4%, que la fréquence des piles obtenus
differe de % d’au plus 3% .

Notons X la variable aléatoire égale au nombre de piles obtenus et
X

F = — la fréquence des piles obtenus.
n

1 3 4
On cherche n pour que : P(‘F -3 < 1—00) >1-— T

1
La va X suit la loi binomiale B('n7 5) , donc :

1

n n

BX)=2, V(X)=1,
1

an’

1 1
dou: E(F)=-EX)=-, V({F)=-=V(X)=
n 2 n?
D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, on a :
1 3 V(F) 104
P(lF-2]> =)< 5 = o
( 2/100)\(3)2 36n

100
D’ou :
1 1 10*
P2« i) =1 pllr > ) 1 1
2 100 2 100 36n
1 3 4
P P(‘F—7<—)>1——
onraue 21 =100/ 77 7 1007
10* 4
il suffit donc que : 1—L >1——,
36n 100
104 4 108
c’est-a-dire : —— < —— ou encore : n > = 6944,4...
36n ~ 100 4-36

On conclut qu’un entier n convenant est n = 6945.
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Enoncés des exercices

s

-
T Tirages sans remise, loi du plus petit et du plus grand des numéros obtenus

Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On y préleve deux boules sans remise.
On définit les va X et Y égales respectivement au plus petit et au plus grand des deux
numéros obtenus.

a) Déterminer la loi du couple (X,Y).

b) En déduire les lois marginales de X et de Y. Calculer E(X), E(Y), V(X), V(Y).
¢) Les va X et Y sont-elles indépendantes ? Calculer Cov(X,Y).

d) On pose Z =Y — X. Calculer E(Z) et V(Z). Déterminer ensuite la loi de Z.

[ m Exemple de va non corrélées et non indépendantes

On considere une va X dont la loi est don- x —921 -1
née ci contre, et on pose Y = |X]|.

D= O
== =
[S2 I B )

o =
A~

a) Déterminer la loi du couple (X,Y"), puis la loi de Y.
b) Les va X et Y sont-elles indépendantes ?
¢) Calculer Cov(X,Y).

BT Exemple de loi conjointe
Soient n € N* et a € R. On définit, pour (i,75) € {1,...,n}?, lesréels p; ; par: p;; = a-i-j.
a) Trouver a pour que {(i,j,pm) i (4,7) € {1, ..., n}Q} soit la loi d’un couple (X,Y) de va.
b) Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les va sont-elles indépendantes ?
¢) En déduire Cov(X,Y") puis E(XY).
d) On pose Z = X + Y. Calculer I’espérance et la variance de Z.

1T m Reconnaissance de lois usuelles

Pour chaque question, reconnaitre la loi de X et en préciser les parametres :

a) on lance un dé équilibré a 6 faces et on note X la va égale au numéro obtenu

b) une urne contient 12 boules : 6 boules vertes, 4 boules rouges et 2 boules noires; on
tire successivement et avec remise 8 boules et on note X la va égale au nombre de boules
rouges obtenues

¢) on range au hasard 10 boules dans 3 sacs de fagon équiprobable et on note X le nombre
de boules mises dans le premier sac

d) une urne contient n jetons numérotés de 1 a n (n € N*); on les tire un & un sans remise
jusqu’a obtenir le jeton numéro 1 et on note X le nombre de tirages effectués

e) on pose n questions & un éléve ; pour chaque question, r réponses sont proposées dont
une et une seule est correcte ; I’éléve répond au hasard a chaque question et on note X la
va égale au nombre de bonnes réponses.
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BT m Somme de deux va indépendantes suivant une loi binomiale

Soient X et Y deux va indépendantes suivant respectivement la loi binomiale de para-
metre (n,p) et la loi binomiale de parameétre (m,p), avec n € Nym € N,p €]0;1].

a) Déterminer la loi de S = X 4+ Y.

b) A quelle situation type peut-on associer les va X et Y ? Que représente alors S ? Com-
menter le résultat obtenu au a).

¢) Soit k € {0, ...,n + m}. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que (S = k).

BT m Choix d’une urne, puis tirage d’une boule dans cette urne

Soit n > 2. On dispose de n urnes Uy, . .. ,U,. Pour tout k de {1,...,n}, P'urne Uy, contient
k boules numérotées de 1 a k. On choisit une urne au hasard, puis on tire une boule de
cette urne. On note X le numéro de I'urne choisie et Y le numéro de la boule tirée.

a) Déterminer la loi de X. Calculer son espérance.

b) Déterminer la loi du couple (X,Y’). En déduire la loi marginale de Y. Calculer son
espérance.

¢) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? Calculer Cov(X,Y) et com-
menter son signe.

vA'lrf) Loi du rang d’apparition de la premiére et de la deuxiéme boule blanche

Soit m > 2. Une urne contient 2 boules blanches et m — 2 boules noires. On les tire une
a une sans remise, et on note X (resp. Y) la va égale au rang d’apparition de la premiére
(resp. deuxiéme) boule blanche.

a) Déterminer la loi du couple (X,Y).

b) On pose D =Y — X. Montrer que X et D ont la méme loi. Les va X et D sont-elles
indépendantes 7

V(Y
¢) En déduire : E(Y) =2FE(X) et Cov(X,Y) = %

d) Montrer que X et m + 1 —Y ont la méme loi. En déduire E(X) et E(Y).

EE 11 m Probabilité qu’une va de loi donnée soit a valeurs paires

Soit (X;,)nen+ une suite de va indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de para-
metre p, avec 0 < p < 1.

On pose, pour tout n de N*, S;, = X7 +--- 4+ X,,, et u,, la probabilité que S,, soit pair.
a) Préciser, pour tout n de N*, la loi de S,,.

b) Calculer uy, us, ug.

¢) Montrer qu'il existe (a,b) € R? tel que : Vn € N*, w,,1 = au, + b.

En déduire une expression de w,, en fonction de n, ainsi que la limite de la suite (up)nens-
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Enoncés des exercices

BT m Détermination d’une proportion inconnue p de boules blanches dans une urne

Soit n > 1. Une urne contient une proportion inconnue p de boules blanches. On y effectue
n tirages avec remise et on note X,, le nombre de boules blanches obtenues lors de ces n
tirages.
a) Donner la loi, Pespérance et la variance de X,,.

1
 4ne?’
¢) Combien de tirages faut-il effectuer pour pouvoir affirmer, avec un risque d’erreur in-

férieur & 5%, que la fréquence d’obtention de boules blanches au cours des tirages differe
de p d’au plus 10727

Xn
b) Montrer : Ve > 0, P(‘——p)<5)>l
n

EET1 2L Répartition de n boules dans 3 sacs

Soit n > 1. On répartit au hasard n boules dans 3 sacs notés S1, 52, S3, indépendamment
les unes des autres. On note, pour tout ¢ de {1,2,3}, N; le nombre de boules dans le
sac S;.

a) Déterminer les lois, les espérances, les variances de N1, No, N3.

b) Déterminer la loi de Ny + Na. En déduire la covariance de (N1, Na2), et commenter son
signe.

EE (w1568 Tirages avec remise et ajout d’autres boules

29.12

Soit ¢ € N*. Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On y préléve une
boule, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, et on note sa couleur. On la
remet alors dans l'urne, avec ¢ boules de la couleur de la boule tirée. On répete cette
opération, et on réalise ainsi une succession de tirages.

On définit, pour tout n de N*, X, la va égale a 1 si on obtient une boule blanche au
n-iéme tirage et 0 sinon, et S, la va égale au nombre de boules blanches obtenues lors des
n premiers tirages; ainsi S, = X + -+ + X,,.

a) Déterminer la loi de X7 et la loi de Xs.

b) Soit n € N*. Calculer, pour tout k € {0,...n}, Pg, —p)(Xny1 = 1).

o 1+ cE(Sy)
En déd : PXpp1=1) = ——22,
n déduire (Xn+1 ) T+ on
1
¢) Montrer, par récurrence sur n, que X,, vérifie: P(X,, =1)=P(X,, =0) = 3

Probléme des coincidences
Soit n > 1. On dispose de n jetons numérotés de 1 & n que l'on répartit dans n boites
numérotées de 1 & n (chaque boite contient un jeton et un seul).

On définit, pour tout k de {1,...,n}, la va X égale a 1 si la boite numéro k contient le
jeton numéro k et 0 sinon, et la va S égale au nombre de boites contenant le jeton de
méme numéro.

a) Déterminer, pour tout k € {1,...,n}, la loi de X}, son espérance et sa variance.

b) Calculer, pour tout (k,£) € {1,...,n}? tel que k # £, la covariance du couple (X3, X;).
¢) En déduire E(S) et V(95).
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vi'hilke) Tirages d’un nombre aléatoire de jetons, loi de la somme des numéros obtenus

Soit n € N tel que n > 2. On dispose de deux urnes : la premiére U; contient (n + 1)
jetons numérotés de 0 a n, la seconde Uy contient n jetons numérotés de 1 a n.

On tire au hasard un jeton de U, et on note N son numéro. Puis on tire une poignée de
N jetons de l'urne Us.

a) Déterminer la loi de N, son espérance et sa variance.

b) Pour tout i de {1,...,n}, on note X; la va égale & 1 si le jeton numéroté i de 'urne Us
est tiré et 0 sinon.

1) Déterminer la loi de X;, son espérance et sa variance.
n
2) Que vaut Z X; 7 En déduire la covariance des couples (X;, X;), pour i # j.
i=1

¢) On note S la va égale a la somme des numéros des jetons obtenus dans l'urne Us.
Calculer E(S) et V(S).

EEE] (10500 Exemple d'utilisation de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Un exploitant agricole possede 100 vaches qui se répartissent au hasard entre deux étables,
qui contiennent chacune n places (50 < n < 100).

A T’aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, déterminer une valeur de n permettant a
chaque vache de trouver une place, avec une probabilité supérieure a 95%.

(| m Inégalité de Cauchy-Schwarz

On considere deux variables aléatoires X et Y.

a) Justifier : VteR, V(X +Y)>0.

En déduire :  |Cov(X,Y)| < /V(X)V(Y).

b) Que peut-on dire lorsque |Cov(X,Y)| = /V(X)V(Y)?
Un QCM

Soient n > 1 et p €]0;1[. Un QCM comporte n questions. Pour chaque question, un
éleve a la probabilité p de connaitre la bonne réponse et donc de répondre correctement.

a) On note X la va égale au nombre de bonnes réponses données. Reconnaitre la loi de X.
Donner son espérance et sa variance.

b) L’éleve a la possibilité de répondre une seconde fois aux questions mal répondues. On
note Y le nombre de questions refaites et Z le nombre de questions refaites et correctement
répondues.

1) Soit k € {0, ...,n}. Déterminer la loi conditionnelle de Z sachant (Y = k).

2) En déduire la loi de Z et son espérance.

¢) On définit la va S = X + Z. Que représente S ? Montrer que S suit une loi binomiale
et préciser ses parametres.
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Du mal a démarrer ?

a) Remarquer que X et Y prennent leurs valeurs

respectivement dans {1,...,3} et {2,...,4}, puis cal-
culer, pour tous ¢ € {1,..,3} et j € {2,...,4},
P(X =i,Y =j).

Vie{l,..,3}, P(X=

sz,g

b) Utiliser :

Vje{2,..,4}, P(Y =

¢) Montrer que X et Y ne sont pas 1ndependantes.
Pour Cov(X,Y), utiliser :
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).
d) Utiliser : E(Z)=E(Y) - E(X),
V(Z)=V(X)+V(Y)—-2Cov(X,Y).
Pour déterminer la loi de Z, remarquer que Z prend
ses valeurs dans {1, ...,3}, et exprimer, pour tout %
de {1,...,3}, I'événement (Z = i) & l'aide des va X
et Y.

ma) La va Y prend ses valeurs dans {0,1,2}, cal-

culer, pour tout i € {-2,...,
P(X =14,Y =j).
b) Montrer que les va X et Y ne sont pas indépen-
dantes.
¢) Pour Cov(X,Y), utiliser :

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).

2} et j € {0,...,2},

a) Déterminer a pour que Z pi; = L.

1<4,5<n
b) ePour la loi de X, utiliser :

vie{l,..,n}, P(X=1i)= me.
Jj=1

Z Pij-
e Montrer :

V(i) € {1,....,n}?%, pij = P(X =i)P(Y =3j).
¢) En déduire : E(XY)= E(X)E(Y).
d) Utiliser : E(Z)=E(X)+ E(®Y),
V(Z)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).

e Pour la loi Y, utiliser :
vy e{l,..,n}, P

m Essayer de reconnaitre des situations types.

m a) Ecrire, pour tout & de {0, ...,

n+m}:
P(S=k)y= >
(3,5) 5 i+j=k
utiliser ensuite l'indépendance de X et Y, puis la
formule de Vandermonde :

) =C3")

Montrer que S suit une loi binomiale.

(4,4) ; i+i=k

sz,3~

b) Immédiat.
¢) Ecrire, pour tout i de {0;k} :
P(X =4,8 =k)
P(S=k)
CP(X=4,Y =k —i)
B P(S =k)

Plo—py(X =1) =

puis utiliser I'indépendance de X et Y.

a) Montrer : X(Q) ={1,...,n}

et: Vke{l,.,n}, PX=k)=—

n+1

5
b) e« Calculer, pour tout (k,¢) € {1,...,n}?, la pro-
puis en déduire P(X =k, Y = ¢).

Puis montrer : E(X) =

e Déterminer la loi marginale de Y par la méthode
usuelle.

¢) Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes.
Pour Cov(X,Y), utiliser :

Cov(X,Y)=E(XY)— E(X)E(Y).
Justifier que Cov(X,Y) > 0.

a) Remarquer que X prend ses valeurs dans

{1,...,m — 1} et que Y prend ses valeurs dans
{2,...,m}.

Calculer pour k& € {1,....m
P(X =k, Y =Y.

b) Déterminer la loi de X et la loi de D, et vérifier
que ce sont les mémes lois.

¢) En déduire que E(D) = E(X) et V(D) = V(X).
d) Déterminer la loi de m+1—Y, et en déduire que
E(m+1-Y)=E(X).

— 1} et £ € {2,...,m},

a) Utiliser un résultat de cours.

b) Expliciter les probabilités demandées.
¢) ¢ En notant, pour tout n € N*, A,, ’événement :

« la va Sy, est paire »,

écrire :
Unt1 = P(An)Pa, (Any1) + P(An) Pz (Any1),
L Py, (Ant1) = P(Xn41 =0)
puis justifier :
Pi(Ant1) = P(Xng1 = 1).

«En déduire que la suite (up)nen+ est une suite
arithmético-géométrique. Trouver alors 1’expression
de up en fonction de n puis sa limite lorsque I’entier
n tend vers +o0.

)
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a) Reconnaitre que la va X suit la loi binomiale de
parameétre (n,p).

b) Appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

5y 2N
n

1

Utiliser : Vp € [0;1], p(1—p) < 1

¢) Déterminer un entier n tel que :

P(’% —p‘ < 10*2) > 0.95.

m a) Reconnaitre que les va N1, N2, N3 suivent la loi
binomiale de parametre (n, 5)
b) Justifier que la va N1 + N2 suit la loi binomiale
2
de parametre (n, 5) En déduire V(Ny 4+ N2) puis
COV(Nl, NQ).

1
P(X1=0)=P(X1=1)= 5
v o) Obtenir : )
P(X2 =0) = P(X2=1) = 3.
b) Puisque Sy, prend ses valeurs dans {0, ...,n},ona:

n
P(Xn41=1)= Y P(Sn = k)Ps,—k)(Xnt1 =1).
k=0
¢) Raisonner par récurrence forte.
Pour montrer 'hérédité, calculer E(Sy).

b) Pour Cov(Xk, X,), utiliser :

Cov(Xk, X¢) = E(Xp X¢) — BE(Xg)E(Xy).
E(XpX) =P(X, =1,X, =1).
S=Xi 4+ X,

En déduire, par linéarité de lespérance, E(S).

Remarquer :

¢) Remarquer :

Pour calculer V(S), utiliser la formule :

V(S)=> V(Xp)+2 > Cov(Xy, Xy).
k=1 1<k<t<n
vIlkY a) Montrer : N(Q) = {0,...,n}]
1
t: Vk € {0,... P(N=k)= ——
€ e { ? 7n}7 ( ) n+ 17
n(n+2)

puis obtenir : E(N) = g et V(N)=

12

b) 1) Utiliser :

n
P(X;=1)= > P(N =k)Py_p)(Xi = 1),
k=1
et remarquer :

k

n
2) Remarquer : ZXi = N, donc :

=1

x)

n

V(N) = V(

I

=1

=D V(X)) +2 > Cov(X;, X;).
i=1 1<i<j<n

Puisque toutes les variances sont égales et que toutes
les covariances sont égales, en déduire :

COV(X@,X]') = LSV()(I)
2(5)

n
¢) Ecrire: S = Z:ZXZ
i=1

vIRUE Considérer la va X égale au nombre de vaches qui
choisissent ’étable numéro 1, et montrer que X suit

1
la loi binomiale de parametre (100, 5)
En déduire que I'événement E :
« chaque vache trouve une place »
E=(100—n < X < n).
Déterminer ensuite un entier n tel que P(E) > 0.95,
en utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
vIlE) a) Une variance est toujours positive ou nulle.
Ainsi, pour tout t € R :
0K V(X +Y) =12V (X) + 2t Cov(X,Y) + V(Y).
En déduire que t — V(tX +Y) est une fonction poly-

néme de degré inférieur ou égal & 2, positive ou nulle
sur R, donc le discriminant A est négatif ou nul.

s’écrit :

b) Remarquer :
|Cov(X,Y)| = VV(X)V(Y) <= A =0.

vIBL a) Justifier que X suit la loi binomiale de para-
meétre (n,p).
b) 1) Justifier que la loi conditionnelle de Z sachant
(Y = k) est la loi binomiale de parametre (k, p).
2) Remarquer que Y = n — X, et en déduire la loi
de Y.
Pour déterminer la loi de Z, utiliser la formule des
probabilités totales.
¢) Justifier que S prend ses valeurs dans {0, ...,n},
calculer, pour tout k € {0,...,n}, P(S = k) en écri-
vant :

k
P(S=k)=> P(X=i,2=k—i).
1=0
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Corrigés des exercices

29.1

a) Loi du couple (X,Y) :

o Les tirages s’effectuant sans remise, X prend ses valeurs
dans {1,...,3} et Y prend ses valeurs dans {2, ...,4}.

o Soient i € {1,...,3} et j € {2,..,4}.
Calculons p; j = P((X =1i) N (Y = 7)) :
Sii > j, alors p; ; = 0 car X est nécessairement strictement
inférieur a Y.
Sii < g, al 2 ! il 4 x 3 ti

id yalors p; j = —— = — carily a irages pos-

J Dij 23 6 y g€eS P

sibles, chaque tirage est équiprobable, et il y a 2 X 1 tirages
qui réalisent I'événement ((X =14) N (Y = j)).

Ainsi, la loi du couple (X,Y) est donnée par :

X
1 2 3
Y
2 16 | o 0
3 [ 1/6 | 1/6 | o
4 |16 | 16 | 176
b) e Loide X :

Ona: X()=41,..,3}

4
et: Vie{l,.,3}, P(X=i)=> pi;.

j=2
3 1
Donc : P(X=1):P1,2+P1,3+P1,4=825
2 1
P(X =2) = + =2z
( ) =23+ P14 6= 3
1
P(X=3)=psa= .
T 11213
Ainsi la loi de X est : NERE
PX=2x2)|| =-|=-|=
213 |6
e Lot deY :
Ona:Y(Q)={2..,4}
3
et: VjE€{2,.,4}, P(Y =4)=> pij
i=1
1
Donc : P(Y:Q):pLQ:6
2 1
P(Y =3) = =2z
( ) =p1,3 + D23 6 3
3 1
P(Y=4)=P1,4+p2,4+p3,4=6=§~

O\f\f(ﬁé,g Ggﬁ,g oxovi CLCZg ]

Yy 213 |4
Ainsi la loi de Y est :
PO =) 1011
Y632
eOn a:
1 1 1 5
E(X)=1X =-42X=-+3%x —-=—,
(X) ol 39673
1 1 1 10
E(X?)=12x - 4+22x - 432x - = —,
(X5 2t 3" 6 3
5
et done V(X) = E(X2) - (E(X))? = 5
1 1 1 10
EY)=2X -4+3X-4+4X - = —,
™) 6 3 27 3
1 1 1 35
EY?)=22x - 4+32x - 4+42x — = —,
(Y?) st 5+ 5
et done V(Y) = B(Y?) — (B(Y))? = g,

¢) eLes va X et Y ne sont pas indépendantes car :
P(X=2Y=2)=0
1 1 1
P(X=2P(Y=2)=-Xx—-=—#0.
(X=DPY =2)= S xz = #

¢ Calculons Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

On a :
E(XY) = Y ijpi,
1<i<3
2<j<4

= 1><2><1+1><3><1+1><4><1
B 6 6 6

1 1 1
2X3X =-4+2x4X -4+3x4x =
+ 6+ 6+ 6

35

6

35 5 10 5
Donc: Cov(X,Y)= — — - x — = —.
6 3 3 18

Remarque : Cov(X,Y) # 0, donc les variables aléatoires X
et Y ne sont pas indépendantes.
d) ePar linéarité de 'espérance :
5
E(Z)=E(Y)—-EX)= 3
e Par une formule du cours :
5
V(Z)=V(X)+V(Y)—-2Cov(X,Y) = 5
eLoide Z=Y — X :

La va Z prend ses valeurs dans {1, ...,3}.
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Et: P(Z=1)=P(X=1Y=2)+P(X=2Y=3)
+ P(X:3,Y:4):3><é:%
P(Z =2) :1P(Xi =1,Y=3)+P(X=2Y=4)
=573 )
P(Z=3)=PX=1,Y=4)= G
Remarque : En utilisant la loi de Z, on retrouve le fait que
E(Z)= g et V(Z) = g, mais ceci nécessite des calculs sup-
plémentaires.
[ 202
Remarque : On a bien : l—|—l—l—l—s—1—i—1:1
6 4 6 4 6

a) o Loi du couple (X,Y) :

La va Y prend ses valeurs dans {0,
(X,Y) est donnée par :

1,2} et la loi du couple

» Xl | 4 0 1 2
0 0 o | 1/6 | o0 0
1 0o [ 1/4] o |14 o
2 1/6 | 0 0 0o | 1/6

e Loi de Y : On déduit du tableau précédent :

PY=0=PX=0,Y=0)= -

PY=1)=PX=-1Y=1)+P(X=1Y =1)

1

=2 X — = —

4 2
PY=2)=P(X=-2,Y=2)+P(X=2Y=2)

1

—2X — = —

6 3
Y 0112
Ainsi la loi de Y est : P¥ 1) 11111
“Yls |23

b) Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes
car :

P(X=1,Y=0)=0

1 1
P(X=1)P(Y =0 xS =—#£0.
(X=DP(Y =0) = xc= o #
¢) Calculons Cov(X,Y) = ( Y)-EX)E®Y):
1 1 1 1
E(X)=(-2)x = “1)Xx-4+0x-+1x-42x—-=0,
(X) = (<2) X s+ (-1 X T +0x T +1x T +2x ¢
1 1 1 5
EY)=0X -41X-42X—-=—,
¥) 6+ 2+ 3 6
1
E(XY)= Y ijP(X=iY =5 =0x0x
- 6
—2<i<2
0<j<2
+ ( 1)><1><1—&—1><1><1
4 4
+ ( 2)><2><1+2><2><1—0
6 6
Donc: Cov(X,Y)=0.
Remarque : X et Y ne sont pas indépendantes et pourtant
Cov(X,Y) =0.

a) e Calculons d’abord

> g

1<i,j<n
n n 2 2
n(n + 1 n“(n+1
S = (L (3) = (M) =
1<2,5€<n i=1 Jj=1
4

ePrenons a = ——.

n2(n+1)2
Alors : V(i,j) € {1,...,n}2, pi; =0
et : Z pi,j = a Z ij = 1.

1<i,j<n 1<i,5<n

Donc {(4,5,pi,7); (i,5) € {1,...,
de variables aléatoires.

n}?} est la loi d’un couple

b) e Loide X :
Ona: X(Q)={1,.. n} et, pour tout ¢ € {1,...,n} :
_’)_pr—‘”zﬂ_m
e Loi de Y : par symétrie des roles de X et de Y :
9
Y(Q)={1,..,n} et : Vje{l,..,n}, P(Y =j) = —2 .
n(n+1)

e Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes car,
pour tout (i,5) € {1,..;,n}?
4ij

== n2(n+1)2
c¢) Puisque les variables aléatoires X et Y sont indépen-
dantes : Cov(X,Y) =0.

E(XY)=EX)E(Y) = E(X)?
(car X et Y ont la méme loi).

P(X =i)P(Y = pij.
Ainsi :
Or :

E(X):; - :;nn—l-l)

_ 2 ><n(n—l—l)(Zn—&—l)72n—|-1
n(n+1) 6 3
2
Donc: FE(XY)= %
d) e Par linéarité de I’espérance :
2(2 1
E(Z) = E(X) + B(Y) = 2B(X) = %

e Puisque les variables aléatoires X et Y sont indépendantes
et que X et Y ont la méme loi, on a :

V(Z) = V(X)+ V(Y) = 2V(X).
On a:
n 243 2 n?(n+1)2 n(n+1)
B(X?) = = x =
; nn+1) nn+1) 4 2
donc :
n(n n 2
V) = B - (Bt = M) BrtD)
9(n? 4+ n) — 2(4n? +4n + 1)

18

)
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Corrigés des exercices

n?4+n—-2 (n+2)(n—1)
B 18 18 ’
2 -1
On conclut : V(Z) = %a(n)

1
a) Le dé étant équilibré, chaque face a la probabilité — d’étre
obtenu. Donc X suit la loi uniforme sur {1,...,6}.

b) On réalise ici une succession de 8 épreuves de Bernoulli

(tirer une boule) de fagons indépendantes et dont la proba-
1

4
bilité de succeés (obtenir une boule rouge) est =3
1
Donc X suit la loi binomiale de parametre (8, 7).
¢) On réalise ici une succession de 10 épreuves de Bernoulli
(mettre une boule dans 'un des 3 sacs) de fagons indépen-
dantes et dont la probabilité de succeés (mettre la boule dans

1
le premier sac) est 3

1
Donc X suit la loi binomiale de parameétre (10, §>

d) Les tirages s’effectuant sans remise, X est égale a la place
du jeton numéro 1, cette place étant un entier « au hasard »
entre 1 et n. Donc X suit la loi uniforme sur [1;n].

e) On réalise ici une succession de n épreuves de Bernoulli
(répondre & une question) de fagons indépendantes et dont

1
la probabilité de succes (répondre correctement) est —.
r

1
Donc X suit la loi binomiale de parameétre (n, 7>.
r

a) La va S prend ses valeurs dans {0,...,n + m}, car X
(resp. Y') prend ses valeurs dans {0, ...,n} (resp. {0,...,m}).

Soit k € {0,...,n+ m}. Alors :

P(S=k) = P(
(i) & i+i=k

P(X =4,V =)
(4,3) 5 i+j=k
par incompatibilité des événements

Yo P(X =i)P(Y =)).

(4,3) 5 i+ji=k

par indépendance de X et Y

Or, pour tout (i,7) € N2, on a :
P(x =i) = (D)p'a-pn
Py =)= (") a-pm,
J

. n L m .
aveclaconventlon(,):0511>net(4)2051_7>m.
J

)
On obtient alors :

Ps=k = > (Opa-p (T;)pj(l -p)"

(4,9) ; i+i=k

_ Z (”) ("‘”‘)piﬂ'(l — p)nm—(i+5)

(3) 5 ivg=k 0
e 2 ()
(i.3) 5 i+i=hk J
= ("
Donc: P(S=k)= <n 4 m)pk(l — pyntm—k,

Ainsi, S suit la loi binomiale de parameétre (n + m, p).

b) Supposons que 1'on dispose d’une piéce amenant pile avec
la probabilité p. On lance d’abord n fois cette piece et on note
X le nombre de piles obtenus ; puis on lance m fois cette piéce
et on note Y le nombre de piles obtenus.

Alors X suit la loi binomiale de parameétre (n,p) et Y la loi
binomiale de parameétre (m, p).

La va S correspond alors au nombre de piles obtenus lors
des n+m lancers. Donc S suit la loi binomiale de paramétre
(n 4+ m,p) (on retrouve le résultat précédent).

¢) Sachant que (S = k), X prend ses valeurs dans {0, ..., k}.
Soit ¢ € {0, ..., k}. Alors :
Pls—p)(X =1)
P(X =4,S=k)
P(S=k)

P(X =i,Y =k —1i)
P(S=k)
P(X =i)P(Y =k —i)

= ar indep. de X et Y
P(S = k) P P

<7il)pi(1 - p)"*i (kri i>pk7i(1 - p)M7(k7i)

(TR0

i)

La loi obtenue est appelée loi hypergéométrique de parametre
n
(n +m, k, ——
n

+m
a) o Loi de X :

La va X prend ses valeurs dans {1,...,n}.

Chaque urne a la méme probabilité d’étre choisie, donc :

Vke{l,.n}, P(X=k) =~
n
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b) e Loi du couple (X,Y) :
Soit (k,£) € {1,...,n}?. On a :
Pry = P(X = kY = £) = P(X = k) Px—p) (Y = 0).

- Si £ >k, alors P x—)(Y =£) =0, donc: pg ¢ =0.

- Si £ < k, puisque chaque boule de Uy, a la méme probabilité
1

1
d’étre tirée, P x—1)\ (Y =¢) = —, donc : = —.
(x=k)( ) % Prie=
1
. 2 — sil<k
Ainsi = V(k,0) € {1,...,n}*, pre= nk
0 sinon

e LoideY :
La va Y prend ses valeurs dans {1,...,n} et on a, pour tout
Le{l,..,n}:

n

Py =0=3 L1
= = Pk = _ = — —
k=1 ek niDk

(on ne sait pas calculer explicitement cette somme).

eOn a:

E(Y)
n n n Z
= Sepy=0 = Z(Z%)
=1 =1 k=¢
(x4 -y l(y)
= —) = — ¢
k=1 ¢=1 nk k=1 nk =1
o LK+ 1
a 1;1 nk 2 T op ;;(k +1)
. 1 n? 4+ 3n . n+3
T on 2 4

¢) X et Y ne sont pas indépendantes car :
P(X=17,Y=n)=0

et P(X=1PY =n)= > x 2

1
X il # 0.
e Calculons Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).

on a :

E(XY)
n k
> upk,[:Z(Zkei)
1<k, t<n k=1 ¢=1
1 n k
= 2 (X9
k=1 (=1
1 = k(k+1) 1l /e, —
- = = — B+> k
n; 2 277,<kz::1 kz::l )
1 /n(n+1)2n+1)  n(n+1)
- %( 6 T )
_ (n+1)(n+2)
- 6

On en déduit alors :
1 2 1 3 2-1
Cov(X,Y)z(nJr Jn+2) nt .n+ = .
6 2 4 24
Ainsi Cov(X,Y) > 0, ce qui normal puisque, lorsque X aug-
mente, Y a tendance & augmenter aussi, les deux va évoluent
dans le méme sens.

a) Loi de (X,Y) :

- Les tirages s’effectuant sans remise, X prend ses valeurs
dans {1,...,m — 1} et Y prend ses valeurs dans {2,...,m}.

- Soient k € {1,...,m — 1} et £ € {2,...,m}.
Sik>¢ alors P(X =k, Y =¢)=0.

Si k < ¢, ’événement (X = k,Y = {) est réalisé lorsque 1'on
obtient I’une des deux boules blanches au k-ieme tirage, puis
la derniére boule blanche au ¢-iéme tirage.

2 1
Donc: P(X =k, Y ={)=— x .
m m—1

Ainsi :
2
si 1<k<f<m
P(X =k Y =) ={ mim—1)
0 sinon.
b) e Loide X :
La va X prend ses valeurs dans {1,...,m — 1} et on a, pour

tout k € {1,...,m — 1} :

P(X:k):iP(X:k,Y:Z)

=2
_ i 2 _ 2(m—k)
Pt mim—1) m(m—1)
e Loi de D :
La va D prend ses valeurs dans {1,..,m — 1}, car
1< X <Y <m,eton a, pour tout k € {1,....,m —1} :
m—1
P(D=k)=PY =X+k)=> P(X=0Y=L0+k)
=1 =0 sil+k>m
B ’”Z"“ 2 2(m—k)
N = m(m—1) T om(m—1)"
Ainsi, X et D ont la méme loi.

e Les va X et D ne sont pas indépendantes, car :
P(X=m-1,D=2)=P(X=m-1,Y=m+1)=0,
2 2 -2
o 2m )750

POX =m=)P(D=2) = =

m(m — 1)

¢) Puisque D =Y — X et X ont méme loi, on en déduit :
E(D) = E(Y) — E(X) = E(X),

E(Y) = 2B(X)

et: V(X)=V(Y)+ V(X

V(X

Cov(X,Y) = — .

donc :

N

—2Cov(X,Y) = V(X),

~

donc :
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d) eLoide Z=m+1-Y :

La va 'Y prend ses valeurs dans {2, ..., m}, donc la va Z prend
ses valeurs dans {1,...,m — 1}.

On a, pour tout k € {1,....,m — 1} :

P(Z=k)=PY =m+1—-k)

m—1
= ZP(X:&Y:erlfk)
=1 —0 sitzmil—k

2 2m—k)
n e:z1 m(m — 1)

m(im—1)

P(X = k).

Ainsi, X et Z ont la méme loi.

e Donc :
E(Z)y=m+1—-E(Y)=m+1-2E(X)=E(X).

B(X) = m;rl et E(Y):QE(X):@.

a) Soit n € N*. La va Sy, est la somme de n va indépendantes,
suivant la loi de Bernoulli de méme parametre p.

D’apres le cours, Sy, suit la loi binomiale de paramétre (n, p).
b) e Calculons u;.

La va S7 = X suit la loi de Bernoulli de paramétre p.
Donc: wu; =P(S1=0)=1—p.

o Calculons us.

La va So suit la loi binomiale de parameétre (2, p).

ug = P(SQ =0)+P(SQ = 2)
_(? 2 2\ o _ 2 2
= (0)(1 —p)+ (2)17 =(1-p)"+p
=1-2p+2p°

o Calculons us.

Donc :

La va S3 suit la loi binomiale de paramétre (3, p).
uz = P(S3 =0) + P(S3 =2)

_(3 3, (3,2

=()a-» +2(2)p (1-p)

= (1-p)" +3°(1—p)

=1 =p)(1 = 2p+4p%).

¢) «Notons, pour tout n € N*, A,, "événement :
« la va Sy, est paire ».

Vn € N*, wup, = P(An).

Soit n € N*. Les événements A, et A,, forment un systéme
complet d’événements. Donc par la formule des probabilités
totales :

Un+1 = P(An)Pa, (Ant1) + P(An) Py—(An41).

Or, sachant A, ’événement A, 41 est réalisé si et seulement
si Xy41 est égal a 0.

PAW,(An-Q-l) = P(Xn+1 = 0) =1-p

Donc :

Ainsi :

Ainsi :

De la méme facon :

On en déduit :
Unt1 = un(l=p) + (1 —un)p = (1= 2p)un +p.

e La suite est donc une suite arithmético-

géométrique.

(un)nen=

Déterminons « tel que a = (1 —2p)a+p:

1
a=(1-2p)a+p < a2p) =p < a=g.

1
La suite de terme général v, = u, — — est alors une suite

géométrique de raison (1 — 2p) puisque :
1 1
Vn € N*, vpi1 =unq1 — 5 =1 -2p)upn+p— -

2
=(1-2p) (Un - %) = (1 —2p)vn.

Ainsi, pour tout n € N* :

1
v =1 —-2p)" tuy = (1 —2p)" L <u1 — 5)
1

=(1- 210)"71<5 —P) =

(1—2p"
3 .
On en déduit :
1 1+(1—2p)"
“":””5:%-
ePuisque 0 <p<l,ona—-1<1-2p<1,
et donc (1 — 2p)™ — 0.

Vn € N*,

1
On conclut : limu, = —.
noo 2

a) On réalise une succession de n épreuves de Bernoulli (tirer
une boule), de fagon indépendantes et dont la probabilité de
succes (obtenir une boule blanche) est p.

Ainsi, la va X, suit la loi binomiale de paramétre (n,p).

D’aprés le cours :  E(Xn) =np et V(Xn)=np(l—p).

X,
b) Notons F,, = ™ Ona:
n

By =25,
V(Fy) = V(:gn) _ p(ln— p)

Soit € > 0 fixé. Appliquons l’inégalité de Bienaymé-
Tchebychev a la va Fj,. On obtient :

P s> < 8 ot

2
Considérons 'application
f:00;1] — R, p+— p(1—0p).

ne

L’application f est dérivable sur [0; 1] et, pour tout p € [0;1],
f'(p)=1-2p.

1
On en déduit que f atteint son maximum pour p = 3 et que

1 1
ce maximum est égal a f(7> = -
2 4
. 1
Ainsi: Vpe€[0;1], p(l—p) < "
. n 1
On obtient alors : P( — —p‘ > a) ,
n 4ne?
d’otx
X X 1
P()—nfp <€) :17P<‘—nfp 25) >1— —.
n n 4ne?
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¢) Il s’agit de déterminer un entier n tel que :

P()% —p‘ < 10*2) > 0.95.

Pour cela, il suffit que 1 — m > 0.95.
Or :
1 10
1————-55 209 <= n>-——— =50000.
4n(10—2)2 4 % 0.05

On en déduit que pour n > 50000, la fréquence d’obtention
de boules blanches differe de p d’au plus 10~ 2, avec une pro-
babilité inférieure ou égale a 5%.

a) Soit i € {1,2,3}. On réalise une succession de n épreuves
de Bernoulli (mettre une boule dans un sac), de fagon indé-
pendantes et dont la probabilité de succes (mettre une boule

dans le sac S;) est égale & 3

1
Ainsi, la va N; suit la loi binomiale de paramétre (n, §>

On en déduit, d’apres le cours :

E(N1) = E(N2) = E(N3) =n x % = g
V(N1) = V(N2) = V(N3) = n x % « ; - %"

b) eLa va Ni+ Na représente le nombre total de boules dans
les sacs S1 et S2. La probabilité de mettre une boule dans le

2
sac S1 ou le sac S est égale a 3

2
Ainsi, N1 + N2 suit la loi binomiale de paramétre (n, §>

1 2n
X == .
3 9
V(Nl + N2) = V(Nl) + V(NQ) +2COV(N1,N2)‘
_ V(Nl + NQ) — V(Nl) — V(Ng)
2

On en déduit : V(N1 + N2) =n x

Wl N

Or :

Ainsi :  Cov(Ny, Na2)
1 2ny, —-n
209 =

Remarque : Cov(N1, N2) < 0, ce qui était prévisible, puisque,
lorsque N1 augmente, N2 a tendance & diminuer.

a) e Loi de X7 :
La va X1 prend ses valeurs dans {0,1}.
Puisque 'urne ne contient qu’une boule blanche et une boule

1
noire, alors : P(X; =1) = P(X; =0) = 5

o Lot de X9 :

- La va X2 prend ses valeurs dans {0, 1}.

-Ona: P(X2=0)=P(X1 =0)Px,—0)(X2=0)
+ P(X1 = I)P(Xlzl)(X2 = 0).

Or, si (X1 = 0), l'urne contient, avant le deuxiéme tirage,
1 boule blanche et 1 + ¢ boules noires, donc :

1+c¢
P(Xlzo)(XQ =0) = i e

De méme, si (X1 = 1), P'urne contient, avant le deuxiéme
tirage, 1 4+ ¢ boules blanches et 1 boule noire, donc :
1
Pix,—1)(X2=0) = .
(x1=1)(X2 = 0) T1c
1 1+¢c 1 1 1
Dou: P(X2=0)= =X - X = —.
o PX2=0) = x o T3 5 T3
1
Puis: P(Xp=1)=1-P(X2=0)=_.
1
On conclut : P(Xo=1)=P(X2=0) = 7

b) «Soit k € {0,...,n}. Sachant que (S, = k), on a obtenu,
lors des n premiers tirages, k boules blanches et n — k boules
noires; l'urne contient donc, avant le (n + 1)-iéme tirage,
1 + ck boules blanches et 1 + ¢(n — k) boules noires et au
total 2 4+ cn boules.

1+ ck

2+cn ’

« Ainsi, puisque Sy, prend ses valeurs dans {0, ...,n}, on a :

On obtient :

Ps,=k)(Xnt1=1) =

n
P(Xn41=1)= > P(Sn = k)P, —k)(Xnt1 = 1)
k=0

" 1
S P(S, = k)it
o 2+cn

- 2+1€n<ZP(Sn =k)+c¢ > kP(Sn = k))
k=0

k=0

=1 :E<Sn)
1+ cE(Sn)
o 2+ cn ’
¢) Notons, pour tout n de N*, P(n) la propriété :
1
« P(anl):P(Xn:O):i » .

Raisonnons par récurrence forte.
* Initialisation : d’aprés a), on a la propriété P(1).

* Hérédité : supposons, pour un n de N* fixé, les propriétés
P(1),...,P(n). Montrons P(n + 1).

Pour tout k € {1,...,n}, d’apres la propriété P(k),

1
B(Xp) =0x P(Xp =0)+1x P(Xp =1) = _.

n
n
Donc : E(Sp) = E(Xy) =—.
(52) = 3B = 3

Ainsi, d’apres b) :

n
C14ceB(S.) 1Ty 1
2+cn

P(X =1 .
(Xn+1 ) 24+cn 2
Enfin, puisque X,,11(Q2) = {0,1},

1
P(Xnt1=0) = 1= P(Xn41 =1) = _.
Dot la propriété P(n + 1).

*  Conclusion : On conclut que, pour tout n de N* :

Xn(Q) = {0,1} et P(Xp =1) = P(Xn = 0) = %
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a) o Lot de Xy, :
La va X} prend ses valeurs dans {0,1}.

L’événement (Xj = 1) est réalisé lorsque la boite numéro
k contient le jeton numéro k. Or, il y a n! répartitions pos-
sibles, chaque répartition est équiprobable, et il y a 1x (n—1)!
répartitions réalisant ’événement (X = 1).

Ix(n—1! 1

On en déduit : P(Xp =1) = .
n! n
n—1
Etdonc: P(Xp=0)=1-P(X,=1)= .
eOn a:

1
E(Xp)=0X P(Xp=0)4+1x P(X;, =1)= =,
n

2 2 2 1
E(X2)=02x P(X)=0)+12x P(X =1) = —,
n

n—1

et donc : 5
n

V(Xi) = B(X}) — (B(Xy))” =

b) Calculons Cov(Xg, Xy) = E(XrX¢) — E(Xk)E(Xy)-

Les va Xy, et X, prennent leurs valeurs dans {0,1}, donc :

E(XrX¢) =0x0x P(X,=0,X,=0)
+0Xx1xXP(Xr=0X,=1)
+1x0xP(Xp=1,X,=0)
+1X1xP(Xp=1,X,=1)
= PXp=1,X,=1).

L’événement (X, = 1, X, = 1) est réalisé lorsque les boites

numéro k et £ contiennent le jeton de méme numéro. Or, il y a

n! répartitions possibles, chaque répartition est équiprobable,

etilyalx1x (n—2) répartitions réalisant 1’événement
(Xp =1,X, =1).

On en déduit :
1x1 —2)! 1
P(Xp=1,X, = 1) = 22X 1X =2 .
n! n(n —1)
1 1 1
Cov(Xp, X)) = ——m — — = ————.
ov( X, Xe) nn—1) n?2 n2(n-1)
¢) Par définition des va, on peut écrire :
S=X1+ -+ Xp.

Ainsi :

o Par linéarité de 1’espérance :

E(S)=E(X1)+-~+E(Xn):nx%:1,

e Les va X ne sont pas mutuellement indépendantes, donc :
n
V(S)=> V(Xp)+2 > Cov(Xk, Xy).
k=1 1<k<e<n
. . , 5 1
Or, toutes les covariances sont égales (égales & ———
n2(n —1)

evitya (1) =" 21
V(S)=nx
n—1 1

= +-=1.
n n

)

termes dans la deuxiéme somme.

(n—1) 1
2 x n2(n—1)

-1
Donc : n2 +2><n
n

a) e Loi de N :
La va N prend ses valeurs dans {0, ...,n}.
Chaque jeton de U; a la méme probabilité d’étre tiré. Donc :

1

n+1
eOn a:
=~ 1 1
R
n+1 n+1 2 2
k=0
E(N*) =
k:OnJrl
1 n(n+1)2n+1) n(@2n+1)
n+1 6 B 6

donc : V(N) = E(N?) — (E(N))* = %

b) 1) e Loi de X; :
La va X; prend ses valeurs dans {0, 1}.

Soit k € {1,...,n}. Calculons P(n—j)(X; = 1). Sachant que
(N = k), on tire une poignée de k jetons dans l'urne Us ; il
y a donc résultats possibles, chaque résultat est équi-
probable; I’événement (X; = 1) est réalisé si on tire le jeton
numéro 4 : il y a donc 1 x (Z:i) résultats réalisant cet
événement.

()

(n—1)!

Pinoiy(Xi=1) =

(k—D!((n—=1) = (k—1)! n!

On en déduit, en utilisant le systéme complet d’événements
{(N=k); ke{0,...,n}} :

P(X;=1)= > P(N =k)Pn_p)(Xi=1)
k=0
=P(N =0) P(N:()) (X:=1)

=0
+ ) P(N =k)Pyop (X =1)
k=1
- k_ Sk
oontln n(n—i—l)k:0
B 1 nn+1) 1
T nn+1) 2 2
. 1 1
Puis : P(X,‘:O):lfP(Xizl)zlfizi.
Ainsi :
E(Xi):OXP(Xi:0)+1><P(Xi:1):P(Xi:1):%
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E(X2)=0’xP(X; =0)+1?2xP(X; =1) = P(X; =1) = %

1 /152
V(X)) = B(X?) - (B(X;)? = 57 (5) -1

N

n
2) e Par définition des va : ZXi =N.
i=1

e Donc :

V(N):V(ZXi>:ZV(Xi)+2 > Cov(Xy, X;).
=1 i=1

1<i<j<n

Par raison de symétrie, les va X; ont méme loi, et toutes les
variances sont égales et toutes les covariances sont égales.

Donc : V(N) = nV(X1) + 2(72‘) Cov(X1, X2) d’on :

nnt2) n
Cov(X1,X2) = VN) = nV(X) = n1(2n— 1) + = %

n
2(,)
2
Ainsi, pour tous %,j € {1,...,n} tels que ¢ # j :

1
Cov(X;, X;) = —.
v(Xs, X;5) 12
n
¢) Onaalors: S = ZZXZ
i=1

o Par linéarité de ’espérance :
n

B(S) =Y iB(x) =23 i= nint1)

=1 =1

V(S):Zv(ixi)'i‘Q S Cov(iXi, jX;)

i=1 1<i<j<n
=Y iVX)+2 Y ijCov(Xi, X;)
i=1 1<i<j<n
1 n
N TP S
4 i=1 1<i<j<n
Or :
n Jj—1
i=33(59)
1<i<j<n j=2 i=1
n Q. n n
-1 _1 .3 2
=Y =5 (XX - )
Jj=2 j=1 j=1
1<n2(n +1)2 _n(n+1)(2n+ 1))
2 4 6
n(n—1)Bn+2)(n+1)
- 24 '
Donc :
1 1)(2 1
V(s — Ly e+ 1)
4 6
n 1 y nn—1)3n+2)(n+1)
6 24
n(n 4+ 1)(3n2 + 11n + 4)

144

e Notons X le nombre de vaches qui choisissent 1’étable nu-
méro 1. Puisque les 100 vaches choisissent une étable de fa-
con indépendante les unes des autres, et que la probabilité

de choisir ’étable numéro 1 est égale & > on en déduit que

1
X suit la loi binomiale de parameétre (100, 5)

1 1 1
E(X):100><§ =50 , V(X):100><§><§ = 25.
¢ Notons F ’événement : « chaque vache trouve une place ».

1l s’agit donc de déterminer n tel que : P(E) > 0.95 (*).

Si X vaches choisissent 1’étable numéro 1, alors 100 — X
vaches choisissent I’étable numéro 2.
On en déduit :

Ainsi :

E=(X<n)n (100—X <n)=(100—n < X < n).
Ainsi : P(E) = P(100 —n < X < n)
=P(50 —n < X — 50 < n —50)
= P(]x = 50] <n—50) = P(|X = E(X)| <n—50)
-1 —P(|X—E(X)| > n—50).
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :
P(|X —B(X)|>n— 50) < P(|X —E(X)|>n- 50)
V(X) 25

S (n—=502  (n—50)2"

On obtient donc: P(E) >1— L
(n — 50)2
Il en résulte :
25
(%) =1- 7(71 ~ 500 > 0.95
B <1-0.95=0.05
(n — 50)2

[ 25
< n=50414/ — ~723.
0.05

On en déduit que, pour n = 73, chaque vache trouve une
place avec une probabilité supérieure a 95%.

a) o Une variance étant toujours positive ou nulle, on a :
VteR, VX +Y)=>0.
¢ On a, pour tout t € R :
VX +Y)=V(tX)+2Cov(tX,Y)+ V(Y)
=12V (X) 4 2t Cov(X,Y) + V(Y).

Ainsi, P : t — t2V(X)+2tCov(X,Y)+V(Y) est une fonc-
tion polyndéme de degré inférieur ou égal & 2, positive ou nulle
sur R. Donc le discriminant est négatif ou nul.

On en déduit : A =4Cov(X,Y)2 —4V(X)V(Y) <0.

Ainsi : Cov(X,Y)2 < V(X)V(Y),
et donc: |Cov(X,Y)| < /V(X)V(Y).
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b) De plus : |Cov(X,Y)| = /V(X)V(Y) <= A=0.

Donc le polynéme P admet une unique racine réelle ¢g.
P(to) =0= V(toX =+ Y)

Ainsi la va to X + Y est de variance nulle, donc c’est une va
certaine, égale & un réel a. On en déduit : t X +Y = a,
autrement dit Y = —tgX + a.

On a alors :

On conclut que les va X et Y sont liées par une relation
affine.

a) La va X suit la loi binomiale de parameétre (n,p).
D’aprés le cours :  E(X)=np et V(X)=mnp(l—p).

b) 1) La loi conditionnelle de Z sachant (Y = k) est la loi
binomiale de parameétre (k,p).

2) ePuisque Y = n — X, la va Y suit la loi binomiale de
paramétre (n,1 — p).

e Déterminons la loi de Z.

La va Z prend ses valeurs dans {0, ...,n}.

Soit i € {0,...,n}. Alors, par la formule des probabilités to-

tales : n

P(Z=1i)=)Y_ P(Y =k)Py_(Z=1)
— ————
=0 =0sik <1

= zn: (:) (1—p)Fpr=* (’:)pi(l -p)F
k=1

Or, pour tout k € {3,...,n} :

ny\ rk n! k! n!
(k> (z> T Rm—k)lidk—i)  (n—k)ll(k—1)!

n! (n —i)! n—i
Tl (k—)((n—i)— (k—d) (z)(k—z)

Ainsi :
P(Z =1)
= R G e
g (X amp
- Qe S
NS (n) 1—p)'p’ (4(:10_ p)?+p)" "

Ainsi, la va Z suit la loi binomiale de paramétre (n, p(1 —p)),
E(Z) = np(1 - p).

Remarque : On peut retrouver ce résultat par un raisonne-
ment direct (et sans calcul!).

D’apreés le cours :

Tout se passe comme si 1’éléve répond deux fois & chaque
question. La va Z compte le nombre de questions mal ré-
pondues la premiére fois, puis correctement répondues la se-
conde fois. On réalise donc une succession de n épreuves de
Bernoulli, dont la probabilité de succes est (1 — p)p.

Ainsi, la va Z, qui correspond au nombre de succes, suit la
loi binomiale de paramétre (n, 1- p)p).

¢) sLa va S représente le nombre de bonnes réponses don-
nées lors des deux saisies.
e Déterminons la loi de S.
dans

La va S prend ses valeurs

0<X+Z<n.
Soit k € {0,...,n}. On a :
P(S =k)

{0,...,n}, puisque

k
= > P(X=i,Z=k—i)
=0

k
= Y PV =n—iZ=k—1i)

1=0
k
= > PY =n—i)Py_n_yP(Z=k—1i)
1=0
=3 (Y (O Y - e
n—=1 —1

.

I
M~ L

n n—1 L
( )( '>pk(17p)2n 7 k'
n—1i/ \k—1
Comme précédemment, on montre :

Vi € {0, ..., k}, (ni 1) (Z:i) = (Z) (]:)

k3

Il
o

Ainsi
P(S=k) = (:)pk(l _p)2n2k zk: (’:) (1= p)i—i
=0
v (A= -p)*
- (Dee-ta-p)t

Puisque 1 — (1 — p)2 = 2p — p? = p(2 — p), on en déduit que
S suit la loi binomiale de paramétre (n,p(? — p))
Remarque : La encore, on peut retrouver ce résultat par un
raisonnement direct (et sans calcul!).

Tout se passe comme si 1’éléve répond deux fois & chaque
question, et que la question est validée s’il donne au moins
une fois la bonne réponse.

On réalise donc une succession de n épreuves de Bernoulli,
dont la probabilité d’échec est (1 —p)? et dont la probabilité
de succes est donc 1 — (1 — p)2 = p(2 — p).

Ainsi, la va S, qui correspond au nombre de succes, suit la
loi binomiale de parameétre (n,p(2 — p))

Remarque : Les va X et Z n’étant pas indépendantes (car
P(X =n,Z =n) =0# P(X =n)P(Z =n)), on ne peut
pas utiliser le résultat de 'exercice 29.11.

En revanche, on a :
E(X + Z) = E(X) + E(Z) = np + np(1 - p)
— np(2 - p) = B(S).
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Vi o Fav ?

VA B Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires définies sur un méme univers fini Q, alors
la loi marginale de Y est donnée par :

VeY(Q), PV =y)= > Px_pY =y)P(X =u2).
zeX ()

VA8 Si XY sont deux variables aléatoires réelles définies sur un méme univers fini 0, alors,
pour tout z € X(Q) +Y (), on a :
PX+Y =2)= > P(X = z)P(Y =y).
z€X (), yeY (Q), z+y=z

Deux variables aléatoires X,Y définies sur un méme univers fini 2, sont indépendantes
si et seulement si :

V(x,y) € X(Q) x Y(Q), P((X =2) N (Y =y)) = P(X =x)P(Y =y).

Si X, Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme univers fini €2,
alors, pour toutes parties A de X(Q) et B de Y(Q) :

P((X € A) n (Y eB))=P(X cAP(Y € B).

Si X,Y sont deux variables aléatoires définies sur un méme univers fini et si
E(XY)=E(X)E(Y), alors X et Y sont indépendantes.

Si X, Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme univers fini €2,
alors X2 et Y2 sont indépendantes.

Si X,Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme univers fini €2,
alors: V(X+Y)=V(X)+V(Y).

Si X est une variable aléatoire réelle définie sur un univers fini §2, alors, pour tout € > 0 :
V(X)

P(IX - B(X)| > ) < =

Si n variables aléatoires X7, ..., X,, suivent la méme loi de Bernoulli B(p), alors leur
somme X; + - -+ + X, suit la loi binomiale B(n,p)

vAUNIIN Si deux variables aléatoires X,Y, définies sur le méme univers fini €2, suivent la loi
uniforme sur {1,...,n}, alors (X,Y) suit la loi uniforme sur {1,...,n}2.
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Vrai ou Faux, les réponses

-\@ ol E PIVE'N les \féb[)oméaé

C’est un résultat du cours, obtenu en appliquant la formule des probabilités totales au
systeme complet d’événements (X = 2),ex(q)-
On a l'égalité d’événements m

(X+Y =2)= U (X =2)n (Y =y)),
ze€X(Q),yeY (Q), z+y==z
ou la réunion est disjointe, donc
P(X+Y =2)= > P(X=2)n (Y =y)),
z€X (), yeY (), z+y==2
mais, en général, X et Y ne sont pas indépendantes, donc on ne peut pas remplacer
P((X =) N (Y =y)) par P(X =2)P(Y =y).

740 C’est une définition du cours.

C’est un résultat du cours.
C’est la réciproque qui est vraie.

C’est un cas particulier d’'un résultat du cours : si deux variables aléatoires X et Y sont
indépendantes, alors, pour toutes fonctions f,g, les variables aléatoires f(X) et g(Y)
sont indépendantes.

Puisque X et Y sont indépendantes, on a E(XY) = E(X)E(Y), d’ou :
V(X +Y)=E(X +Y)?) — (B(X +Y))?
— B(X?+2XY +Y?) - ((E(X))? + 2E(X)E(Y) + (E(Y))")
= (B(X?) — (E(X))?) + 2(B(XY) - B(X)E(Y)) + (B(?) - (E((Y))?)

=V(X)+ V().
At Clest I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev.
Il y a eu oubli de I’hypothese : X7, ..., X, sont mutuellement indépendantes.
74808 Contrexemple avec n = 2 :
1
P(X=1,Y:1)=P(X:27Y:2):§, P(le,YzQ)zP(XzZY:l):g.

Le résultat devient vrai si on suppose, de plus, que X et Y sont indépendantes.
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Les programmes sont rédigés
en Python 3.3
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Q@Aa abovdlos Aavs los ovevcices

Boucles indexées for, boucles conditionnelles while
Calcul de sommes, de suites récurrentes

Manipulations de listes, de chaines de caracteres
Justification des algorithmes : terminaison et correction

Etude de la complexité théorique et pratique de certains
algorithmes

Résolutions numériques de problemes, simulations
Import de modules, création de graphiques

Manipulation de fichiers en lecture, en écriture.

/’Po'wd'é essontiols AL couvs
oy e vasolution. Heos oxeovcicos

Utilisation de I'indentation

Syntaxe des principales instructions :
o conditionnelle if
o boucle indexée for
o boucle conditionnelle while

Utilisation de variables, de fonctions

« Connaissance de quelques structures de données

(entiers, flottants, listes, chaines, n-uplets).

m%wé suy L'Lnﬁomad’(gbu

e Ce chapitre a pour but de compléter la formation mathé-

matique des étudiants par des notions d’algorithmique, de
programmation et d’ingénierie numérique, souvent en lien
avec des notions étudiées dans le cours de mathématiques.

¢ Les exemples proposés ont été rédigés en Python 3.3, mais

se transposent facilement dans d’autres versions. En Py-
thon 2.7, on évitera l'utilisation des caracteres accentués.
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Les méthodes a retenir

Méthode

Décider de ’arrét de la boucle :

e Si on connait a priori le nombre de tours de boucle, choisir une
boucle for

Pour choisir une boucle
indexée (for) ou condi-
tionnelle (while) « Sinon, choisir une boucle while et bien réfléchir a la condition
de sortie de boucle.

—— (e ~

On utilise une variable s qui contient la somme partielle de la liste. On

parcourt tous les termes de la liste pour qu’a chaque tour de boucle i,

Déterminer la somme des éléments de la i—1
liste : s contienne Z ag-
a=1[3,1, 4,1, 5, 9, 2, 6, 5] k=0

a=[3,1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, 5]
def somme(a):
"""Renvoie la somme des éléments de <a>"""
s =0
for e in a:
s += e
return s

print (somme (a))
— 36

(B ~

On utilise une variable p qui contient les puissances successives de 2,

jusqu’a dépasser 106.
Déterminer la plus petite puissance de 2
def pppuissance(n):
"""Renvoie la plus petite puissance de 2
supérieure a <n>"""
p=1
while p < n:
p *= 2
return p

supérieure & un million.

print (pppuissance (1e6))

— 1048576
\. J
Rappel de syntaxe Python <
Pour parcourir une liste [ao, ..., an—1], un n-uplet ag, ..., an—1 ou une
1) for i in range(len(a)): chaine "ag ... an—1":
print(alil) 1) On peut parcourir tous les indices (engendré par len(a)).
2) for e in a: 2) Lorsque a est un itérable, on peut directement itérer sur ses élé-
print(e) ments. C’est le cas des listes, des n-uplets, des chaines, des ensembles,
des dictionnaires, etc.
\. J
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500

Rappel de syntaxe Python

Remarquons aussi que a[-2] désigne I’élément a,_3.

N
1l s’agit d’affectations augmentées des variables. La variable s est aug-
. mentée (au sens de ’addition) de la valeur 1. La variable p est multipliée
s +=
par la valeur 2.
p *= 2
Dans d’autres langages, et c’est aussi possible en Python, on aurait
écrit : s=s+1 e p=p*2
D’autres opérations d’affectations augmentées sont possibles (/=, //=,
%=7 **=’ |=7 etc)'
Remarquons que != n’est pas une affectation augmentée : c’est I'opé-
rateur de comparaison #.
\, J/
Méthode )
Essayer de :
Pour manipuler des o Reconnaitre un probléme de parcours de liste (resp. de chaine),
listes (resp. des chaines) avec traitement successif des éléments
* )
par exemple pour une e Mettre en ceuvre ce parcours avec une boucle for ou while.
recherche o On pensera que les éléments sont indexés a partir de 0, et que
I’on accede au nombre d’éléments avec la fonction len.
\ J
—CZID ~
On utilise une variable m qui contient le maximum partiel de la
liste. On parcourt tous les termes de la liste pour que m contienne le
Déterminer le maximum de la liste : . . .
maximum de la liste partielle {€g,...,¢;_1}.
a=1[3,1, 4,1, 5, 9, 2, 6, 5]
a=1[3,1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, 5]
def maximum(a):
"""Renvoie la plus grande valeur de <a>"""
m = al0]
for e in a:
if e > m:
m=e
return m
print (maximum(a))
— 9
\, J/
Rappel de syntaxe Python N
11 s’agit de tranchage (ou slicing) d’une liste. Cette opération permet
d’obtenir une sous-liste définie par les indices de début et de fin (+1).
a[2:7] Notant a = [ag, a1,a2,4a3,...,an—2,an—1] la liste a :
al[:3] al2:7] est [a2,a3,...,as5,a6]
al[2:] al:3] est [ao,a1,a2]
al:-2] al2:] est  [a2,a3,...,an—2,an—1]
al:-2] est  [ao,a1,...,an—4,an—3]
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Les méthodes a retenir

—{Ea)

N
On utilise une liste b. On parcourt les éléments de la liste a qui sont
) inférieurs & x, puis ceux qui restent (et qui sont supérieurs a x).
Ecrire une fonction qui insére & sa place
1 d la liste triée : def insere_dans_tri (a,x):
une valeur dans fa Uste triee - """Renvoie la liste des éléments de la liste
a=1[1,1,3,4,4,7,8, 8l triée <a> ou <x> a été inséré a sa place"""
L’utiliser pour insérer les valeurs 6 b =[]
puis 9. i=0
while i < len (a) and alil] < x:
b.append(alil)
i+= 1
b.append (x)
for e in afli:]:
b.append(e)
return b
a=1[1,1, 3, 4, 4, 7, 8, 8]
x1 =6
x2 =9
print (insere_dans_tri(a,x1))
— [1, 1, 3, 4, 4, 6, 7, 8, 8]
print (insere_dans_tri(a,x2))
— [1, 1, 3, 4, 4, 7, 8, 8, 9]
. S
Méthode ~
o Utiliser une variable qui contiendra la somme partielle (resp. le
Pour  calculer  une produit partiel)
somme (resp. un pro- e S’assurer de la correction du résultat en exhibant I'invariant de
duit) boucle
o Si la somme (resp. le produit) est double, utiliser deux boucles
imbriquées.
= Exercices 30.1 a 30.3, 30.12, 30.15, 30.19
\ J
— G ~
On parcourt les valeurs des indices par une boucle for. On utilise une
variable s qui contient les sommes partielles.
Ecrire une fonction somme(n) qui cal- def somme(n):
cule : n """Renvoie la somme des cubes des entiers
Z k3 entre 1 et <n>"""
= s =0
for i in range(l, n+1):
# s est 134234+ (i—1)3
S += i%x3
return s
print (somme (15))
— 14400
\. J
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Rappel de syntaxe Python

L’expression proposée s’évalue en :

[ [ kx #* 3 for k in range(10) ]

} [0, 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729].

Il s’agit d’une liste en compréhension.

La syntaxe — proche de la syntaxe mathématique — est élégante et

permet de proposer un code tres lisible.

On peut ainsi proposer une autre solution a l’exemple précédent en
utilisant une liste en compréhension :

def somme(n):
return sum([i**3 for i in range(l,n+1)])

Mais cette méthode n’illustre pas ’algorithme du calcul.

Pour calculer les termes
d’une suite définie par
une relation de récur-
rence

Utiliser une boucle for ou while

S’il s’agit d’une relation de récurrence simple u, 11 = f(uy),
une seule variable suffit en général

Pour une suite récurrente double, utiliser deux variables

Si toutes les valeurs ug, ui, - .., u, sont utilisées, par exemple

pour une représentation graphique, utiliser une variable conte-
nant la liste de ces valeurs.

= Exercices 30.20, 30.22, 30.24

Remarque : La récursivité étudiée en seconde année fournit un autre
moyen d’obtenir le calcul de wu,,.

——(=amk

On utilise une variable a qui contient les termes successifs de la

On définit (un)nen par :

ug = —1
Vn €N, upt1 = Vup +2

Ecrire une fonction u(a) qui calcule uy,.

suite (un)nen-

import math as m
def u(n):
"""Renvoie la valeur de u_<n>"""
a = -1
for i in range(1l,n+1):
# a est u;j—1

a = m.sqrt(a + 2)
return a

print (u(10))

— 1.9999958167178002

L’indice i varie de 1 & n.

En sortie du dernier tour de boucle (lorsque i vaut n), u est un,.
Cela justifie la valeur renvoyée par la fonction.
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—{Ea) )

On utilise deux variables a et b qui contiennent deux termes successifs

( de la suite (fn)nen-
On définit (fn)nen par : def fibonacci(n):
"""Renvoie la valeur du <n>-iéme terme
fo=fi=1 de la suite de Fibonacci"""
Vn €N, fpio = fnt1 + fn a, b=1, 1
, for i in range(1l,n):
Ecrire une fonction fibonacci(n) qui # a est fi_1 et b est f;
calcule fy,. a, b = b, atb
¢ - return b
print (fibonacci (45))
— 1836311903

En sortie du dernier tour de boucle (lorsque i vaut n —1), b est fn.

Rappel de syntaxe Python N

Il s’agit d’une affectation multiple. La valeur 1 est affectée a

( b=1 o J la variable a et la valeur 2 est affectée a la variable b. Cette syn-
a =
’ ’ taxe permet d’effectuer tres simplement ’échange de deux affectations :
a, b=1, 2
a, b =Db, a

print(a);
|— 2
I print (b);
|— 1
\. J
Méthode )
Utiliser le reste dans la division euclidienne :
Pour tester si un entier e if a % 2 == 0: teste si le contenu de a est pair
est pair ou impair, s’il e if a ) 2 == 1: teste si le contenu de a est impair
est divisible par 3, etc. e if a % 3 == 0: teste si le contenu de a est divisible par 3.

(B ~

def syracuse(a):

( ) """Renvoie le nombre d'étapes pour transformer <a>
On définit la suite de Syracuse de a € N* en 1 par 1'algorithme de Syracuse"""
par up =a et Vn € N : n =20

X X while a != 1:
tmtr = Up /2 ST Up est Palr' ifa?% 2 ==0:
3un +1  siuy est impair a //= 2
. else
On conjecture actuellement que, pour a %= 3
chaque valeur de a, cette suite atteint a 4= 1
la valeur 1. n 4= 1
Ecrire une fonction syracuse(a) qui ren- return n

voie la premiere valeur de n telle que
un = 1, lorsque up = a. print (syracuse(157))
\ J — 36
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Pour  manipuler les

chiffres d’un nombre o

Utiliser le reste dans la division euclidienne pour accéder au
chiffre de poids faible (celui des unités)

Utiliser le quotient dans la division euclidienne

Parcourir les chiffres du nombre par une boucle while sans cher-
cher & connaitre a priori le nombre de chiffres

Savoir représenter un nombre en base 10, en base 2, en base b.
w Exercices 30.15, 30.17

—— (e

On note n = cpcp—1 ... c1co écriture en base 10 d’un entier naturel n,

Ecrire une fonction dec(n) qui renvoie
la liste des chiffres de I’écriture de n en
base 10.

c’est-a-dire :
P
n= Z ck 10,
k=0

On utilise une variable a qui contient la liste partielle des chiffres

[coscty ... ci—1], et la variable n qui contient le nombre dont I’écriture
en base 10 est c¢pcp—1...Ci416;.
En sortie de boucle, n est 0 et a contient la liste des chiffres, mais

« & l’envers », car la méthode append ajoute les termes a la fin de la liste.

def dec(n):
"""Renvoie la liste des chiffres de <n>"""
a =[]
while n != 0:
a.append(n % 10)
n //= 10
a.reverse ()
return a
print (dec(314159))
— [3, 1, 4, 1, 5, 9]

rection d’'un algorithme

Préciser I'invariant de boucle :

T . . . <y
Pour s’assurer de la cor- e Décrire I’état des variables informatiques a 1’aide de grandeurs

mathématiques

itératif o S’assurer de l'initialisation correcte de ces variables

o Vérifier la bonne propagation de ces propriétés d’un tour de

boucle au suivant

o S’il s’agit d’'une boucle while, s’assurer de la terminaison de la

boucle.

On peut alors expliciter le contenu des variables en sortie de boucle.

w Exercices 30.3, 30.5, 30.9, 30.10, 30.16, 30.19
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Il y a simplement une boucle for. L’invariant en entrée du tour de

Exhiber l'invariant de boucle pour ’al-
gorithme de recherche du maximum

d’une liste, étudié p. 500

boucle 4 (lorsque la variable e contient 1’élément a;) est :
m est Max{ao,...,a;—1}

e Il faudrait initialiser avec m « vide », ou « infini », car en en-
trée du tour de boucle 0, m contient le maximum de l’ensemble vide

{ao,...,a—1}. Initialiser avec ag est cependant correct & partir du tour
de boucle 1.

¢ On suppose qu’en entrée du tour de boucle i, m contient
Max{ag,...,a;—1}. Alors pendant la boucle, m est comparé & a;, et
sa valeur devient Max{ao,...,a;}, ce qui est la propriété en entrée du
tour de boucle 7 + 1.

¢ Ainsi, en sortie du dernier tour de boucle, numéro n — 1, m contient
Max{ag,...,an—1} qui est bien le maximum de la liste a.

—— (et

Il y a deux boucles successives.

Exhiber les invariants de boucles pour

I’algorithme d’insertion dans une liste

triée, étudié p. 501

1) Pour la boucle while, i correspond & un indice de boucle et on
note n la longueur de la liste. L’invariant de boucle en entrée est :

b est [ap,a1,...,ai—1], i<netag <z, a1 <z, ...,a; <

La sortie de boucle aura bien lieu car ¢ est incrémenté & chaque tour

de boucle, donc dépassera n.
La sortie de boucle se fait dans I'une des deux situations suivantes :

e i =mn,best [ag,a1,...,an—1] et ap < z,a1 < T, ..., ap—1 < T.
Dans ce cas, tous les éléments de a sont inférieurs a x, et sont dans b.
e i< n,best[ag,a1,...,ai—1],

a<z,a1<x,...,0;—1<zxzeta; >z

Dans ce cas, x s’intercale entre a;—1 et a;.

2) Pour la boucle for, on note [ag,...,ar—_1] les éléments inférieurs
a x, placés dans b au cours de la premiere boucle.
L’invariant de boucle en entrée est :
best [ag,...,Qk—1,T,k, -, 0Qi—1)
ou a; est ’élément de a qui va étre traité, et qui est dans la variable e.

Pour estimer sur des

exemples  simples

complexité
rithmes

des

la
algo-

Distinguer :
o la complexité temporelle (le temps d’exécution)
o la complexité spatiale (la place mémoire nécessaire a
lexécution)
Pour la complexité temporelle : dénombrer les utilisations d’une
opération significative

Pour la complexité spatiale : estimer la taille des variables uti-
lisées (listes, chaines, dictionnaires...)

On peut aussi mesurer expérimentalement le temps d’exécution
des programmes.

= Exercices 30.7, 30.8, 30.10, 30.19
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(=

Estimer la complexité de l’algorithme
calculant le n-éme terme de la suite de
Fibonacci (fn)nen, étudiée p. 503.

1) Complexité temporelle :

Choisissons de dénombrer les additions d’entiers. On note T'(n) le
nombre d’additions pour calculer u,. Il est fait une addition & chaque
tour de boucle, et il y a n — 1 tours de boucles effectués, donc
T(n) =n — 1~ n. Il s'agit d’une complexité linéaire.

2) Complexité spatiale :

Quelle que soit la valeur de n, deux variables a et b contenant des entiers
sont utilisées. Le programme s’exécute donc en espace constant.
Remarque : 11 faudrait bien sir discuter du nombre de bits utilisés pour
stocker ces entiers, et du temps d’addition des grands entiers, car les
nombres manipulés augmentent considérablement avec n.

Methode

Pour utiliser les fonc-

culier

e Charger le module en début de fichier a 'aide de la commande
import

tions d’un module parti- o Parmi les modules utiles, on peut citer :

o math qui donne acceés aux fonctions et aux constantes
mathématiques

o numpy et scipy qui donnent acces a toutes les fonctions
de calcul scientifique et numérique

o matplotlib qui permet tous les tracés graphiques

o random qui fournit un générateur aléatoire, utile par
exemple pour simuler une expérience en probabilités

o time qui permet de chronométrer I’exécution des pro-
grammes

w Exercices 30.14, 30.18, 30.25, 30.21

— (=)

Représenter sur un méme graphique les
courbes représentatives des fonctions cos

et sin

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace (-np.pi, 3*np.pi, 200)
plt.figure()

plt.plot(x,np.cos(x))
plt.plot(x,np.sin(x))

plt.show() # Pour un affichage a 1'écran

plt.savefig('cos_et_sin.pdf', format='pdf')

1 ‘ :
0.5F \ ]
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—-0.5 1
-1 . !
—4 -2 0 8 10




© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Les méthodes a reteni

r

Pour manipuler un fi-
chier en lecture et en
écriture

Pour accéder & un fichier stocké sur le disque dur, il faut ’ou-
vrir, le manipuler, et le fermer.
Une bonne habitude est d’utiliser with pour ouvrir le fichier, ce
qui garantit une bonne fermeture méme en cas de levée d’ex-
ception.
On pensera a préciser le mode d’ouverture du fichier :

'r' (read) pour lire les données du fichier

'w' (write) pour écrire des données dans le fichier (et écra-
ser toutes les données existantes dans le fichier)

'a' (append) pour ajouter des données & la fin du fichier

Il est alors aisé d’itérer sur les lignes du fichier a I'aide d’une
boucle for.

= FExercices 30.11, 30.25

—{Ea

def maximum_fichier(fichier):

Un fichier contient une donnée par ligne.
Ecrire une fonction qui renvoie la plus

grande de ces données.

"""Renvoie la plus grande donnée de <fichier>"""
with open(fichier,encoding='utf-8',mode='r') as f:
m = nn
for ligne in f:
# m est la plus grande chaine parmi les

# lignes de f avant ligne
if ligne > m: # comparaison de chaines
m = ligne
return m

print (maximum_fichier('bla.txt'))
< la plus grande ligne du fichier bla.txt

— (e

with open('puiss2.txt',encoding='utf-8',mode='w') as f:

Placer dans un fichier puiss2.txt, sur
des lignes séparées, les mille premieres

puissances de 2.

p=1

for k in range (1000):

p contient 2F

les k premiéres lignes du fichier f
contiennent les k premiéres puissances de 2

.write(str(p)+'\n')
*= 2

O oH

—

Il n’y a aucune valeur en sortie, mais une action sur I’environnement
(on parle d’effet de bord) : dans le répertoire courant, le fichier

puiss2.txt a été créé et contient les puissances de 2.

N\
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BT <IN Approximation du logarithme

7xn

On rappelle que, pour = € [—1, 1], la série Z converge et a pour somme In(1—zx).

n>1

n

a) Ecrire une fonction f(n,x) qui calcule la somme partielle d’ordre n de cette série
numérique.

b) Ecrire une fonction approx (x,epsilon) qui détermine le rang de la premiére somme
partielle qui approxime In(1 — z) & ¢ prés. Tester cette fonction avec x = 0,5 et ¢ = 1075,

BT m Calcul d’un produit

Ecrire une fonction produit (n) qui calcule H (1 + \/E)
k=1

[ <{1)¢}) Calcul de sommes doubles

p 1
a) Ecrire une fonction sommel (n) qui calcule Z —.
1<ij<n ' T
b) Ecri foncti 2(n) qui calcule Z !
crire une fonction somme2(n) qui —
q it

1<i<jsn

¢) Reprendre les deux fonctions précédentes en utilisant des listes en compréhension.
EEE] m Suppression des doublons d’une liste

a) Ecrire une fonction supprime_un_element(x,a) qui renvoie la liste constituée des
éléments de la liste a sans les occurrences de x.

b) Ecrire une fonction supprime_doublons(a) qui renvoie la liste constituée des éléments
de a sans doublon.

BT ¢{1l:}) Recherche d’un élément dans une liste

a) Ecrire une fonction recherchel(x,a) qui renvoie un booléen traduisant la présence ou
non de x dans la liste a. Cette fonction utilisera une boucle indexée.

b) Ecrire une fonction recherche2(x,a) qui renvoie un booléen traduisant la présence ou
non de x dans la liste a. Cette fonction utilisera une boucle conditionnelle.

¢) Tester les fonctions précédentes sur une liste d’entiers aléatoires.

d) Adapter la fonction de la question b) et écrire une fonction recherche3(x,a) qui
renvoie un booléen traduisant la présence ou non de x dans la liste a dans le cas ou la
liste est triée par ordre croissant.

ETT] Dénombrer les apparitions d’un élément dans une liste

Ecrire une fonction compte(x,a) qui renvoie le nombre d’apparitions de x dans la liste a.
P q 1YY
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1T <{1}7/] Concaténation de deux listes

a) Ecrire une fonction concat(a,b) qui renvoie la concaténation des deux listes a et b.

b) Evaluer la complexité temporelle de cette fonction en dénombrant les utilisations de la
méthode append.

BT <{1)5:}] Insertion dans une liste

a) Ecrire une fonction insere(a,k,x) qui renvoie la liste des éléments de la liste a, ou
X a été inséré a la position k.

b) Estimer la complexité de la fonction précédente.

I Image miroir d’une liste

Si a est la liste [ag, a1, . ..,an—1], on appelle miroir de a la liste [ay—1,apn—2, ..., ao].
a) Ecrire une fonction miroiril(a) qui renvoie la liste miroir de a.

b) Ecrire une fonction miroir2(a) qui modifie la liste a sur place pour qu’elle devienne
son miroir.

c) Ecrire une fonction est_palindrome(a) qui teste si une liste est un palindrome, c’est-
a-dire qu’elle est son propre miroir.

EEET]  felilnli}] Recherche d’un mot dans une chaine de caractéres

a) Définir une fonction cherche_mot (w,s) qui teste la présence du mot w dans la chaine s.

b) Evaluer la complexité temporelle de la fonction précédente en dénombrant les compa-
raisons de caracteres.

EEEE (<l58 Richesse lexicale d'un texte

a) Dans un texte, on appelle mot une suite de caracteéres alphabétiques d’au moins
4 lettres, en minuscules, sans ponctuation.

Ecrire une fonction chaine_en_liste(s) qui prend en argument une chaine de caractére
et qui renvoie la liste de ses mots.

b) On appelle richesse lexicale d’un texte le rapport entre le nombre de mots différents et
le nombre de mots du texte.

Ecrire une fonction richesse_lexicale(f) qui prend en argument le nom d'un fichier
texte stocké dans le répertoire courant de votre ordinateur, et qui calcule la richesse lexicale
de ce texte.

ETT1 efiil2 Moyenne et variance d’une liste de nombres

a) Définir une fonction moyenne (a) qui calcule la moyenne des éléments de la liste a.

b) Utiliser la fonction précédente pour définir une fonction variance(a) qui calcule la
variance des éléments de a.
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ETT] Felifiled Simuler un lancer de piéce

a) Ecrire une fonction lancer_piéce () qui simule un lancer de piéce, c’est-a-dire qui
renvoie les chaines 'Pile' ou 'Face' de facon équiprobable.

b) Ecrire une fonction lancer_piéce_truquée (p) quisimule un lancer de piéce truquée,
et renvoie les chalnes 'Pile' ou 'Face' avec des probabilités respectives de p et 1 — p.

¢) Compter le nombre de 'Pile' apres 1000 lancers pour chacune des deux fonctions et
vérifier la cohérence du résultat.

TT11 m Simuler un lancer de dé

a) Ecrire une fonction lancer_dé () qui simule le lancer d’un dé & six faces numérotées
de 1 a 6, c’est-a-dire qui renvoie un nombre de 1 a 6 de fagon équiprobable.

b) On lance plusieurs fois un dé. On obtient successivement des valeurs comprises entre
1 et 6, et on s’intéresse a la fréquence d’apparition de chacune de ces valeurs.

Ecrire une fonction simule_lancers_1_dé(n) qui simule n lancers d’un dé, et qui renvoie
la liste des fréquences de chacune des valeurs obtenues.

¢) On lance plusieurs fois deux (resp. trois) dés. On obtient successivement des valeurs
comprises entre 2 et 12 (resp. 3 et 18), et on s’intéresse a la fréquence d’apparition de
chacune de ces valeurs.

Ecrire une fonction simule lancers_2_dés(n) (resp. simule_lancers_3_dés(n)) qui
simule n lancers de deux (resp. trois) dés.

d) Représenter sur une méme figure ces fréquences pour 50000 lancers, et commenter le
résultat obtenu.

Somme des cubes des chiffres d’'un nombre

a) Ecrire une fonction somme_cubes_chiffres(n) qui calcule la somme des cubes des
chiffres dans ’écriture en base 10 de n.

b) Ecrire une fonction somme_cubes_chiffres_base(n,b) qui calcule la somme des cubes
des chiffres dans ’écriture en base b de n.

EEE]  (e{isle) Calcul du pged de deux nombres

a) Ecrire une fonction pgcd(a,b) quirenvoie le pged de deux entiers a et b, en appliquant
l’algorithme d’Euclide.

b) Ecrire une fonction bézout (a,b) qui renvoie un triplet (d, u,v) tel que au + bv = d,
oud=aAb.

Vérifier la validité d’'un numéro de carte de crédit

Les numéros des cartes de crédit ne sont pas quelconques. Le dernier chiffre est ajusté pour
que le nombre de Luhn de ce numéro soit un multiple de 10, ce qui permet de repérer une
erreur de saisie (échange de deux chiffres, erreur sur un chiffre).

Notant agp41a2p - .. agazaiag 'écriture en base 10 d’'un nombre n, éventuellement com-
mencée par un zéro, on conserve les chiffres dont I’indice est pair et on double les chiffres
dont 'indice est impair. Lorsque ces doubles dépassent 10, on les remplace par la somme
de leurs chiffres. La somme de tous les chiffres obtenus s’appelle le nombre de Luhn de n.
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a) Ecrire une fonction verif ie_Luhn(n) prenant en argument un entier, et renvoyant le
booléen True si et seulement si le nombre de Luhn de n est un multiple de 10. Vérifier
que le nombre n = 972487086 passe le test.

b) Vérifier que les nombres obtenus en échangeant deux chiffres consécutifs de 972487086
ne passent pas le test.

EEEE  (e)iN Opérations sur les polynémes

a) Proposer une premiére structure de données, utilisant une liste, permettant
de représenter informatiquement un polyndme comme P =1+ 3X2+ X3 +2X° ou
Q=1+X*-2X°+X".

b) Ecrire les fonctions additioni(p,q) et multiplicationi(p,q) qui prennent en ar-
gument deux listes représentant des polyndmes, et qui renvoient les listes représentant
respectivement la somme et le produit de P et Q).

¢) Proposer une seconde structure de données, utilisant un dictionnaire, permettant de
représenter informatiquement un polynéme.

d) Ecrire les fonctions addition2(p,q) et multiplication2(p,q) qui prennent en ar-
gument deux dictionnaires représentant des polynomes, et qui renvoient les dictionnaires
représentant respectivement la somme et le produit de P et Q.

Emmr] (<0500 Evaluation d’une fonction polynomiale

On représente informatiquement un polyndéme par la liste de ses coefficients. Ainsi
P =1+ 3X2 4+ X3 +2X° est représenté par la liste p=[1,0,3,1,0,2].

Pour chacune des fonctions proposées, on comparera les résultats théoriques de complexité
au temps effectif d’évaluation des fonctions, en utilisant la fonction clock() du module
time.

a) On définit la fonction suivante :

def evaluel(p,x):
"""Calcule 1'image de <x> par la fonction polynomiale
associée au polyndéme représenté par la liste <p>"""

def puiss(x,n):
"""Calcule <x> puissance <n>"""
y =1
for k in range(n):
# Invariant & préciser
y *=x
return y

s =0

for i in range(len(p)):
# Invariant & préciser
s += p[i] * puiss(x,i)

return s

Préciser les invariants de boucles en entrée pour les boucles k et 1.
Estimer le complexité temporelle de cette fonction en dénombrant les additions et les
multiplications. Pourquoi cet algorithme est-il trés maladroit 7
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b) Ecrire une fonction evalue2(p,x) reprenant la fonction précédente, mais sans le défaut
pointé a la question précédente.
Estimer la complexité temporelle de cette nouvelle fonction.

¢) On peut remarquer qu’avec les notations usuelles, on a :
Pz)=av+z (a1 +z(as+ -+ z(an_1 +x(am))...))

Exploiter cette écriture, dite de Horner, pour écrire une fonction evalue_horner (p,x)
qui évalue en z la fonction polynomiale associée a P.
Estimer la complexité temporelle de cette fonction.

d) Proposer enfin une fonction evalue4(p,x) qui renvoie le méme résultat, en utilisant
une liste en compréhension.

BT m Etude d’une suite définie par une relation de récurrence

UQ:3

1 2
VneN, upp1 = 3 (un+ )

Unp

On considere la suite réelle définie par :
On peut montrer que u,, — \/§
noo

a) Ecrire une fonction suite(n) qui renvoie u,,.

b) Représenter graphiquement la suite récurrente (uy,)nen.

BT (&{i2A8 Pendule pesant

On consideére I'équation du pendule pesant : 6" (¢t) + sin(0(t)) = 0

avec la condition initiale :  6(0) =0 et 6/(0) = 0, 5.

a) Utiliser scipy.integrate.odeint pour obtenir une premiére résolution approchée de
cette équation différentielle.

b) En faisant I’hypothése que les variations sont petites, et en approximant sin(6(t))
par 6(t), résoudre mathématiquement cette équation différentielle.

¢) Représenter sur une méme figure les deux résolutions.

EECTT e)if228) Recherche d’une racine par la méthode de Newton

On considere I’équation Inz + = = 0, d’inconnue x > 0.

a) Montrer que I’équation posséde une unique solution a.

b) Former, par l'algorithme de Newton, une suite récurrente réelle (z,), qui converge

Vers a.

¢) On admet la majoration : |z, — a| < K2 "z — af?",

ot K = —2_ My = Max |f”(t)| et my = Min|f’(t)|, avec I un segment contenant tous
2ma tel tel

les termes de la suite.

Ecrire une fonction approx(epsilon) qui calcule une valeur approchée & e prés de a.
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BT m Recherche d’une valeur approchée par une méthode de dichotomie

a) Montrer que ’équation tanz — z = 0 admet une unique solution « dans linter-

T 3T
lle | =; —|.
valle ] 50 5 [
b) Vérifier numériquement : 4,4 < o < 4,5

c) Ecrire une fonction approx(epsilon) qui calcule une valeur approchée de o a ¢ pres
par la méthode de dichotomie.

(e m Recherche d’une valeur approchée de sin <17r—8) par une méthode d’itération

1 4 1
a) Montrer que sin <1l8> est 'unique solution dans {0; 3] de: x= gxg’ + 5

4 1
b) On considere la suite définie par :  up =0 et Yn € N, w411 = gui + 5

/m
Montrer que (u, ), converge vers sin (1—8)

T
¢) En déduire une fonction approx (epsilon) qui calcule une valeur approchée de sin (1—8)
a € pres.

[ m Approximer un nuage de points par la méthode des moindres carrés

On considere un fichier temperatures.csv, 1980,-0.204792
dont un extrait est proposé ci-contre L 1980.08,-0.16875
1980.17,-0.151125
1980.25,-0.147417
1980.33,-0.114542
[tronqué]
2011.75,0.141042
2011.83,0.137708
2011.92,0.12825
2012,0.108042
2012.08,0.122167

Chaque ligne représente une date (en an-
née), et une température relative a une tem-
pérature de référence.

a) Déterminer la droite de régression linéaire de ces données, c’est-a-dire celle qui s’ajuste
au mieux, au sens des moindres carrés, au nuage des points correspondants a ces données.

b) Faire de méme, non plus une droite, mais avec un polynéme de degré 10

¢) Représenter sur une méme figure le nuage de points, la droite et le polynéme obtenus
aux questions précédentes.

1. Généré a partir de données de http://www.woodfortrees.org/data/rss-land/from:1900/offset:-0.15/mean:24
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-?w mal & domavver ?

a) 1l s’agit d’un calcul de somme.

b) 1l serait trés maladroit d’utiliser la fonction pré-
cédente (estimer la complexité temporelle d’une telle
utilisation). Reprendre l’algorithme de calcul de la
question précédente, mais en changeant la terminai-
son.

Penser a charger le module math pour accéder a la

fonction sqrt. Le calcul d’un produit est analogue a
celui d’une somme.

a) Une somme double se calcule avec deux boucles

imbriquées.
b) Une somme double se calcule avec deux boucles

imbriquées. Porter attention aux valeurs extrémes
des indices.

¢) La fonction sum permet d’obtenir la somme des
éléments d’une liste. Pour engendrer la liste des élé-
ments a sommer, utiliser une liste en compréhension
en combinant deux for. On peut méme ajouter une
condition avec if.

a) Parcourir les éléments de la liste a, et les accu-

muler dans une liste b lorsqu’ils ne sont pas égaux
a x.

b) Parcourir les éléments de la liste a. Pour chaque
élément rencontré, ’accumuler dans une liste b et
supprimer toutes ses occurrences dans a. Connait-on
a priori le nombre de tours de boucle?

a) C’est une boucle for qui est attendue. Utiliser une

variable booléenne traduisant la présence ou non de x
dans le début de a.

b) C’est une boucle while qui est attendue. Pas de
booléen ici, mais ’analyse de la sortie de boucle per-
met de déterminer la présence ou non de x dans a.
¢) Utiliser le module random

d) On adapte l'algorithme de b) et on modifie la
condition de sortie en exploitant le fait que les élé-
ments de a sont triés.

Parcourir la liste, et utiliser une variable contenant

le nombre d’apparitions de x dans le début de a.

a) Utiliser une variable ¢ contenant une liste, aug-

menter cette liste par la méthode append lors du par-
cours de a et/ou b.

b) Dénombrer les utilisations de append & chaque
tour de boucle, et sommer.

a) 1l s’agit d’un parcours d’une partie de a. On peut

utiliser le tranchage : par exemple, a[:k] désigne la
liste [ag, ..., aK—1].

b) Dénombrer les utilisations de append.

m a) 1l s’agit de parcourir dans un ordre satisfaisant les
éléments de a, et de les placer dans une autre liste.

b) Les listes sont des objets mutables, et peuvent étre
modifiées par des fonctions. Echanger deux & deux les
éléments de a.

¢) Le probléme est proche du précédent. On compare
deux a deux les éléments de a. On peut utiliser une
boucle while et s’interrompre en cas de différence.

<(IB11Y a) Notant p la longueur de w, comparer w aux sous-
mots de s de longueur p.

b) Dénombrer les comparaisons & chaque tour de
boucle, et sommer.

a) Commencer par « nettoyer » la chaine en trans-
formant les caractéres indésirables a ’aide de la mé-
thode replace.

Utiliser la méthode lower pour n’avoir que des mi-
nuscules, et la méthode split pour transformer la
chaine en liste de ses mots.

b) Parcourir les lignes du fichier pour créer la liste
des mots du fichier. On pourra utiliser ’exercice 30.4
traitant de la suppression des doublons d’une liste.

<188 a) Commencer par calculer la somme des éléments,
puis diviser par le nombre d’éléments.

b) Utiliser la formule :
V(a) = E(a®) - (E(a)).
<(IhkY a) Charger le module random. La fonction

randint(0,1) renvoie un entier aléatoire 0 ou 1.
Sa comparaison & 0 permet de décider si c’est Pile
ou Face.

b) La fonction random() renvoie un flottant aléatoire
dans [0, 1[. Sa comparaison & p permet de décider si
c’est Pile ou Face.

¢) Le nombre obtenu doit étre proche de 1000 fois la
probabilité de tirer Pile.

<(IHY o) Charger le module random. La fonction
randint(1,6) renvoie un entier entre 1 et 6 de
fagon équiprobable.
b) Utiliser une liste de longueur 6 contenant le
nombre de lancers ayant réalisé chacune des six va-
leurs possibles. Simuler n lancers en utilisant n fois
la fonction précédente.
¢) Méme analyse.
d) Charger matplotlib.pyplot et numpy. Pour
chaque graphique, construire la liste des abscisses et
la liste des ordonnées, qui auront méme longueur.

<1 a) 11 s’agit d’un probléme de parcours des chiffres
de n. Des divisions euclidiennes successives par 10
permettent ce parcours.

b) L’analyse est identique, avec b & la place de 10.
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Du mal a démarrer ?

a) Si r est le reste dans la division euclidienne de a
par b, alors a A b = b A r. L’algorithme d’Euclide
consiste & calculer la suite (rg)x des restes dans les
divisions euclidiennes successives, jusqu’a obtenir 0.
Connait-on a priori le nombre de tours de boucle ?

b) Déterminer des suites (ug)x et (vg)r telles que,
pour tout k :  ri = auyp + bug.

<IhlA) a) Ne pas chercher & déterminer le nombre de chiffres
de n, mais parcourir ces chiffres par des divisions eu-
clidiennes successives.

b) Faire quelques tests « & la main ».
Pour engendrer toutes les transpositions proposées,
travailler sur la chaine de caracteres des nombres
de n, ce qui permet d’accéder & un chiffre par son
indice.

a) Un polyndéme est caractérisé par son degré et ses
coefficients.

b) Revenir & la définition mathématique de ces opé-
rations :

e La somme de deux polynomes se fait coefficients
a coefficients.

e Le produit des polynémes P =ag +a1 X+ ... et
Q=bg+bX+... est PQ=cop+c1X+... ou:

1
c; = E agb; g
k=0

¢) Un polynéme est une somme de mondmes, et
chaque mondme est caractérisé par un degré et un
coefficient.

d) Créer un dictionnaire pour le résultat de 1'opé-
ration, et utiliser la méthode get(k,0) qui permet
d’accéder a la valeur de clef k si elle existe, et de
considérer la valeur O si elle n’existe pas.

La multiplication de deux polynomes est la somme
des produits de tous les monémes deux a deux.

Il La fonction clock() du module time fournit une
« heure » en secondes. La différence entre deux ap-
pels a la fonction clock() permet de chronométrer
le temps d’évaluation d’une expression.

a) Deux invariants & préciser, un par boucle.

b) L’utilisation de la fonction puiss est-elle raison-
nable ?

¢) Parcourir les coefficients de P et utiliser une va-
riable qui contient les valeurs des expressions entre
parentheéses.

d) La fonction sum peut s’appliquer a une liste. La
syntaxe ici est trés proche de la syntaxe mathéma-
tique.

m a) C’est un simple calcul de suite récurrente.

b) 1l s’agit de représenter la ligne brisée dont les som-
mets ont pour coordonnées respectives :

(uo,u1); (ur,u1); (ut,u2); (u2,u2); (u2,us)...

Construire la listes des abscisses et celle des ordon-
nées de ces points :
U = [up,u1,u1,uz,uz,...]
et V = [u1,ur,u2,u2,us,...|

30.21 Y Ecrire ’équation différentielle comme une équa-
tion vectorielle d’ordre 1 pour pouvoir utiliser
odeint.

b) 1l s’agit dans ce cas d’une équation différentielle
linéaire du second ordre a coefficients constants.

¢) Utiliser le module matplotlib.pyplot.

<{IlwPY a) Appliquer le théoréme de la bijection monotone.

b) A partir d’un point (zn, f(xn)) de la courbe C
de f, on note x,41 'abscisse du point d’intersection
de la tangente & C en (xn, f(zn)) avec 'axe (Ox).
Cela permet de former une relation de récurrence
liant p41 & Tn.

¢) La relation proposée permet de donner une condi-
tion suffisante pour garantir 'inégalité |z, — a| < e.
On applique l'algorithme du calcul des suites récur-
rentes, en utilisant ce test d’arrét.

<1k a) Appliquer le théoréme de la bijection monotone.
b) Evaluer tanz — z en 4,4 et en 4, 5.

¢) Lorsque f admet un zéro entre a et b, on note ¢
le milieu de [a;b], et on peut localiser ce zéro entre a
et ¢ ou entre ¢ et b en comparant les signes de f(a)

et f(c).

g
<{IJPL] a) Linéariser sin® u pour montrer que sin 1—8 est une

solution de I’équation. Utiliser la monotonie d’une
fonction auxiliaire pour montrer que c’est la seule.

b) 1l s’agit d’une suite récurrente, que 1’on peut étu-
dier en appliquant I’inégalité des accroissements fi-
nis. Cette méthode a ’avantage de fournir une ma-
joration de lerreur commise lorsque 'on confond un
terme de la suite et la limite.

¢) Par la question précédente, on peut donner
une condition suffisante pour garantir l'inégalité
|un — sin (%)| < €. On applique algorithme du cal-
cul des suites récurrentes, en utilisant ce test d’arrét.

Il s’agit dans un premier temps de lire les données
qui sont dans le fichier. Pour chaque ligne du fichier,
on pourra utiliser la méthode rstrip() pour sup-
primer les caractéres de fin de ligne, et la méthode
split(',') pour couper les lignes aux caracteres ', "'
et obtenir la liste des champs.

a) Utiliser la classe Polynomial du module

numpy.polynomial, et sa méthode fit
trée a I’exericice 30.18.

rencon-

b) Méme analyse qu’a la question précédente, en
changeant simplement le degré.

¢) Utiliser le module matplotlib.pyplot.
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- o\nr(ﬁ 25 deos exevcices
30.1
a) On parcourt 'intervalle {1, ..., n} et on effectue un simple

calcul de somme.

def f(n,x):
"""Calcule la somme partielle d'ordre <n>
du développement en série entiére
de 1n(1-<x>)"""
s, p=20,1
for k in range(l,n+1):

k=1 ,
I # p est zF 1, sest—z%
i=1
p *= x
s -=p/ k
return s

print (£(10,.5))
— -0.6930648561507935

Remarque : On a évité de calculer a chaque tour de boucle
la puissance de x. L’exercice 30.19 étudie les raisons de ce
choix.

Remarque : On aurait pu proposer une autre solution, proche
de la syntaxe mathématique, en utilisant les listes en com-
préhension :

def f(n,x):
return sum([- x*xxk / k
for k in range(1l,n+1)])

b) Dans cette question, on effectue le méme calcul, mais au
lieu d’avoir n tours de boucle, on s’arréte lorsque la distance
entre la somme partielle et In(1—x) est inférieure a €. Il s’agit
donc d’une boucle while.

La fonction log, qui désigne le logarithme népérien (In), peut
se trouver dans le module math.

from math import log
def approx(x,eps):

"""Détermine 1l'ordre de la somme partielle
qui approxime 1ln(1-<x>) & <eps> prés"""

y = (log(1-x))
s, p, k=0, 1, 1
while abs(s-y) > eps:
k=1 ,
I # p est zF1, s est — > %—
i=1
# et [s—In(l—2x)|>¢
p *= x
s -=p/ k
kK += 1

return k-1

print (approx(.5,1e-8))
— 22

print (£ (22,.5)-1og(.5))
— 9.965177016901805e-09

Par définition de la convergence de la suite des sommes par-

tielles, on sait que la boucle va se terminer. Lors de la sortie
k-1

de boucle, s est — Z x— et on a |s —In(1 — z)| < &, tandis
=1 v

que, puisque la sortie de boucle ne s’est pas fait plus tot, pour

toutes les sommes précédentes, cette différence est supérieure

a e. Cela justifie la valeur renvoyée par la fonction.

Il s’agit simplement de parcourir les éléments e de a et de
les multiplier au produit partiel stocké dans une variable p.

from math import sqrt

def produit(n):

"""Renvoie le produit
des 1+sqrt(k), k de 1 & <m>"""

p=1

for i in range (1, n+1):
#pest (1+vVDA+VvV2)...(1+i—1)
p *= (1 + sqrt(i))

return p

print (produit (15))

— 210509527.98501894

Remarque :

On peut aussi proposer une solution utilisant les listes en
compréhension :

def produit(n):
return prod([1+sqrt (k)
for k in range(1,n+1)])

30.3

a) On somme sur j & i fixé. On imbrique donc deux
boucles for. Exhiber clairement les invariants de boucle né-
cessite un peu de précision. On parcourt les valeurs de ¢. On
utilise une variable s qui contient, en entrée de la boucle i,
la somme des termes noircis :

q
n 000
J OO0
Jj—1 OO0
Q0O
OO0«
Q0O
OO0«
Fany Fany ral )
OO0«

i—1 ¢ np

Pour que ce soit un invariant de boucle, il faut, pendant le
tour de boucle 7, ajouter tous les termes de la colonne i. Pour
cela, on va utiliser une boucle j, et on va maintenir en entrée
du tour de boucle j : « s est la somme des termes noircis » :
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q
n 00O
J o600
j—1 o0
o0
o0
o0
i—1 4 np
def sommel(n):
"""Renvoie la somme des 1/(i+j)

pour 1<=i,j<=<n>"""

s =0
for i in range(l,n+1):
i—1 n 1
# s est Yy > —/—
p=1q=1 P14

for j in range(l,n+1):
i—1 n 1 Jj—1 1
# s est ;éi;;i;;z +—£§az¢a
s += 1/(i+j)
return s

print (sommel (5))
|L+ 4.818650793650793

b) Les termes que 'on doit sommer ne sont cette fois-ci pas
dans un carré, mais dans un triangle :

q
n OO O OO0
J o000
Jj—1 OO0
o0
< <
o
<
i—1 3 np

Seul I’indice de début de la boucle j est modifié.

def somme2(n):
"""Renvoie la somme des 1/(i+j)
pour 1<=i<j<=<n>"""

s =0

for i in range(1l,n+1):
# s est 33> ii 1

p=1q:p+1p+q

for j in range(i+i,n+1):

iil zn: N jil L
# s est — + —
p=1g=p+1 pte g=i+1 “ta
s += 1/(i+j)

return s

print (somme2(5))
|=+ 1.8384920634920634

¢) En utilisant les listes en compréhension, on obtient :

def sommel(n):
return sum([1/(i+j) for i in range(l,n+1)
for j in range(1,n+1)])
def somme2(n):

return sum([1/(i+j) for i in range(l,n+1)
for j in range(1l,n+1) if i<j])

a) On parcourt les éléments de a. Chaque élément rencontré
qui n’est pas égal & x est ajouté a la liste b par la méthode
append.

def supprime_un_element (x,a):
"""Renvoie la liste des éléments de <a>
sans les apparitions de <x>"""
b =[]
for e in a:
# e est a;
# b est [ao,...,a;—1] privé
# des éléments égaux a x
if e = x:
b.append (e)
return b

print (supprime_un_element (3,[1,3,2,4,3,5]))
— [1, 2, 4, 5]

b) La démarche est analogue & la précédente, sauf qu’a
chaque fois que 'on ajoute un élément e de a dans b, on
purge ensuite a de tous ses éléments égaux a e.

def supprime_doublons (a):
"""Renvoie la liste constituée des
éléments de <a> sans doublon"""
b =[]
while a !'= []:
# a n'est pas vide
# b est [ao,a1,...,a;,—1] sans doublon et
# a est [aj,...,an—1] privé de ag,...,ai—1
b.append (al0])
a = supprime_un_element (al[0],a)
return b
liste = list('classepreparatoire')
print (supprime_doublons (liste))
(SN [Icl’Ill’lal’ISI’Iel’lpl’lrl’ltl’lol’lil]

A chaque tour de boucle, la liste a est diminuée d’au moins un
élément (ap), donc la boucle se termine. A la sortie de boucle,
a est vide, et b contient les éléments de a sans doublon.

Remarque : On peut proposer une fonction plus simple, uti-
lisant le fait qu’un ensemble n’a pas de répétition :

def supprime_doublons (a):
return (list (set (a)))

Cette fonction n’illustre cependant pas 'algorithme utilisé et
ne permet pas d’estimer sa complexité.
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a) On parcourt la liste a en entier. Chaque élément e est
comparé a x. On utilise un booléen b qui permet de savoir
si x a été rencontré aux tours de boucle précédents, c’est-a-
dire un booléen qui traduit la présence de x dans la partie
parcourue du tableau.

def recherchel (x,a):
"""Teste la présence de <x>
dans la liste <a>."""
b = False
for e in a:
# b vaut True ssi z € {ao,..
# e désigne a;
if x == e:
b = True
return b

S, a1}

En sortie de boucle, b vaut donc True si et seulement si
z € {ao,...,an—1}, ce qui justifie le résultat renvoyé par
la fonction.

b) Le principe est analogue ici, mais la sortie de boucle se
fait comme dans la question précédente aprés un parcours
complet de la liste si x n’est pas trouvé, ou alors plus tot si
x est trouvé. On ne peut dans ce cas pas savoir a priori le
nombre de tours de boucle : on utilise une boucle while.

def recherche2 (x,a):

"""Teste la présence de <x>
dans la liste <a>."""

i=0

while i < len(a) and x != alil:
# 0n ai<n—1 et z¢{ao,...
i+=1

return i<len(a)

7ai}

Si x n’est pas trouvé, i est incrémenté a chaque tour de
boucle, donc dépasse n, et la sortie de boucle a bien lieu.
En sortie de boucle :

e soiti=mnetz¢ {ao,...,an—1} c’est-a-dire z ¢ a;

z ¢ {ao, ..

T =a;

.7(11',1}

o soit 1 < n et { c’est-a-dire x € a.

Le booléen i < n — 1 traduit donc la présence de x dans a.

¢) Pas de difficulté ici : on ajoute, par la méthode append,
un entier aléatoire a la fin d’une liste.

# On construit une liste d'entiers aléatoires
from random import randint
a = []
for i in range(20):
# a est une liste de i— 1 entiers
# aléatoires entre 1 et 100
a.append(randint (1,100))

print (a)

— [37, 84, 57, 69, 58, 88, 23, 49, 59, 46...
print (recherchel (24,a))

— True

print (recherche2 (24,a))

— True

d) Si on sait que la liste est triée, on peut reprendre la fonc-
tion de b) et sortir de la boucle si a; dépasse x, car il n’y a
plus d’espoir de trouver x dans la suite de la liste.

def recherche3 (x,a):
"""Teste la présence de <x> dans la

liste <a> triée par ordre croissant."""

i=20

while i < len(a) and alil] < x:
# 0n ai<n—1et aqp<z,...,a; <
i+=1

return i<len(a) and x==al[i]

[+,2,3,5,6,7,8,9]
print (recherche3 (5,a) )
— True

print (recherche3 (4,a) )
# < False

a =

Pour la méme raison que précédemment, la boucle se termine
bien. Cette fois-ci, en sortie de boucle :

e soiti=mnetap <z, ...,an—1 <z, cest-a-dire = ¢ a;

e soitt<netag<ax,...,a;—1 <zxetxr<a;.

Dans ce dernier cas, x € a lorsque z = a;, ce qui justifie la
valeur renvoyée par la fonction.

Remarque :
On peut directement rechercher un élément en utilisant in :

def recherche (x,a):
return x in a
mais cette fonction n’illustre pas l'algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.

Remarque :
Lorsque la liste est triée, la recherche dichotomique se justifie
aussi. Voir & ce sujet I’exercice 30.23.

On parcourt tous les éléments e de a, et on tient le compte
des éléments rencontrés égaux a x dans une variable nb.

def compte (x,a):
"""Renvoie le nombre d'apparitions de <x>
dans la liste <a>"""
nb = 0
for e in a:
# nb est le nombre d'apparitions de z
# dans [ao,a1,...,a;—1] et e est a;.
if x == e:
nb += 1
return nb

print (compte (3,[1,3,3,4,2,3,4,5,3,41))
— 4

Remarque :
On peut directement dénombrer les apparitions d’un élément
en utilisant la méthode count :

def compte (x,a):

return a.count (x)
mais cette fonction n’illustre pas l'algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.
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a) On utilise une variable ¢ contenant la liste des éléments
de a. On parcourt alors tous les éléments de b qui sont ajou-
tés a la fin de ¢ par la méthode append.

def concatl (a,b):
"""Renvoie la concaténation
de <a> et <b>"""
c = al:]
for e in b:

# c est [ao,...,anfl,bo,bl,...,bi_l]
# e est b;
c.append (e)

return c

print (concatl ([1,2,3],[4,5,6]))
— [1,2,3,4,5,6]
b) On évalue le nombre d’utilisations de append. Cette mé-
thode est utilisée une fois par tour de boucle. En notant n
la longueur de a et p celle de b, le nombre d’utilisations de
p—1
append est Z 1=np.
i=0
Remarque : On peut concaténer deux listes en utilisant + :

def concat (a,b):

return a + b
mais cette fonction n’illustre pas l’algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.

a) 1l s’agit de concaténer deux parties de la liste a, en ajou-
tant x entre ces deux parties. Obtenir ces deux parties se fait
facilement par tranchage. La concaténation se fait en utili-
sant +, ou se redéfinit rapidement :

def insere (a,k,x):

"""Renvoie la liste des éléments de <a>
ol <x> est inséré a la position <k>"""

b = al:k]

b.append (x)

for e in alk:]:
# b est [ag,ai,.
# e est a;
b.append (e)

return b

QR 1, Ty Oy e e 5 Q1]

a = [3,1,4,1,5,9]

print (insere (a,2,18))

— [3, 1, 18, 4, 1, 5, 9]

b) On néglige les deux opérations de tranchage et on note
T(n,k) le nombre d’utilisations de append lors de ’évalua-
tion de insere(a,k,x), ou n est la longueur de a. Il y a une
utilisation pour ajouter x, et une par tour de boucle avec
n — k tours de boucle, donc T'(n,k) =n — k + 1.

Remarque : On peut insérer un élément en position k en uti-
lisant la méthode insert :

def insere (a,k,x):
a.insert (k,x)
mais cette méthode n’illustre pas l’algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.
Attention : Cette méthode modifie par effet de bord la liste a.

a) On parcourt les éléments de la liste « & envers », c’est-
a-dire de an—1 a ag. On évite dans cet exercice d’utiliser la
méthode reverse ou la fonction reversed, puisqu’il s’agit de
comprendre l'algorithme de I'image miroir. On fait donc va-
rier un indice i de 0 & n — 1 et on utilise n-1-i (en fait -i en
exploitant les indices négatifs).

def miroirl (a):
"""Renvoie le miroir de la liste <a>"""
b = []
for i in range (len(a)):
# b oest [an—1,an-2,. . ,8n_1_(i—1)]
b.append (al-i-1])
return b

print (miroir1l ([3, 1, 4, 1, 5, 91))
— [9, 5, 1, 4, 1, 3]

Remarque :
On peut directement obtenir le miroir d’une liste en utilisant
la fonction reversed :

def miroirl (a):
return list(reversed(a))
mais cette fonction n’illustre pas ’algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.

b) 1l faut bien comprendre que dans cette question, la fonc-
tion ne renvoie aucune valeur mais agit sur place pour mo-
difier la liste a et la transformer en son miroir. On exploite
laffectation multiple pour I’échange de deux valeurs.

def miroir2 (a):
"""Remplace la liste <a> par son miroir
for i in range (len(a) // 2):
# a est [an,l,an,z,..A,an_l_(i_l),ai,...
.,a1,a0]
alil,al-1-i] = al[-1-il,al[i] # échange

nwnn

# ceey Un—1—4, Qi—1, - -

a=[3, 1, 4, 1, 5, 9]

print (miroir2 (a))

<~ None

print (a)

— [9, 5, 1, 4, 1, 3]

L’évaluation de la fonction n’a renvoyé aucune valeur (en fait,
la valeur None), mais a agi par effet de bord : aprés ’évalua-
tion de la fonction, la liste a n’est plus la méme.

Remarque :
On peut directement remplacer une liste par son miroir en
utilisant la méthode reverse :

def miroir2 (a):

a.reverse()
mais cette fonction n’illustre pas ’algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.
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c)
def estPalindrome (a):
"""Teste si <a> est un palindrome
i=0
while i < (len(a)//2) and alil
# ap =an—1,a1 = ap—2,..
| # et i< L%J
i+=1
return i == len(a) // 2

== al[-1-i]:
<y @ = An—1—4

A chaque tour de boucle, i est incrémenté donc dépassera la

valeur L%J : la boucle se termine.

Lors de la sortie de boucle :
;o n
i= 3]
ap = an—-1,01 = Anp—2,...,0Q =a s
(8- T[]
: n
i<|%]
soit ¢ ap = an—1,a1 = an—2,..

soit

5 Ai—1 = Gp_1—(i—1)

mais a; # an—1—i-
Dans le premier cas, a est un palindrome, et dans le second
cas, ce n’est pas un palindrome. Cela justifie le booléen ren-
voyé par la fonction.

| print (estPalindrome ([1,2,3,4,3,2,1]))
|=+ True
Iprint(estPalindrome([l,2,3,4,4,3,2,1]))
|=+ True
Iprint(estPalindrome([1,2,3,4,4,2,1]))
|=+ False

a) Méthode 1.
Notons "wowi ... wp—1" le mot w, et "sps1...sp,—1" la
chaine s. On parcourt tous les sous-mots de s de longueur p,
et on les compare a w.
def cherche_mot (w,s):
"""Teste la présence de <w> dans <s>"""
b = False
for i in range (len(s)-len(w)):
# b vaut True ssi w est parmi les
# sous-chaines de s commencgant par
# 50,...,8i—1
b2 = True
for j in range (len(w)):
# b2 vaut True ssi
# wo = 84, W1 = Si41,...,Wj—1 = Sitj—1
b2 &= wl[jl == s[i+j]
b |= b2
return b

) ”

print (cherche_mot ("Il fait","Il1 fait beau"))
— True

print (cherche_mot ("fait","Il1 fait beau"))

— True

print (cherche_mot ("Il faut","Il fait beau"))
— False

Remarque. On a utilisé ici les affectations augmentées de
booléens &= et |= associées a la conjonction et la disjonc-
tion. On aurait aussi pu écrire :

b2 = b2 and (w[j] == s[i+j]) et b = Db or b2.

Meéthode 2.

On améliore l'algorithme précédent en utilisant des boucles
conditionnelles (while). En effet, lorsque le mot est décou-
vert, il n’est pas utile de poursuivre. Et lorsque I’on compare
le mot w & un sous-mot de s, la premiere différence entre
deux caracteres suffit.

def cherche_mot (w,s):
"""Teste la présence de <w> dans <s>"""
def aux (i):
# Teste si w est le mot $;Si+1...Sit+p—1

j=0

while j < len(w) and w[jl == s[i+j]:
# 0n aj<p
# et mo = S8, M1 = Sit1,...,Mj = Sitj
j =1

return j == len(w)

i=0

while i < len(s)-len(w) and not aux(i):
# 0n ai1<n—p et

m#Ssg...Sp—1,

m#S1...814p—1,

H* H H o

m# Si ... Sitp—1
i+=1
return i < len(s)-len(w)

Les deux boucles while se terminent car 'indice est incré-
menté, et dépassera inévitablement la valeur p (resp n — p).

En sortie de la boucle d’indice j (fonction aux(i)),

L Ji=p

soit
mo = S;, ..
J<p

soit § mo = s;, M1 = Si41,-.
mj # Sitj.

Dans le premier cas, m est s;s;41...8;4p—1.

Dans le second cas, m n’est pas s;s;41...S;4+p—1, Ce qui jus-

tifie le booléen renvoyé par la fonction aux.

SyMp—1 = Sitp—1,

yMj—1 = Si4j5-1

En sortie de la boucle d’indice i,

soit 4 = n — p et m n’est aucun des sous-mots de longueur p
de s,
soiti<n—petm#sg...Sp 1,...,MF S_1...5_14p—1
mais m = S; ... Si4+p—1, €6 M est dans s.

Remarque : On peut remplacer dans cette derniére fonction
P'utilisation de aux(i) par m == s[i:i+len(m)], mais on
n’explicite alors pas l'algorithme utilisé.

b) La complexité pour la seconde méthode est inférieure a
celle de le premiére méthode. On dénombre les comparaisons
de caracteres pour la premiere méthode. On note toujours n
la longueur de s et p la longueur de w. Il y a une comparaison

par tour de boucle j. Le nombre de comparaisons est donc :
n—p—1p—1 n—p—1

Y2 1= > p=@m-pp
Remarque : =0 =0 =0

On peut directement tester la présence d’un mot dans une
chaine en utilisant in :

def cherche_mot (w,s):

return w in s
mais cette fonction n’illustre pas ’algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.
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Corrigés des exercices

a) Les chaines possédent beaucoup de méthodes efficaces de
traitement. On regroupe tous les caracteres indésirables dans
une chaine auxiliaire que l’on parcourt. Pour chaque carac-
tere indésirable c, on utilise la méthode replace pour le rem-
placer par un espace.

La méthode lower et la méthode split permettent ensuite de
de supprimer les majuscules, et de créer la liste des groupes
de caracteres séparés par des espaces (les mots au sens usuel).
On sélectionne alors parmi ces groupes de caractéres ceux de
longueur supérieure ou égale & 4 pour ne garder que les mots
(au sens de 1’énoncé). On utilise pour cela une liste en com-
préhension, mais on aurait pu parcourir la liste a a 'aide
d’une boucle for.

def chaine_en_liste (s):
"""Convertit la chaine <s> en
la liste de ses mots en minuscule,
sans les mots de moins de 4 lettres"""
for c in '"I\"\'%&\ O *+,-./;:<=>70
[1°_{}1~1234567890":

s = s.replace(c,' ')
s = s.lower ()
a = s.split()

return [w for w in a if len(w)>3]

print (chaine_en_liste(
"C'est un exemple de petite chaine
— ['exemple', 'petite', 'chaine'l]

!n))

b) On ouvre le fichier en lecture, on parcourt les lignes et on
accumule la liste des mots de chaque ligne dans une liste a.
On dénombre les mots différents en créant la liste des élé-
ments de a sans répétition, comme dans ’exercice 30.4.

def richesse_lexicale (fichier):
"""Renvoie la richesse lexicale d'un texte
contenu dans le fichier <fichier>"""
def supprime_doublons (c):
return (list (set (c) ))
with open(fichier,mode='r') as f:
a = []
for ligne in f:
# a est la liste des mots des pre-
# miéres lignes du fichier
a + chaine_en_liste(ligne)
b = supprime_doublons (a)
return len(b)/len(a)

a =

print(richesse_lexicale('droitsdelhomme.txt'))
— 0.6491228070175439

Art. ler. -

Les hommes naissent et demeurent libres et égaux en
droits. Les distinctions sociales ne peuvent étre fondées
que sur 'utilité commune.

Art. 17. -

La propriété étant un droit inviolable et sacré, nul ne peut
en étre privé, si ce n’est lorsque la nécessité publique, léga-
lement constatée, ’exige évidemment, et sous la condition
d’une juste et préalable indemnité.

a) Calculer la somme des éléments de a se fait par un par-
cours des éléments e de a que 'on ajoute a une variable s. La
moyenne en découle en divisant par le nombre d’éléments.

def moyenne (a):
"""Renvoie la moyenne des éléments
de la liste <a> supposée non vide"""
s =0
for e in a:
# s est ap+a1+:--+a;—1 et e est a;
s += e
return s / len (a)

print (moyenne ([3,1,4,1,5,91))
— 3.8333333333333335

Remarque :
On peut calculer simplement la somme et la moyenne, en
utilisant sum :

def moyenne (a):
return sum(a) / len (a)
mais cette fonction n’illustre pas l'algorithme utilisé et ne
permet pas d’estimer sa complexité.

b) Pour appliquer la formule V(a) = E(a?) — (E(a))?, on
a besoin de construire la liste des carrés des éléments de a.
Les listes en compréhension permettent de le faire de fagon
efficace. Il ne reste plus qu’a utiliser la fonction précédente
pour obtenir la variance.

def variance (a):
"""Renvoie la variance des éléments
de la liste <a> supposée non vide
b = [x**2 for x in a]
return moyenne (b) - (moyenne (a)) ** 2

print (variance ([3,1,4,1,5,9]))
— T7.472222222222221

a) L’utilisation de randint du module random est immédiate.

import random

def lancer_piéce ():

"""Renvoie 'Pile' ou
de fagon équiprobable

'Face'

nwnn

a = random.randint (0,1)
if a ==

return 'Pile'
else:

return 'Face'

print (lancer_piéce ())
< Face (ou Pile !)

b) La fonction random() du module random fournit un réel
aléatoire dans [0; 1[. On peut donc écrire :
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def lancer_piéce_truquée (p):
"""Renvoie 'Pile' ou 'Face'
probabilités respectives
de <p> et 1-<p>"""

avec des

a = random.random()
if a < p:

return 'Pile'’
else:

return 'Face'

print (lancer_piéce_truquée (0.8))
< Pile (ou Face !)

¢) On utilise les listes en compréhension pour engendrer les
listes de tirages, puis pour compter dans ces listes le nombre
de 'Pile'’.

test = [lancer_piéce () for i in range(1000)]
print (sum([e == 'Pile' for e in test]))
| — 487

test_truqué = [lancer_piéce_truquée (.8)
for i in range (1000)]
print (sum([e == 'Pile' for e in test_truquél))
| = 793

Les valeurs obtenues sont proches des 50% (resp. 80%) at-

tendus.

a) On utilise directement randint.

import random

def lancer_dé ():
"""Renvoie un nombre entre 1 et 6,
de fagon équiprobable"""
return random.randint (1,6)

b) Les valeurs obtenues & chaque lancer sont entre 1 et 6.
On retranche 1 pour obtenir un indice de la liste a initialisée
4 10,0,0,0,0,0].

def simule_lancers_1_dé (n):
"""Simule <n> lancers d'un dé,
renvoie la liste des nombres de tirages
obtenus pour chaque face"""
[0]1x*6
for i in range(n):
a[lancer_dé ()-1] += 1
return [x/n for x in a]

a =

listel = simule_lancers_1_dé (50000)

print (listel)

— [0.16678, 0.1659,
0.16502]

0.16596, 0.1685, 0.16784,

¢) Méme analyse pour les deux fonctions suivantes.

def simule_lancers_2_dés (n):

"""Simule <n> lancers de deux dés,
renvoie la liste des nombres
de totaux obtenus"""

a = [0]*11

for i in range(mn):
al[lancer_dé()+lancer_dé()-2] += 1

return [x/n for x in al

liste2 = simule_lancers_2_dés (50000)

print (liste2)

— [0.02706, 0.05414,
0.14094, 0.16732,
0.08442, 0.05628,

0.08192,
0.14044,
0.02658]

0.11138,
0.10952,

def simule_lancers_3_dés (n):
"""Simule <n> lancers de trois dés,
renvoie la liste des nombres
de totaux obtenus"""
[0]*16
for i in range(n):
al[lancer_dé()+lancer_dé ()
+lancer_dé()-3] += 1
return [x/n for x in al

a =

liste3 = simule_lancers_3_dés (50000)

print (liste3)

— [0.0046, 0.0145, 0.02848, 0.0466, 0.06754,
0.0987, 0.11726, 0.12508, 0.12496, 0.113,
0.0979, 0.0686, 0.04642, 0.02822, 0.0136,
0.00454 ]

d) Les listes construites sont les ordonnées des points que
l’on veut représenter. Comme les trois listes ne sont pas de
la méme longueur, on construit les trois listes d’abscisses cor-
respondantes.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x1 = np.arange(1,7)
pl = plt.plot(xl,listel,'+")
x2 = np.arange(2,13)
p2 = plt.plot(x2,liste2,'s")
x3 = np.arange(3,19)
p3 = plt.plot(x3,liste3d,'"")

plt.title("Probabilité des dés")
# plt.show ()
plt.savefig('proba_dés.pdf',format="'pdf')

Probabilité des dés

T T T T T T
4+ 4+ tom

0 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

+ Avec 1 dé, on retrouve une distribution uniforme.
B Avec 2 dés, la distribution est triangulaire.

Avec 3 dés, la distribution se rapproche de la distribution
normale.
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Corrigés des exercices

a) On note apap—1...a1ag Pécriture en base 10 de n. On
parcourt les chiffres ag, a1, ..., ap qui sont les restes dans les
divisions euclidiennes successives de n par 10.

def somme_cubes_chiffres(n):

"""Renvoie la somme des cubes des chiffres
dans 1'écriture en base 10 de <n>"""

s =0

while n != 0:
# n est apap—1...a;4+104

3 3 3
# s est a;_;+---+aj]+ay

s += (n % 10)*x*3
n //= 10
return s

print (somme_cubes_chiffres (157))
— 469

A chaque tour de boucle, le nombre n est divisé par 10 (en
fait, remplacé par son quotient dans la division euclidienne
par 10) donc atteindra la valeur 0 : la boucle se termine. En
sortie de boucle, n est 0, et s est af; +---+ ag, ce qui justifie
la valeur renvoyée par la fonction.

Remarque : On peut proposer une solution moins algorith-
mique, utilisant les listes en compréhension, en récupérant la
liste des chiffres via l’écriture du nombre sous forme d’une
chaine :

def somme_cubes_chiffres(n):
a = str(n)
return sum([int (c)**3 for c in al)

b) L’algorithme est ici strictement identique, avec les chiffres
de n en base b. On note apap_1...a1ap I'écriture en base b
de n.

def somme_cubes_chiffres_base(n,b):

"""Renvoie la somme des cubes des chiffres
dans 1'écriture en base <b> de <n>"""

s =0

while n != 0:
# n est apap—1...a;410; et

# s est a371+---+a?+a8

i

s += (n ) b)*x*3
n //=b
return s

print (somme_cubes_chiffres_base (157,8))
— 160

La boucle se termine pour la méme raison que précédem-
ment, et en sortie de boucle, n est 0 et s est ag 4+ 4 a%, ce
qui justifie la valeur renvoyée.

Remarque : La fonction oct permet une conversion en
base 8 :

I print (oct (157))
| = 00235

On vérifie ainsi le résultat de la question précédente : le
nombre 157 est 235 en base 8, c’est-a-dire que ses chiffres
sont 2, 3 et 5. La somme des cubes de ses chiffres est alors :
23 4 33 + 53 = 160.

Comme oct, la fonction bin permet de convertir en binaire
(base 2) et la fonction hex permet de convertir en hexadéci-
mal (base 16).

| print (bin(157))
| — obioo11101

| print (hex (157))
| — oxod

a) On suppose a > b > 0. Sinon, les premiers tours de boucles
permettent de s’y ramener.
Notons rg = a, r1 =b, 72 =a mod b et :

Tkt =T mod 7541 pour tout k.

On construit ainsi une séquence strictement décroissante, et
positive, d’entiers. Elle atteind donc & la valeur 0 pour un
rang noté n+ 1. On a :

aNb=" =T ATpp1 =" =Tn ATpt1 =7Tn

On calcule donc les termes de la séquence (r)o<khgn+1 Par
divisions euclidiennes successives. Comme on ne connait pas
a priori le nombre de tours de boucle, on utilise une boucle
while.

On utilise la syntaxe d’affectations multiples pour limiter le
nombre de variables et d’échanges de valeurs.

def pgcd (a,b):
"""Renvoie le pcgd de <a> et <b>"""

r, s =a, b

while s != 0:
# r est 1, s est Ty et rpy1 A0
r, s=s, 1 %s

return r

print (pgcd (45,35))
— 5

L’analyse précédente justifie la terminaison de la boucle. En
sortie de la boucle, r est ry, s est rp,41 et 741 = 0. La valeur
du pged cherché est donc dans la variable r, ce qui justifie la
valeur renvoyée par la fonction.

b) On garde les notations précédentes, et on note gxi2 le
quotient dans la division euclidienne de 7y par 751, c’est-a-
dire :

Tk = Tk+1qk+2 T Th+2-
On définit les suites (uy)x et (vk)x telles que, pour tout k,
rr = aug + bug.
Ces suites satisfont : ug = 1, v9 = 0 et u3 = 0, v1 = 1
et les relations de récurrence obtenues a partir de 1’égalité
Tk+2 =Tk — Tk+14k+2 -

Uk+2 = Uk — Uk+19k+2
V42 = Vi — Vk4+19k+-2

On va calculer les termes successifs de ces deux suites, pour
déterminer u, et vy, qui sont les deux valeurs cherchées.

Ici encore, on utilise les affectations multiples pour ne pas
alourdir le code.

523



Chapitre 30 — Informatique

524

def bézout (a,b):

"""Renvoie le pcgd d de <a> et <b>,
ainsi que deux entiers u,v tels que
d = au + bV nnn

r, s =a, b

u0, ut, vO, vi =1, 0, 0, 1

while s != O:
# r est TR, s est Ty et Ty A0
# u0 est up, ul est wugyq,
# vO0 est wvg, vl est wgpyq

r, s ,u0, ul, vo, vi = (s, r % s,
ul, u0 - ul * (r // s),
vi, vO - v1 * (xr // s))
return (r, u0, vO0)

print (bézout (45,35))
— (6, -3, 4)

La boucle se termine bien, pour la méme raison qu’a la ques-
tion précédente. En sortie de boucle, r est ry,, s est 41 et
rnt+1 = 0, et u0 est up, ul est up41, vO est vy, vl est vp41.
Cela justifie la valeur renvoyée par la fonction.

On peut remarquer qu’on a bien 5 = —3 x 45 + 4 x 35.

a) On parcourt les chiffres de n, deux par deux, en utili-
sant des divisions euclidiennes successives, deux par deux.
Ce parcours ce fait avec une boucle while, pour ne pas avoir
a déterminer a priori le nombre de chiffres. A chaque chiffre
rencontré, noté k, on applique simplement la transformation
proposée, et on ajoute le résultat dans une variable luhn qui
contiendra, lorsque tous les chiffres de n auront été traités, le
nombre de Luhn de n. La fonction renvoie un booléen en com-
parant simplement a 0 le reste dans la division euclidienne
par 10 du nombre de Luhn.

def vérifie_Luhn (n):
"""Teste si 1l'entier <n> vérifie
le contrdle de Luhn"""
luhn = 0
while n != 0:
# n est a2p+1a2p...a2¢+1a2i7§0, 1< p
# luhn est le nombre de Luhn
# de agi—1...a1a0.
k =n % 10
n //= 10
luhn += k
k=2 % (n%
n //= 10
if k < 10:
luhn += k
else:
luhn += (k % 10) + (k // 10)
return (luhn % 10 == 0)

10)

n = 972487086
print (vérifie_Luhn (n))
— True

A chaque tour de boucle, le nombre de chiffres de n est dimi-
nué de 2. La boucle se termine donc, et lors de la sortie de
boucle : n est 0, i = p+ 1 et 1luhn est le nombre de Luhn du
parametre n.

b) On peut bien str faire quelques essais « a la main ».

On peut aussi obtenir de fagon systématique toutes les trans-
positions de deux chiffres successifs en écrivant une boucle
permettant d’échanger les caractéres d’indices 7 et ¢+ 1 dans
la chaine représentant n.

s = str(n)
for i in range(len(s)-1):
permut = s[:i] + s[i+1] + s[i] + s[i+2:]
print ('Test sur {} {}'.format (permut,
vérifie_Luhn(int (permut))) )

— Test sur 792487086 : False
— Test sur 927487086 : False
— Test sur 974287086 False
— Test sur 972847086 False
— Test sur 972478086 False
— Test sur 972480786 False
— Test sur 972487806 False
— Test sur 972487068 False

w
=
[y
(=]

a) On peut représenter le polynéme par la liste de ses coeffi-
cients. Son degré est alors majoré par la longueur de la liste
(moins 1). Ainsi P = ag + a1X + a2X? + .-+ + ap X" sera
représenté informatiquement par la liste [ag, a1, ..., an].
Pour P=1+4+3X24+X342X%et Q =1+ X* —2X5 4+ X7,
on définit donc :

p=1I[1, 0, 3,1, 0, 2]
q (1, 0o, 0, 0, 1, -2, 0, 1]

b) Additionner deux polyndémes se fait coefficient & coeffi-
cient. Il s’agit donc simplement d’ajouter les termes des deux
listes p et . On commence par compléter la plus courte des
deux listes par des zéros pour que la somme se fasse bien.
On utilise ensuite une liste en compréhension pour obtenir
la liste des sommes des coefficients, mais on aurait aussi pu
utiliser une boucle for.

def additioni(p,q):

"""Renvoie la somme des deux polyndmes
<p> et <q> représentés par la liste
de leurs coefficients"""

# On commence par compléter p ou q par

# des zéros pour qu'ils aient

# la méme longueur

if len(p) < len(qg):

p += [0]*(len(q)-len(p))
else:
q += [0]*(len(p)-len(q))
return [ p[il+q[i] for i in range(len(p))]

print (additionl (p,q))
— [2, 0, 3, 1, 1, 0, O, 1]

On applique la formule donnant les coefficients du po-
lynéme produit pour construire, & Daide d’une liste
en compréhension, la liste des coefficients du produit.
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def multiplicationi(p,q):
"""Renvoie le produit des deux polyndmes
<p> et <q> représentés par la liste
de leurs coefficients"""
return [
sum([ p[i] * ql[k-il for i in range(k+1)
if i < len(p) and k-i < len(q)])
for k in range(len(p)+len(q)-1)]

print (multiplicationl (p,q))

— [, 0, 3, 1, 1, O, 3, -4, -2, 5, -3, 0, 2,

0, 0]

¢) On peut représenter le polynéme par un dictionnaire
dont les clefs sont les degrés des mondémes et les valeurs les
coefficients des monomes. La clef est présente lorsque le coeffi-
cient est non nul. Cette représentation est particulierement
adaptée pour les polyndémes ayant un degré élevé et beaucoup
de coefficients nuls (on parle de polynémes creux).

Pour P =1+ 3X2 + X3 4+2X5% et Q = 1 4+ X* — 2X% 4 X7,
on définit donc :

{0: 1, 2: 3, 5: 2, 3: 1}
{0: 1, 4: 1, 5: -2, 7: 1}

p =
q =

d) On s’intéresse a tous les degrés des mondmes de P et Q,
qui correspondront & des monoémes de P + @ (ou des termes
nuls que l'on fera disparaitre ensuite). Pour cela, on engendre
la liste des clefs apparaissant dans p ou dans q.

La méthode get (k,0) des dictionnaires permet de récupérer
la valeur associée a la clef k, et de donner la valeur 0 par
défaut si la clef n’est pas présente dans le dictionnaire. On
somme donc, pour chaque clef, les valeurs de p.get(k,0) et
q.get(k,0).

Le dictionnaire obtenu, en faisant attention de ne pas conser-
ver les valeurs nulles, représente P + Q.

def addition2(p,q):

"""Renvoie la somme des deux polyndmes
<p> et <q> représentés par des
dictionnaires"""

s = {2

# On génére la liste des clefs

# de p et de q sans doublons

clefs = list( set(list(p.keys())

+ list(q.keys())) )
for k in clefs:
p.get(k,0) + q.get(k,0)
'= 0:
s[k] = a
return s

a =
if a

print (addition2(p,q))
— {0: 2, 2: 3, 3: 1, 4: 1, 7: 1}

Chaque monome de P et de @Q apporte une contribution au
produit P x Q. On évalue donc toutes ces contributions a
l'aide de deux boucles imbriquées.

On élimine enfin les entrées correspondant & des mondémes
nuls.

def multiplication2(p,q):

"""Renvoie le produit des deux polynémes
<p> et <q> représentés par des
dictionnaires"""

s = {2}

for kp in p.keys():

for kq in q.keys():
s [kp+kq]l = s.get(kp+kq,0)
+ plkpl * qlkql

# I1 faut maintenant supprimer les entrées

# ayant une valeur nulle

# On génére la liste des clefs

# correspondant & une valeur nulle-~:

clefs = [k for k in s.keys() if s[k]==0]

for k in clefs:

del (s[k])
return s

print (multiplication2(p,q))
— {0: 1, 2: 3, 3: 1, 4: 1, 6: 3, T7:
8: -2, 9: 5, 10: -3, 12: 2}

Remarque importante. La classe Polynomial du module
numpy . polynomial permet aussi de manipuler les polynomes.

import numpy as np

from numpy.polynomial import Polynomial as P
p = P([1, 0, 3, 1, 0, 21)

q = P([1, 0, 0, O, 1, -2, 0, 11)

On y trouve les opérations usuelles sur les polynémes :

print (p+q) # somme

— poly([ 2. 0. 3. 1. 1. 0. 0. 1.1)

print (p*q) # produit

< poly([ 1. 0. 3. 1. 1. 0. 3. -4. -2.
Bo =8, 0. 2.1)

print (p // q) # quotient

— poly([-1.25 0. 0.5 1)

print (p % q) # reste

< poly([ 2.25 0. 3.25 1.25 -0.5 1)

print (p(-2)) # évaluation

— -59.0

print (p.roots()) # racines

<~ [-1.10658100+0.j 0.01867382-0.57826067 j

0.01867382+0.57826067j 0.53461668-1.03152269]
0.53461668+1.03152269j]

# primitive

0.25 0. 0.33333333 1)

print (p.integ())
— poly([ 0. 1. 0. 1.
print (p.deriv()) # dérivée

— poly([ 0. 6. 3. 0. 10.1)

print (P.fit([1,2,3,4],[2,6,3,1]1,2))

< poly([ 4.875 -0.9 -3.375])

Cette derniére méthode permet de déterminer le polynéme de

degré 2 qui approxime selon la méthode des moindres carrés
les points (1, 2), (2,6),(3,3), (4,1).
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a) 1) On reprend la fonction proposée :

def evaluel(p,x):

"""Calcule 1'image de <x> par la fonction
polynomiale associée au polyndme
représenté par la liste <p>"""

def puiss(x,n):

"""Calcule <x> puissance <n>"""
y =1
for k in range(n):
# y est xk
y *¥= x
return y
s =0
for i in range(len(p)):
# s est ao—ka114+---%fa¢,1xi_
s += p[i] * puiss(x,i)
return s

1

print (evaluel ([1, 0, 3, 1, 2],-2))
— 37
Les invariants de boucles sont :

e En entrée du tour de boucle k :
y est zk.

o En entrée du tour de boucle i :
sestag+arx+---+a;_1axt L.

2) Pour la fonction puiss, on fait 1 multiplication par tour
de boucle, donc n multiplications lors de I’évaluation de
puiss(x,n). Pour la fonction evaluel, on fait une addition,
une multiplication et une évaluation de puiss(x,i) au tour

n—1
de boucle i. Il y a donc n additions et > (i + 1) = w
i=0
multiplications. La complexité temporelle est quadratique.
La maladresse est de calculer la puissance de =z a chaque
tour de boucle, ce qui a un coit de 'ordre de i, alors qu’une
simple multiplication par x de la puissance précédente donne

le résultat.

3) Pour mesurer la complexité, on applique la fonction &
quatre listes aléatoires dont la longueur croit de fagon ré-
guliere :

import random
import time
test = {2**k:[] for k in range(6)}
— {32:(01, 1:01, 2:01, 4:01, 8:0,
for j in [2**k for k in range(6)]:
for i in range(j*1000):
test[j].append(
random.randint (-100,100))
for j in [2**k for k in range(6)]:
t = time.clock()
evaluel (test[j],74)
print ("chrono evaluel {}000 {} s."
.format (str(j),str(time.clock()-t)))

16: [1}

< chrono evaluel 1000 0.141171 s.
< chrono evaluel 2000 0.813824 s.
< chrono evaluel 4000 4.912752 s.
< chrono evaluel 8000 33.652117 s.
< chrono evaluel 16000 244 .852347 s.
< chrono evaluel 32000 1888.80936 s.

Le premier constat est que, pour des listes de longueur encore
« raisonnable », le calcul est inutilisable en pratique.

Le second constat est que, lorsque la longueur de la liste est
multipliée par 2, le temps de calcul est multiplié par un fac-
teur important, de lordre de 6 (alors que ’étude théorique
précédente nous laissait présager un facteur 4). Lors de I’ana-
lyse théorique, nous n’avons dénombré que les additions et
les multiplications — sans tenir compte des différences entre
ces deux opérations —, et nous n’avons pas évalué le colit des
acces aux éléments des listes, ni celui des gestions d’indices
de boucles.

b) 1) On améliore la fonction proposée en n’utilisant pas de
fonction puiss, mais en calculant les puissances de z au fur
et & mesure du déroulement de la boucle.

def evalue2(p,x):
"""Calcule 1'image de <x> par la fonction
polynomiale associée au polyndme
représenté par la liste <p>"""

p=1
s =0
for i in range(len(p)):

I # s est a0+a1x+"'+a¢,1:ci*1

#pestxi
s += plil * p
p *= x

return somme

print (evalue2([1, O, 3, 1, -2))

— 37

2])

2) On fait 2 additions et 1 multiplication par tour de boucle,
donc un total de 3n opérations out n — 1 est le degré du poly-
noéme. Il apparait donc que cette stratégie est bien meilleure
que la précédente.

8) En reproduisant les tests du premier exemple, on obtient :

< chrono evalue2 1000 0.001017 s.
— chrono evalue2 2000 0.002985 s.
< chrono evalue2 4000 0.009327 s.
< chrono evalue2 8000 0.035763 s.
< chrono evalue2 16000 0.128626 s.
< chrono evalue2 32000 0.509421 s.

On constate que lorsque la longueur est multipliée par 2, le
temps de calcul est mutliplié par un facteur de ’ordre de 3,
relativement proche du facteur 2 attendu. Et surtout, par
exemple pour un polynoéme de degré 8000, le temps de cal-
cul par cette seconde méthode est divisé par 1000. Pour un
polynéme de degré 32000, le temps de calcul passe d’une
demi-heure & une demi-seconde.

¢) 1) Vulécriture de la somme & calculer, on parcourt les co-
efficients du polyndéme a ’envers, et on utilise une variable s
qui contient les valeurs des différentes parentheses.
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def evalue_horner(p,x):
"""Calcule 1'image de <x> par la fonction
polynomiale associée au polyndme
représenté par la liste <p>

en appliquant la méthode de Hornmer"""

s =0

for i in range(len(p)-1,-1,-1):
# i parcourt [n—1,n—2,..,2,1,0], s est
# ai41+ a0z + aip3z? + o+ a1z 170D
S *= X
s += plil

return s

print (evalue_horner ([1, 0, 3, 1, 2],-2))

— 37

2) Par cette méthode, on fait 1 addition et 1 multiplication
par tour de boucle, donc un total de 2n opérations ou n — 1
est le degré du polynome. La complexité reste linéaire, mais
le gain par rapport a la méthode précédente est d’un fac-
teur 2/3.

3) En reproduisant les tests du premier exemple, on obtient :

< chrono evalue_horner 1000 0.00068 s.
< chrono evalue_horner 2000 0.00184 s.
< chrono evalue_horner 4000 0.005852 s.
< chrono evalue_horner 8000 0.020734 s.
< chrono evalue_horner 16000 0.078626 s.
< chrono evalue_horner 32000 0.303336 s.

ce qui confirme le gain d’un facteur de 'ordre de 2/3.

d) Les listes en compréhension peuvent séduire par leur élé-
gance :

def evalue4(p,x):
return sum([ p[i] * x**i for i in
range (len(p)) 1)
print (evalue4([1, O, 3, 1, -2))
| = 87

Le code est d’ailleurs optimisé automatiquement par l'inter-
préteur avant d’étre exécuté, ce qui rend difficile I’évaluation
de la complexité de ce calcul. On peut cependant penser qu’il
s’agit simplement de I’algorithme étudié en a), présenté sous
une forme différente.

En reproduisant les tests du premier exemple, on obtient :

2],

< chrono evalue4 1000 0.006804 s.
< chrono evalue4 2000 0.037999 s.
< chrono evalue4 4000 0.241031 s.
< chrono evalue4 8000 1.348332 s.
< chrono evalue4 16000 8.102753 s.
< chrono evalue4 32000 48.823834 s.

Malgré I'optimisation de I'interpréteur (visible en comparant
au premier algorithme implémenté en a)), il s’agit encore
d’un calcul & complexité quadratique, qui doit étre aban-
donné au profit des calculs & complexité linéaire.

a) C’est un simple calcul de suite récurrente. La variable u
contient les valeurs successives des termes de la suite.

def suite(n):
"""Calcule le <n>-éme terme de la suite"""
u=3
for i in range(n+1):
# u est uj—1
u=(u+ 2/u /2
return u

print (suite (10))
— 1.414213562373095

b) On commence par construire la liste des abscisses et or-
données des points que ’on veut représenter.

u=3

u, v=1[], 0

for i in range(11):

u est wu;—1
.append (u)

= (u+ 2/u) / 2
.append (u)
.append (u)
V.append (u)

< cae acH

11 suffit ensuite de passer au tracé.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x =
plt
plt

np.arange(.5,3.5,0.1)

.plot(x, (x+2/x)/2, 'b")

.plot(x, x, '-."')
plt.axis([1,3.5,.5,3])
plt.plot(U,V,linewidth=2)

# plt.show()
plt.savefig('suite_rec.pdf',format="'pdf')

3 T T T T
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a) Léquation différentielle est d’ordre 2 (et non linéaire).
On la transforme en une équation différentielle vectorielle

d’ordre 1 : , )
[% 6
(9’) - (7 sin 9>7

qui est de la forme Y’ = f(Y,t) avec :

0= () e £ () = Cant)

On charge les modules utiles & cet exercice.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

On définit la fonction f en faisant attention aux décalages
d’indices.

def f(Y,t):
return [Y[1],-np.sin(Y[0])]

On utilise la fonction odeint pour obtenir une solution ap-
prochée du probléeme.

Yo = [0, .5]
t = np.linspace(0,20,500)
soln = odeint(f, YO, t)

b) Dans le cadre des petites variations, 1’équation s’écrit
0" + 0 = 0, donc 6 est combinaison linéaire de sin et cos.

1
Vu la condition initiale, on obtient 0(t) = 5 sin(t).
¢) 1l ne reste qu’a représenter les deux courbes obtenues.

plt.figure()
plt.plot(t,soln[:,0],color="r")
plt.plot(t,.5*np.sin(t),color="b"')

# plt.show ()
plt.savefig('pendule.pdf',format="'pdf"')

0.6 T T T

—0.6 \ \ \
0 5 10 15 20

On peut remarquer que les deux solutions sont proches, mais
qu’'un léger déphasage apparait lorsque 'on s’éloigne de la
condition initiale.

a) L’application z — Inx + x est continue, strictement crois-
sante sur l'intervalle ]0;+o0o[, de limites —co et +oco en 0
et 400 respectivement, donc réalise une bijection de ]0; +oo[
sur | — oo; +00[. Ainsi 0 admet par f un unique antécédent,
noté a.

b) La méthode de Newton consiste & former la suite définie
par la relation de récurrence :

" e flxn)  2n(l—Inzy,)
n+1 n f/ ({l'n) 1+,
. . 2 g 1 )
La fonction f étant de classe C*, f"(z) = —— ne s’annulant
x

pas, cette suite converge vers a dés que f(zo)f" (zo) > 0.

1
¢)Ona f(l)>0et f (5> < 0 donc a et les termes de la
1
suite restent dans l'intervalle I = |:5, 1].

1 1
Ona|f’(x)|:’1+f‘226t |f”(ac)|:’——2 <4 surl.
x x

Prenons zg = 3 onazg €Ietacldonc|zg—al < >
La majoration indiquée dans I’énoncé donne alors :

2"
|zn —al < (5) .

n
1\ 2
Un test d’arrét suffisant est donc : <5) <e.
from numpy import log

def f(x):
return log(x) + x

def approx(epsilon):

"""Détermine une valeur approchée de alpha
a <epsilon> prés"""

x = .5

n =20

while (1 / 2) #% (2 *x n) > epsilon:

I # x est x, et (%)QH > €
x = x * (1- log (x)) / (1 + x)
n += 1

return x

print (approx(le-8))
— 0.56714329040978384

—0

27’1,
A chaque tour de boucle, n est incrémenté, et (7)
2 noo

donc cette quantité devient inférieure a ¢ : la boucle s’arréte.
2
1
En sortie de boucle, x est z,, et (5> < €, ce qui justifie

la valeur renvoyée.



© Dunod. Le photocopie non autorisée est un délit

Corrigés des exercices

a) L’application f z — tanz — = est continue et stric-

3

T
tement croissante sur 'intervalle 5; 5 | de limites —oo et

+o00 aux bornes de l'intervalle. Elle réalise donc une bijection
T 37
de | —; —
22
Si ’on veut justifier plus précisément la croissance stricte, il

suffit de calculer f’(x) = tan?x qui est positive, et ne s’an-
nule qu’en des points isolés.

sur R, ce qui justifie 'existence et I'unicité de a.

b) On charge les modules utiles, et on définit la fonction.

from numpy import tan

def f(x):
return tan(x) - x

print (£(4.4))
— -1.30367621935
print (£(4.5))
— 0.137332054551

f change donc de signe entre 4,4 et 4,5, donc « est entre ces
deux valeurs.

¢) On applique lalgorithme de dichotomie

def approx(a,b,epsilon):
"""Renvoie une valeur approchée
4 <epsilon> prés de la racine de f
située entre <a> et <b> """
while (b-a) > epsilon:
c = (atb)/2
if f(a) * f(c) < O:
b=c
else:
a=c
return a
print (approx(4.4, 4.5, le-4))
— 4.493359375000001

a) On linéarise :
On en déduit :

1 3
sin®(u) = —= sin 3u + = sinwu.
(u) 1 1

37r_"_1 4( +3 7T)+1
—sin® — 4+~ = —[—>sin— + —sin — -
3 18 6 3 4 6 4 18 6
1 L 7r+1
— == +sin— + =
3 2 18 6
T
= sin —
18

™ 3 . z
Donc sin — est une solution de I’équation proposée.

Pour v € [0;7], on a 0 < sinu < u, donc :
.o T 6 1
O0<sin—— < —<— =,

18 18 18 3

1
et donc sin % est dans l’intervalle proposé [O; g} .

Définissons :

Par le calcul précédent, sin 118 est un zéro de g.
, 5 1 1
On calcule ¢'(z) =42 —1=14 ac—i—i -3 donc g est

strictement décroissante sur [75; 5] donc sur {0; 5] .
La restriction de g a cet intervalle est donc injective, et g ad-

1
met sur {0; 5] au plus une racine.
T
On a donc montré que sinl—8 est 'unique racine de g
3
sur |0; —|.
3

4 1
b) Notons f(z) = gwg + 3

1

Cette fonction est croissante sur [0; —
1 1 4 1 35 1

t 0 < -~ = f(0) < S ) ==4== <=,

¢ g </ (3) 81 "6 162 3

1
donc l'intervalle |:0; §:| est stable par f.

)

w
—

Par récurrence, on peut donc affirmer que la suite proposée

1
dans I’énoncé reste dans 'intervalle [0; g] .

1 4
Pour tout ¢ € {O; 5]’ I/ = 4% < 5 donc en appliquant
T
I'inégalité des accroissements finis & f entre sin s et un,

4
on peut affirmer que ’f(un) —f (sin i)‘ < 5 ‘un — sin 118‘7
c’est-a-dire :

s

4) T
18

‘g— Up — Sin —

Vn €N, ‘u — sin
et 9 18

Par récurrence, on en déduit que :

T 4\" T

Vn € N, ‘u —sin—| < | = ’u —sin—‘
" 18l (9) 0 18
N———

<

Wl

Comme

4 4
5‘ < 1, la suite géométrique de raison 5 converge
g
vers 0 et uy, — sin —.
nco 18

L’inégalité précédente fournit une majoration de lerreur
T

commise en confondant u,, et sin —.

¢) Vu Ulinégalité précédente, il est suffisant d’avoir
1 /4\" s

—( = < & pour étre stur d’avoir |u, — sin —|.

3 (9) Sep " 18

On applique donc l'algorithme de calcul des suites récur-
rentes, avec une boucle while.

529



Chapitre 30 — Informatique

530

def approx(epsilon):

"""Renvoie une valeur approchée de
sin pi/18 & <epsilon> prés"""

u=20

majorant = 1/3

while majorant > epsilon:

I # u est up, majorant est %(%)n
# et majorant> ¢
u=4/3 x (u*x 3) +1/86
majorant *= 4/9

return u

print (approx(le-6))
— 0.17364817766693022

N 4
A chaque tour de boucle, majorant est multiplié par —, donc

il tend vers 0. Il deviendra donc inférieur & ¢ : la boucle s’ar-
réte.

1 n
En sortie de boucle, u est up, majorant est 3 (5) et

majorant < €, ce qui justifie le résultat renvoyé.

On charge d’abord les modules utiles dans cet exercice :

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial as P
import matplotlib.pyplot as plt

On commence par lire les données dans le fichier, et les sto-
cker dans deux listes :

annees = []
temperatures = []
with open('temperatures.csv',mode='r') as f:
for line in f:
ligne=line.rstrip().split(',"')
annees.append(float(ligne[0]))
temperatures.append(float(ligne[1]))

a) On utilise la méthode fit.

droite = P.fit(annees,temperatures,1)
print (droite)
< poly([-0.01196445 0.31314356])

b) On utilise la méthode fit.

polynome = P.fit(annees,temperatures,10)

print (polynome)

— poly([ -1.32619258e-03 1.21075224e+00
-2.1925942e-01 -8.3380133e+00 5.4517208e+00
2.7491824e+01 -2.5797808e+01 -3.5962191e+01
3.9466578e+01 1.5807789e+01 -1.9001383e+01])

c¢) Le tracé se fait avec plot qui s’applique & la liste des
abscisses et la liste des ordonnées de points que ’on veut re-
présenter.

pl = plt.plot(annees,temperatures,'+')
droite.domain = np.array([annees[0],

annees [len(annees)-1]])
np.array([annees [0],

annees [len(annees)-11])
x, y = droite.linspace()
p2 plt.plot(x,y, 1lw=2)
X, y = polynome.linspace()
p3 = plt.plot(x,y, lw=2)
# plt.show()
plt.savefig('temp.pdf',format="'pdf"')

polynome.domain =

0.4 :
0.3
0.2

0.1
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absolue

valeur —, 55
absurde

raisonnement par I'—, 144
accroissements finis

théoreme des —, 181
adjacentes

suites —, 146
affectation

augmentée, 500
multiple, 503
algorithme, 498

angle, 367

anneau, 231

antisymétrique
matrice —, 316
relation —, 6

application linéaire, 296
associative, 228

base, 285
Bayes
formule de —, 441
Bernoulli
loi de —, 478
Bézout
théoreme de —, 258
Bienaymé
inégalité de —-Tchebychev, 479
bijection, 4, 58, 171, 299

binéme
formule du — de Newton, 21, 23, 41, 261,
459
Bioche
regles de —, 106, 107
borne

inférieure, 71, 183

supérieure, 71, 183
bornée

fonction —, 56, 170

boucle

conditionnelle (while), 499, 504
indexée (for), 499, 504
invariant de —, 501, 504

C
cardinal, 421
Cauchy
inégalité de —-Schwarz, 364, 382
ch, 86

chaine, 500
changement de variable, 105, 108, 383
Chasles

relation de —, 383
chiffres d’un nombre, 504
coefficients binomiaux, 23, 41, 245, 424
comatrice, 349
commutative, 228
comparaison série/intégrale, 401
complexe

nombre —, 38
complexité d’un algorithme, 505
composé

nombre —, 215
composition d’applications, 296
comprehension list (liste en compréhension), 502
congruence, 215, 217
conséquence, 441

convergente

série —, 402

suite —, 144
cos, 40, 88
covariance, 476

D
décomposition en éléments simples, 105, 180,
262

décomposition primaire, 215, 218
degré, 243

dérivabilité, 181
dérivée, 181
théoreme limite de la —, 181
531
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développement asymptotique, 200
développement limité, 196, 198
dimension d’un ev, 285

divergente
série —, 402
suite —, 145

divisibilité, diviseurs, 215, 217, 218, 243, 259
division euclidienne, 244, 245, 259, 504

E
échange de deux affectations, 503
écriture décimale, 217, 504
effet de bord, 507
égalité d’ensembles, 2
éléments simples
décomposition en —, 105, 180, 262
équation, 38, 55, 89
caractéristique, 125, 147
diophantienne, 216
fonctionnelle, 57, 70, 127, 168, 182, 387
équation différentielle
linéaire, 127
a coefficients constants, 125, 126
avec second membre, 123, 126
d’ordre 1, 123
d’ordre 2, 125, 126
sans second membre, 123, 125
non normalisée, 124
normalisée, 123
raccord des solutions, 124
équiprobabilité, 438
équivalence
relation d’—, 5
équivalent, 198
espace vectoriel, 274
espérance, 458
événements
contraire, 438
deux a deux incompatibles, 439
élémentaire, 438
expérience aléatoire, 438
exponentielle, 86

F
famille
libre, 276
liée, 277
fichier informatique, 507
fonction

bijective, 4, 58, 171

bornée, 56, 170

circulaire directe, 88
exponentielle, 86
hyperbolique directe, 86
impaire, 56

indicatrice, 2

injective, 4

majorée, 56, 170
minorée, 56, 170
monotone, 69

paire, 56

périodique, 56

points fixes d’'une —, 169
réciproque, 199
surjective, 4

symétrique des zéros d’un polynéme, 247
zéros d’une —, 70

for, 499, 504
forme

canonique d’un trinéme, 215
indéterminée, 166, 195
trigonométrique, 38

formule

de Bayes, 441

de Grassmann, 285

de Leibniz, 180

de probabilité des causes, 441

de transfert, 458

des probabilités composées, 440

du binéme de Newton, 23, 41, 261, 459
du triangle de Pascal, 424

G

Gauss

méthode du pivot de —, 23

Grassmann

formule de —, 285

groupe, 230

hérédité, 3, 4

image, 296, 298
image directe, 5
image réciproque, 5
imaginaire pur, 39
impaire

fonction —, 56

import, 506
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Index

inclusion, 2
indépendance d’événements, 442
indicatrice
fonction —, 2
inégalité, 39, 71, 72
de Bienaymé-Tchebychev, 479
de Cauchy-Schwarz, 364, 382
triangulaire, 39
triangulaire renversée, 39
informatique, 498
initialisation, 3, 4
injection, 4, 297
intégrale, 382
intégration par parties, 383
invariant de boucle, 501, 504
inverse d’une matrice, 312, 329
inversible
matrice —, 312, 329
irrationnel, 144
irréductible
polynéme —, 258, 260
itérable, 499

L

Leibniz

formule de —, 180
libre

famille —, 276
liée

famille —, 277
limite

d’intégrale, 383

d’une fonction, 166, 195, 198

d’une suite, 144
linéaire

application —, 296
linéariser, 106, 107, 180
liste

en compréhension, 502
logarithme, 196

de base quelconque, 86

népérien, 86
loi

binomiale, 478

de Bernoulli, 478

de probabilité, 457

d’un couple de va, 473

marginale, 474

uniforme, 478

usuelle, 478

loi externe, 296
loi interne, 228

M
majorée
fonction —, 56, 170
math (module Python), 506
matplotlib (module Python), 506
matrice
antisymétrique, 316
décomposée en blocs, 330, 348
d’une application linéaire, 328
orthogonale, 365
symétrique, 316
triangulaire, 314
méthode de Gauss, 23
méthode des divisions euclidiennes successives,
259
minorée
fonction —, 56, 170
module, 39, 506
monotone
fonction —, 69
multiplicité d’'un zéro d’un polynéme, 258

N

neutre

élément —, 228
Newton

formule du binéme de —, 21, 23, 41, 261,

459

nombre

composé, 215

premier, 215
nombre complexe, 38
normalisée

équation différentielle —, 123
norme euclidienne, 362
noyau, 296, 297
numpy (module Python), 506

0]

open, 507
ordre

relation d’—, 6
orthogonal

d’un sev, 363

projecteur —, 366
orthogonale

matrice —, 365

symétrie —, 366
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paire
fonction —, 56
partie entiere, 57, 143, 168, 262
partie imaginaire, 38
partie réelle, 38

Pascal

formule du triangle de —, 424
périodique

fonction —, 56
permutation

de symbole X, 22
pged, 216, 259
pivot

méthode du —, 23
p-liste, 423
points fixes, 169
polyndéme, 243

réciproque, 261
ppcm, 216
premier

nombre —, 215
premiers

polyndémes — entre eux, 258
prépondérance classique, 91, 166, 195
primitive, 103

par parties, 103
probabilité

conditionnelle, 440

d’un événement, 438

d’une cause, 441
produit

double, 22

simple, 22, 501
produit mixte, 367
produit scalaire, 362, 367
produit vectoriel, 367
projecteur, 301

orthogonal, 366
Python, 498

Q
quotient
dans une division euclidienne, 245

R
raccord des solutions d'une ED, 124
racine carrée, 55
racines n-emes de 'unité, 41
raisonnement

par 'absurde, 144, 145
random (module Python), 506
rang

d’une application linéaire, 300

d’une famille finie, 287

d’une matrice, 313, 329

théoreme du —, 300, 329
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